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❧♦rsq✉❡ ❧❡ s♦❧❡✐❧ s❡ ❢❛✐t ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s ❛tt✐r❛♥t q✉❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❜❧❛❢❛r❞❡ ❞❡s ♥é♦♥s✳ ▼❡r❝✐ ♣❛r✲
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❉②❜❥❡r ♣♦✉r ♥♦s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s s✉r ❧❡s ❥❡✉① ❡t ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t ♣♦✉r
s♦♥ ❛❝❝✉❡✐❧ ❝❤❛❧❡✉r❡✉① à ❈❤❛❧♠❡rs✱ ▲❛✉r❡♥t ❘❡❣♥✐❡r ♣♦✉r ♥♦s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s s✉r ❧❛ P❆▼ ❡t s♦♥
❛❝❝✉❡✐❧ à ❧✬■▼▲✱ ❖❧✐✈✐❡r ▲❛✉r❡♥t ♣♦✉r ♥♦s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥
sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉①✱ P✐❡rr❡ ❍②✈❡r♥❛t ♣♦✉r s❡s ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡s ♣ré❝✐❡✉① s✉r ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✱ P❛✉❧✲
❆♥❞ré ▼❡❧❧✐ès ♣♦✉r ❞❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s s✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① s✉❥❡ts ❛❧❧❛♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❥❡✉① ❞❡ ❧❛
❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❝❛té❣♦r✐q✉❡s ❞❡s t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t ▲✉✐❣✐ ❙❛♥t♦❝❛♥❛❧❡ ♣♦✉r
♠✬❛✈♦✐r ❝♦♠♠✉♥✐q✉é s❛ ♣❛ss✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s✳ ▼❡r❝✐ à ❘♦❜✐♥ ❈♦❝❦❡tt ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r
❡♥❝♦✉r❛❣é à ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ♠❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s s✉r ♠♦♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❥❡✉① ❞❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s✳ ■ ✇✐❧❧ ✜♥❞
t❤❡ ❢r❡❡ µ✲❝❧♦s❡❞ ❝❛t❡❣♦r② ✦
❏❡ ♥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♣❛s ❧❡s ♥♦♥✲❢❡♥êtr❡s ❞❡ ❈❤❡✈❛❧❡r❡t✳
❈❡tt❡ t❤ès❡ ❞♦✐t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ PP❙ ❡t à s♦♥ ❛t♠♦s♣❤èr❡ ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡✳ ❯♥ ❣r❛♥❞
♠❡r❝✐ à ❖❞✐❧❡ ❡t ❆✉❞r❡② ♣♦✉r ❧❡✉r ♣rés❡♥❝❡ ❡t ❧❡✉r ❡✣❝❛❝✐té✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t t♦✉s
♠❡s ❝♦♠♣❛❣♥♦♥s ❞❡ t❤ès❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞r❡ r❡ss❡♠❜❧❛♥t à ❧✬♦r❞r❡ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ♠❛✐s ♣❛s t♦✉t
à ❢❛✐t ✿ ❏♦❛❝❤✐♠✱ ❙❛♠✉❡❧ ▼✱ ◆✐❝♦❧❛s✱ ❈❛r♦❧✐♥❡✱ ❙é✈❡r✐♥❡✱ ●ré❣♦✐r❡✱ ▼❛♥✉✱ ❙❛♠✉❡❧ ❍✱ ❋❛❜✐❡♥
✸
✹❚✱ ❋❧♦r✐❛♥✱ ❙②❧✈❛✐♥✱ ▼❛r✐❡✱ ❈❤r✐st✐♥❡✱ ❇❛r❜❛r❛✱ ❋❛❜✐❡♥ ❘✱ ▼❡❤❞✐✱ ●❛❜r✐❡❧✱ ❚❤✐❜❛✉t✱ ❏♦♥❛s✱
❙té♣❤❛♥❡ ④●✐✱●❧✱ ❩⑥✱ ❆♥t♦✐♥❡✱ ❆❧❡①✐s✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡✳ ✳ ✳▼❡r❝✐ ❛✉ss✐ à ❏♦s❡♣❤✱ ❚❤♦♠❛s ❡t ❨❛♥♥
♣♦✉r ❞❡ ♣❛ss✐♦♥♥❛♥t❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ t❡♥♥✐s ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝♦✉rts ❞✉ 13e ❛rr♦♥❞✐ss❡♠❡♥t✳ ▼❡r❝✐
é❣❛❧❡♠❡♥t à t♦✉s ❧❡s ✈✐❡✉① ✭❡t ♠♦✐♥s ✈✐❡✉①✮ ❞❡ ❧✬❊◆❙ ▲②♦♥ q✉✐ ❢réq✉❡♥t❡♥t ★s♦s✳ ❏✬② ❧❛✐ss❡r❛✐
sûr❡♠❡♥t tr❛✐♥❡r ❡♥❝♦r❡ ❧♦♥❣t❡♠♣s ✉♥ ✐rss✐ ❞❛♥s ✉♥ s❝r❡❡♥✳ ❊♥✜♥✱ ♠❡r❝✐ à t♦✉s ❝❡✉① q✉❡
❥✬❛✐ ♦✉❜❧✐é✳
▼❡r❝✐ à ♠❡s ♣❛r❡♥ts ❆❧✐① ❡t ❋r❛♥ç♦✐s✱ q✉✐ ♦♥t t♦✉❥♦✉rs été ❧à ♣♦✉r ♠♦✐✱ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❥❡ ❧❡
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ré❛❧✐s❡ q✉❡ t♦✉t ❝❡❧❛ ❛ ❞✉ s❡♥s✳
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✽✳✶✳✶ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✜❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✵
✽✳✶✳✷ ❏❡✉① à ❣❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✶
✽✳✶✳✸ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Gain ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✸
✽✳✶✳✹ ❘❡❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❛ P❛rt✐❡ ■ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✺
✽✳✷ P♦✐♥ts ✜①❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✼
✽✳✷✳✶ ❋♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts à ❣❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✼
✽✳✷✳✷ ❚②♣❡s ❢♦rts ♣♦✉r ❧❡ ❣❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✽
✽✳✷✳✸ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✾
✽✳✷✳✹ ❯♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ µ✲❢❡r♠é❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✸
✽✳✸ ❙✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✻
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✷✸✾
✶✵ ❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡
▲❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ s♦♥t à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞é♥♦t❛t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡✱ q✉✐ ét✉❞✐❡ ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ♣❛r ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✐♥✈❛✲
r✐❛♥t❡s ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ q✉✐ ét✉❞✐❡ ♣❛r ❞✐✈❡rs ♦✉t✐❧s ❧❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts
❡t ♣r✐♥❝✐♣❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❧❡✉r r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s s②♥t❛①✐q✉❡s✳ ❈❡s ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬ét✉❞❡ s♦♥t ♠✐s
❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ❞és♦r♠❛✐s ❝é❧è❜r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞✱ ❝✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛r ❡❧❧❡ q✉✬♦♥
✈❛ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❝❡tt❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳
❈♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞✳ ➚ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞
✈✐❡♥t ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❍♦✇❛r❞ ❬❍♦✇✽✵❪ q✉✐✱ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡ tr❛✈❛✉① ♣ré❝é❞❡♥ts ❞❡ ❈✉rr② s✉r
❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ à ❧❛ ❍✐❧❜❡rt ❡t ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉rs S ❡t K✱ r❡❧❡✈❛ q✉❡ ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❡♥
❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ♣♦✉✈❛✐❡♥t êtr❡ ✈✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣♦✉r
❞❡s t❡r♠❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ❞❡✈❡♥✉ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡
q✉❛❧✐✜❡r ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ t♦✉t❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❝♦ï♥✲
❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣♦✉r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞♦♥♥é✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❢♦rt ✐♥tér❡ss❛♥t❡✱ ❝❡tt❡ ✈✐s✐♦♥
♦ù ♣r❡✉✈❡s ❡t ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♣❡rs✐st❡♥t à ✈✐✈r❡ ❞❛♥s ❞❡s ✉♥✐✈❡rs sé♣❛rés tr♦✉✈❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t s❡s
❧✐♠✐t❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ q✉❡ ♣❡✉t✲♦♥ ❞✐r❡ ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ t②♣é ✓à ❧❛ ❈❤✉r❝❤✔✱ ♦ù ❧❡s t❡r♠❡s ♣♦rt❡♥t
❛✈❡❝ ❡✉① ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❄
❙é♠❛♥t✐q✉❡ ❞é♥♦t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞é♥♦t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ t❡♥t❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞✉ s❡♥s ❛✉①
♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡t ❛✉① ♣r❡✉✈❡s ❡♥ ❧❡✉r ❛ss♦❝✐❛♥t ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ❆✐♥s✐✱ ❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣r❡✉✈❡
♦✉ à ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛❜str❛✐t❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥tr❡
❞♦♠❛✐♥❡s ❬❙❝♦✽✷❪ ♦✉ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ s✉r ✉♥ ❥❡✉ ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐ ❬❍❖✵✵❪✳ ❯♥❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ❞❡ ❧❛
sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞é♥♦t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ✐♥t❡r♣rèt❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣r❡✉✈❡s ❡t ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ◗✉✐
♣❧✉s ❡st✱ ❡❧❧❡ ❧❡s ♣❧♦♥❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ✉♥✐✈❡rs✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡ ♣❡✉t
êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ à ❧❛ ❢♦✐s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❧❡s t❡r♠❡s
s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣és ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❧❡s ♠ê♠❡s
♦❜❥❡ts✳ ❆✐♥s✐ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♠♦❞è❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✿ ✓❝♦♠♠❡♥t ❝❡ ♠♦❞è❧❡
❞✐st✐♥❣✉❡✲t✲✐❧ ♣r❡✉✈❡s ❡t ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❄✔
Pr❡✉✈❡s ❡t ❥❡✉①✳ P♦s♦♥s✲♥♦✉s ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❥❡✉①✳ ◗✉❡❧❧❡s ♣r♦♣r✐été ♣❛rt❛❣❡♥t
❧❡s str❛té❣✐❡s q✉✐ ✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❄ ◆♦t♦♥s q✉✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡
♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡✱ q✉✐ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♦❜t❡♥✉❡ ✈✐❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡✱ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s ❬●❚▲✽✾❪✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛
♣r♦♣r✐été ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ✐♥✲
✶✶
✶✷ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s s❛♥s ❝♦✉♣✉r❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❝❡s str❛té❣✐❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡ ♠❛✐s s❛♥s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ■❧ ❡st
✐♠♠é❞✐❛t q✉❡ ❧❡s str❛té❣✐❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ s♦♥t t♦t❛❧❡s✳
❉✐❛❧♦❣✉❡ ✐♥✜♥✐✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧ ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ♣❛r ❞❡s str❛té❣✐❡s t♦t❛❧❡s✳ ▼❛✐s
♣♦✉r q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝❧❛ss❡ s♦✐t ❛❞éq✉❛t❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s✱ ✐❧ ♥❡ s✉✣t ♣❛s q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t
✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❝♦♠♠✉♥❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❀ ✐❧ ❢❛✉t é❣❛❧❡♠❡♥t q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t
✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s✱ ② ❝♦♠♣r✐s ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ s✬❛ss✉r❡r
q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① str❛té❣✐❡s t♦t❛❧❡s ❡st t♦✉❥♦✉rs t♦t❛❧❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ ❡st
❢❛✉① ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✿ ✐❧ ♣❡✉t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞✐❛❧♦❣✉❡ ✐♥✜♥✐✱ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡
❧✐✈❡❧♦❝❦ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st q✉❡ ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s
♦✉ str❛té❣✐❡s ♣❡✉✈❡♥t s✬❡♥❣❛❣❡r ❞❛♥s ✉♥ ❞✐❛❧♦❣✉❡ ✐♥✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡✉r ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
♣r✐✈é❡✱ ❞✐❛❧♦❣✉❡ q✉✐ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ✈✉ ❞❡♣✉✐s ❧✬❡①tér✐❡✉r✳ ❖♥ ♣rés❡♥t❡r❛ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✭❋✐❣✉r❡
✹✳✸✮ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ très ❝♦♥❝r❡t ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① str❛té❣✐❡s t♦t❛❧❡s✱ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ✉♥❡
str❛té❣✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❡♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡
❥❡✉① ❡st ❞♦♥❝ ❡♥ étr♦✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ str❛té❣✐❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s
❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ t♦t❛❧ ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❯♥ ❜r❡❢ ❡①❛♠❡♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞✐✈❡rs❡s
s♦❧✉t✐♦♥s à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳
❈♦♠♣❧ét✉❞❡✳ ▲❛ ♣❧✉s ré♣❛♥❞✉❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❥❡✉① ♣❛r✈✐❡♥♥❡♥t ❢réq✉❡♠♠❡♥t
à ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❝❤❛q✉❡ str❛té❣✐❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡✱ ♣❛r❢♦✐s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡✳ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡
s✉✐t✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡✉① str❛té❣✐❡s σ ❡t τ ✱ q✉✬♦♥ ❢❛✐t ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ B✳ ◆♦t♦♥s σ; τ
❧❛ str❛té❣✐❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✶✱ ♦♥ ✈♦✉❞r❛✐t ♣♦✉✈♦✐r ❛ss✉r❡r q✉✬❡❧❧❡ ❡st t♦t❛❧❡✳ P❛r ❧❛
♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❡s ♣r❡✉✈❡s π1 ❡t π2 ❛♥té❝é❞❡♥t❡s ❞❡ σ ❡t τ ♣♦✉r
❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ t❡❧❧❡s q✉❡ σ = Jπ1K ❡t τ = Jπ2K✳ ■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ σ; τ
❛✉r❛ ✉♥ ❛♥té❝é❞❡♥t ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ s②♥t❛①❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥
♥♦t❡r❛ ✐❝✐ π1;π2✳ ▼❛✐s ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♥♦r♠❛❧✐s❡✱ ❛✐♥s✐ π1;π2 ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ s❛♥s ❝♦✉♣✉r❡ q✉✐ s✬✐♥t❡r♣rèt❡ ♣❛r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ t♦t❛❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡
✭❞✉q✉❡❧ ♦♥ ❛tt❡♥❞r❛✐t q✉✬✐❧ ❥✉st✐✜❡ ❧❛ s②♥t❛①❡✱ q✉✬✐❧ ❧✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥ s❡♥s✮ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡
♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ s②♥t❛①❡✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥✈✐❡♥t s♦✉✈❡♥t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱
♦♥ ♣❡✉t ❞é♣❧♦r❡r s♦♥ ♣❛✉✈r❡ ❝♦♥t❡♥✉ é♣✐sté♠♦❧♦❣✐q✉❡✳
●❛✐♥✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♣❧✉s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✱ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣❛✐♥✱ très s✐♠✐❧❛✐r❡
❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✉ ♠ê♠❡ ♥♦♠ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s ♣❛rt✐❡s
✐♥✜♥✐❡s✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❡ ✐♥✜♥✐❡✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ❣❛❣♥❛♥t ❡t ✉♥ ♣❡r❞❛♥t✳ ▲❡s str❛té❣✐❡s s♦♥t
❞és♦r♠❛✐s s✉♣♣♦sé❡s ❣❛❣♥❛♥t❡s✱ ❛✐♥s✐ ❧❡s s❡✉❧s ❞✐❛❧♦❣✉❡s ✐♥✜♥✐s ❛✉①q✉❡❧s ❡❧❧❡s ♣r❡♥❞r♦♥t ♣❛rt
s❡r♦♥t ❝❛✉sés ♣❛r ✉♥❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡ ❧❡✉r ❛❞✈❡rs❛✐r❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ s❛✈♦✐r ❞és✐❣♥❡r ✉♥
r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳ ■❧ ♥✬② ❛ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ ❣❛✐♥✱
❛✐♥s✐ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❣❛✐♥ s✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ❥❡✉ ♣♦✉rr♦♥t ❞♦♥♥❡r ❧✐❡✉ à ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦r♠✉❧❡s ♦✉ t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✿ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❥❡✉ A✱ ❞❡
❢❛ç♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❞és✐❣♥❡r ✉♥ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s s✉r A✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r A q✉✐ ✈❛ ❞✐r✐❣❡r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ✿ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ s❡r❛ ❡♥ ❣é♥ér❛❧
❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❊♥ ❝❡❧❛ ❡❧❧❡ ❡st à r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✱
q✉✐ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❡s r❡s♣♦♥s❛❜✐❧✐tés ❡♥ ❝❛s ❞❡ ♥♦♥ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥
✶P♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ ❝❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s♦♥t à ♣r❡♥❞r❡ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ♣✉✐sq✉✬♦♥ ♥✬❛ ❡♥❝♦r❡ r✐❡♥ ❞é✜♥✐✳
■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ✶✸
❞✬✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❈❤❛q✉❡ ❛t♦♠❡ ✭✐✳❡✳ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡✮ ét❛♥t ✓r❡s♣♦♥s❛❜❧❡✔✱
♦♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✭✐✳❡✳ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❛r ❝❡s
rè❣❧❡s✮✳
◆♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ q✉✐ s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r✐♠❡ ❛❜♦r❞ ❞✐❛♠étr❛❧❡✲
♠❡♥t ♦♣♣♦sé❡✱ ❝♦♥s✐st❡ à ♦✉❜❧✐❡r ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡t à r❡❝❤❡r❝❤❡r à ❧❛ ♣❧❛❝❡
❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♥tr✐♥sèq✉❡s s✉r ❧❡s str❛té❣✐❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛ss✉r❡r ❧❡✉r st❛❜✐❧✐té ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ❛✐♥s✐ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ s✉r ❧❡s str❛té❣✐❡s ✭♣❛r❢♦✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é ❣❛✐♥✮✱ ❡t
♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ✈ér✐✜❛♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ❛✈♦✐r ❞✬✐♥✲
t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ♠♦✐♥s ❢réq✉❡♥t❡✱ ❧✬❛✉t❡✉r ♥❡ ❝♦♥♥❛✐t q✉❡ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s
❞❡ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉① ❥❡✉① ✿ ♦♥ ❧❛ ✈♦✐t à ❧✬÷✉✈r❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉①
❞❡ ❈♦q✉❛♥❞ ❬❈♦q✾✺❪ ♣✉✐s ❈✉r✐❡♥ ❬❈✉r✾✽❪✳ ❙✐ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❛
♣♦✉r ♦❜❥❡t ❧❡✉r ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s ♦❜❥❡ts ♣❧✉s ✓é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✔ q✉❡ s♦♥t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s✱ ❛❧♦rs ❝❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥❡ s✬❛♣♣✉✐❡ ♣❛s s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♦✉ ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡s t❡r♠❡s ♦✉ ❞❡s t②♣❡s ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❝❡tt❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ t♦t❛❧✐té✳ ❊♥ ✉♥ s❡♥s ✭q✉❡
♥♦✉s r❡♥❞r♦♥s ♣ré❝✐s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✮✱ ❝✬❡st ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ s②♥t❛①❡ q✉✐ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡
♣r♦♣r✐étés ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✱ ❡t ♥♦♥ ❧✬✐♥✈❡rs❡✳
Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s✬✐♥s❝r✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡
♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ✿ ❧❡ ❜✉t ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ❡t ❞✬ét✉❞✐❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♥tr✐♥sèq✉❡s s✉r ❧❡s str❛té❣✐❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ t♦t❛❧✐té ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❖♥ ② ❡①♣❧♦r❡ ❧❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❡♥tr❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ t♦t❛❧✐té ♣❛r
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✉s✉❡❧s ❡♥ λ✲❝❛❧❝✉❧✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
✉♥❛✐r❡✱ ✉♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ❡t ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡①trê♠❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥
♣r♦✉✈❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉s✉❡❧❧❡s✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ♣♦✉r ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ✉♥❡
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡✱ q✉✬♦♥ r❡❧✐❡ à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❜str❛✐t❡s
✭♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❑r✐✈✐♥❡ ❡t ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ à P♦✐♥t❡✉rs✮✳ ❉❛♥s t♦✉t ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥
✐♥tr♦❞✉✐r❛ t♦✉t ❞♦✉❝❡♠❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ q✉✬❡♥tr❡t✐❡♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❡♥tr❡ str❛té❣✐❡s✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥✲
t❡✉rs ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❧é❣❛❧❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ ❛ ♦✉❜❧✐é t♦✉t❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝♦✉♣s✳
❈✬❡st à ❝❡s str✉❝t✉r❡s ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ t♦t❛❧✐té
♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ét✉❞✐é q✉❡❧q✉❡s✲✉♥❡s ❞❡ ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés✱ ♦♥ é♥♦♥❝❡ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s
❞❡ ✜♥✐t✉❞❡✱ ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✳ ❖♥ ❡♥ ❞♦♥♥❡ tr♦✐s ♣r❡✉✈❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✭♠ê♠❡
s✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬ét❛❜❧✐r ❞❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s✮✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ à
✉t✐❧✐s❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✭♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s✱ ✐❧ s✬❛❣✐r❛ s✉rt♦✉t
❞✬✉♥❡ ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥✮ ✿ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ P❆▼ ♣♦✉r r❛♠❡♥❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡
à ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ✉♥❛✐r❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ✉♥❡
✐♥t❡r♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ❀ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬❡♥t✐❡rs ❞♦♥t ❧❛
❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡st s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ❞❡s λ✲❝❛❧❝✉❧s t②♣és✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡
♣r❡✉✈❡ ❡st ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❈♦q✉❛♥❞ ❬❈♦q✾✺❪ ❛✉ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s
✶✹ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ t✐r❡ ❞❡ ❝❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ tr♦✐s ❝❧❛ss❡s ❞❡ str❛té❣✐❡s ♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ t♦t❛❧✐té ❡st ♣rés❡r✈é❡s ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✿ ❧❡s str❛té❣✐❡s ✜♥✐❡s✱ ❜♦r♥é❡s ❡t ♥÷t❤é✲
r✐❡♥♥❡s✳
❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é❝r✐t❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ t♦t❛❧✐té
♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❥❡✉① ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❧♦❣✐q✉❡s✱ ♠❛✐s ❛tt❡✐♥t s❡s ❧✐♠✐t❡s ❞ès
q✉✬♦♥ ✈❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥♦♥ ❜♦r♥és ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ✈❡rr❛ q✉❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té
s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♣❛r❡ss❡✉① ♥❡ ✈ér✐✜❡ ❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ♣❧✉s ❤❛✉t✷✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡
♣❛rt✐❡ s❡ ✈❡✉t ❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ♣✐❡rr❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝❛s ♥♦♥ ❝♦✉✈❡rts ♣❛r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✳ ❈❡❧❛
s❡ ❢❡r❛ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ µLJ ❛❞❛♣té❡ ❞❡ ❬❇▼✵✼❪✱ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❞❡s
❝♦♥str✉❝t❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❡t ❝♦✐♥❞✉❝t✐✈❡s✳ P✉✐sq✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ♥❡ s✉✣t ♣❧✉s✱ ♦♥ ❢❡r❛ ❛♣♣❡❧ ❛✉ ❣❛✐♥✳ ❖♥ t✐r❡ ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
❣❛✐♥s ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ♣❛r✐té ✿ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✜❛❜❧❡ ❧❡s str✉❝t✉r❡s
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❞❡s µ✲t❡r♠❡s ❬❙❛♥✵✷❛❪✱ ❡t ♦♥ ♠♦♥tr❡ ✐❝✐ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❧❡s ❛❞❛♣t❡r ❛✉ ❝❛❞r❡
❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ❥❡✉① ♣♦✉r ✐♥té❣r❡r ❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ✢è❝❤❡✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ µLJ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡
❞❡s séq✉❡♥ts ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s LJ ❞❡ ●❡♥t③❡♥ ♣❛r ❞❡s rè❣❧❡s µ ❡t ν ♣♦✉r ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐ts ❡t ♣❧✉s
❣r❛♥❞s ♣♦✐♥ts ✜①❡s✳ ❈❡tt❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡
✐♥té❣r❛♥t ❞❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts ✐♥❞✉❝t✐❢s ❡t ❝♦✐♥❞✉❝t✐❢s✱ ♦✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
♥♦r♠❛❧✐s❛♥t✱ tr❛✈❛✐❧❧❛♥t s✉r ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐ts ❡t ♣❧✉s ❣r❛♥❞s ♣♦✐♥ts ✜①❡s✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
♥♦✉s ✐♥❝✐t❡r❛ à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ♠♦❞✉❧♦ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ✱
♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱
♦♥ ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✱ q✉✬♦♥ ❥✉st✐✜❡ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉✬❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à ✉♥❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ T ✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❖♥ ét❛❜❧✐t ✐❝✐ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛té❣♦r✐q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦r✲
r❡❝t ❞❡ µLJ ✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ❞❡s ♣❧✉s ♣❡t✐ts ❡t ♣❧✉s
❣r❛♥❞s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ♣❛r ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❝♦❛❧❣è❜r❡s t❡r♠✐♥❛❧❡s ❛✉① ❢♦♥❝t❡✉rs ❞é✜♥✐s
♣❛r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳ ◆♦t♦♥s ❧❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉❡ ❛✉① rè❣❧❡s ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ♠♦❞✉❧♦ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ
♠❡♥t✐♦♥♥é❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥❝✐t❡r♦♥t à éq✉✐♣❡r ❧❡s r❡❧è✈❡♠❡♥ts ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ❞é✜♥✐s ♣❛r
❧❛ s②♥t❛①❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❢♦r❝❡s✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛✐♥s✐ ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s µ✲❢❡r♠é❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
❝♦rr❡❝ts ♣♦✉r µLJ ✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ▲✬✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ♣❛r✐té ♥♦✉s ✐♥❝✐t❡ à r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥
✜♥✐❡ ♣❛r ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛rè♥❡s✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦t✐✈❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt✱ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ à t♦✉t❡ ❛rè♥❡ ♠✉♥✐❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❧✐❜r❡s✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡r❛ q✉❡ ❝❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts ❤ér✐t❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦r❝❡s✱ ❢❛✐s❛♥t ❞✬❡✉①
❞❡ ❜♦♥s ❝❛♥❞✐❞❛ts ♣♦✉r s✉♣♣♦rt❡r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ µLJ ✳
✷P❛r ❝♦♥tr❡✱ t♦✉t s❡ ♣❛ss❡ ❜✐❡♥ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♣❧❛ts✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ t♦✉t s❡ q✉✐ ❝♦♠♣t❡ ❡st ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡
❧✬❛rè♥❡✱ s❛ ❧❛r❣❡✉r ✐♠♣♦rt❡ ♣❡✉✳
■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ✶✺
❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❥❡✉ à ❣❛✐♥ ❡t ❞❡ str❛té❣✐❡s ❣❛❣♥❛♥t❡s✳ ❯♥❡
❧é❣èr❡ ❞✐❣r❡ss✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❞❡s ♣♦♥ts ❡♥tr❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡t ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡
♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♣✉✐s ♦♥ ♣♦✉rs✉✐t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡ s✉r ❧❡s ❛rè♥❡s✱ ❛✉t♦r✐s❛♥t ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐♥✜♥✐❡s✳ P✉✐s ♦♥ éq✉✐♣❡ ❝❡s ❜♦✉❝❧❡s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞❡ ❣❛✐♥ ✐♥s♣✐ré❡s ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ♣❛r✐té✱ ❞♦♥♥❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❝♦❛❧❣è❜r❡s t❡r♠✐♥❛❧❡s
❛✉① ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬♦♥ ❞é✜♥✐t ❜✐❡♥ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ µ✲❢❡r♠é❡ ❡t ❞♦♥❝ ✉♥
♠♦❞è❧❡ ❞❡ µLJ ✳ ❖♥ s❡ ♣♦s❡ ❛❧♦rs ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥
❞♦♥♥❡ q✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ré♣♦♥s❡✳
✶✻ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s
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▲♦rsq✉✬❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬♦❜❥❡ts✱ ❧❡ ré✢❡①❡ s♦✉✈❡♥t ♥❛t✉r❡❧
❡st ❞❡ ❞é✜♥✐r ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❡♥tr❡ ❝❡s ♦❜❥❡ts✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡s ♦❜❥❡ts ✿ s♦✉✈❡♥t✱ ❝❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❡ ♣✉✐ss❛♥ts
♦✉t✐❧s ♣♦✉r r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❞é♣❛rt✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞✬✐♠✲
♣♦rt❛♥t❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡♥ ❡①❛♠✐♥❛♥t ♣❛r q✉❡❧❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s
✐❧ s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❡s♣❛❝❡s✳ ❖✉ ❡♥❝♦r❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉①
❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❧✬✉♥ ❡t ❧✬❛✉tr❡✳
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ♣❡✉t êtr❡ ♣❡rç✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s②sté♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❆✉
❧✐❡✉ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡s ♦❜❥❡ts q✉✐ ❣é♥èr❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥♥é❡
✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❡t ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s✱ ❡t ❧❡s s❡✉❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✬♦♥ ♣♦✉rr❛ ❛❧♦rs ❝♦♥s✐❞ér❡r
s✉r ❝❡s ♦❜❥❡ts s❡r♦♥t ❞ér✐✈é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ♦✉❜❧✐❡ t♦✉t ❞❡ ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ♣♦✉r s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✿ ✓◗✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡
❝❡s ♦❜❥❡ts✱ ❝♦♠♠❡♥t s❡ tr❛♥s❢♦r♠❡♥t✲✐❧s ❧✬✉♥ ❡♥ ❧✬❛✉tr❡ ❄✔✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✬❡st ré✈é❧é❡ très
♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❤❛♠♣s ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✳
P♦✉r q✉❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s♦✐t ❧❛ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♦♥ ✈❛ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡
t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s q✉✐ ♥♦✉s s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡t ♦✉✈r❛❣❡✳ P♦✉r ❧❡s ❧❡❝t❡✉rs ♣❧✉s
✐♥t❡r❡ssés✱ ✉♥ ❧✐✈r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❬▼▲✼✶❪✳
✶✾
✷✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❚❍➱❖❘■❊ ❉❊❙ ❈❆❚➱●❖❘■❊❙
✶✳✶ ❈❛té❣♦r✐❡s
✶✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❜❛s✐q✉❡s
❉♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts s✬❛♣♣✉②❛♥t ✉♥✐✲
q✉❡♠❡♥t s✉r ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❜❛s✐q✉❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✳ ❯♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ C ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ✿
✕ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬♦❜❥❡ts C0 ❀
✕ P♦✉r t♦✉s A,B ∈ C0✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✢è❝❤❡s ♦✉ ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s C(A,B)✳ P♦✉r f ∈
C(A,B)✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ f : A→ B ❀
✕ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦❜❥❡t A ∈ C0✱ ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐té idA : A→ A ❀
✕ ❯♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ q✉✐ à f : A→ B ❡t g : B → C ❛ss♦❝✐❡ (f ; g) : A→ C ❀
❚♦✉t❡s ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❞♦✐✈❡♥t ✈ér✐✜❡r ❧❡s ❛①✐♦♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ ❆ss♦❝✐❛t✐✈✐té ✿ ♣♦✉r t♦✉s ♦❜❥❡ts A,B,C,D✱ ♣♦✉r t♦✉s f : A→ B✱ g : B → C ❡t h : C →
D✱ ♦♥ ❛
(f ; g);h = f ; (g;h)
✕ ◆❡✉tr❛❧✐té ❞❡s ✐❞❡♥t✐tés ✿ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ f : A→ B✱ ♦♥ ❛ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✿
idA; f = f
f ; idB = f
❊♥ ❝❛s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté✱ ♦♥ ❛♥♥♦t❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧❡s ✐❞❡♥t✐tés ♣❛r ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❧❛
❝❛té❣♦r✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬♦♥ é❝r✐t idCA ♦✉ f ;
C g✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♣❡t✐t❡s ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ♦ù ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ✉t✐❧✐sé❡s s❡r♦♥t ♣❡t✐t❡s ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♦❜❥❡ts s❡r❛ ♠ê♠❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡✳ ❖❝❝❛s✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛✉r❛ t♦✉t ❞❡
♠ê♠❡ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♣❛r❧❡r ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts ♥❡ ❢♦r♠❡♥t ♣❛s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ♣❡t✐t❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ✭à ✈❡♥✐r✮✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞é✜♥✐❡s ❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t
t♦✉t❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♣❡t✐t❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ C(A,B) ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t ❥❛♠❛✐s ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣r♦♣r❡✳
❊①❡♠♣❧❡s✳ ❉♦♥♥♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡❧q✉❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ✿
✕ ❚♦✉t ♠♦♥♦ï❞❡ M ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ à ✉♥ ♦❜❥❡t ⋆ ✿ ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s
a : ⋆ → ⋆ s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠♦♥♦ï❞❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ▲❡s
❝❛té❣♦r✐❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦♥♦ï❞❡s ✿ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❡st ✉♥ ✓♠♦♥♦ï❞❡
t②♣é✔✳
✕ ❚♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é (E,≤) ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡✳ ▲❡s
♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ E✱ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ x à y ❡st ❧❡ s✐♥❣❧❡t♦♥
{→} s✐ x ≤ y✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ s✐♥♦♥✳ ▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
♦r❞r❡s ♣❛rt✐❡❧s✳
▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ✓❝♦♥❝rèt❡s✔ ❛❜♦♥❞❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✿ ✐❧ s✉✣t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❧❛ ♣rés❡r✈❛♥t✳ ❊♥ ✈♦✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✿
✕ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Ens ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s ❀
✕ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡t ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❀
✕ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❡t ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❀
✕ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❀
✶✳✶✳ ❈❆❚➱●❖❘■❊❙ ✷✶
✕ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡ ❀
✕ ✳ ✳ ✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✷ ✭❙♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡✮✳ ❙♦✐❡♥t C ❡t D ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ C ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲
❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ D s✐ ✿
✕ C0 ⊆ D0 ❀
✕ P♦✉r t♦✉s A,B ∈ C0✱ C(A,B) ⊆ D(A,B) ❀
✕ ▲❡s ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ✐❞❡♥t✐tés ✿ ♣♦✉r t♦✉t A ∈ C0✱ idCA = id
D
A ❀
✕ ▲❡s ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✿ ♣♦✉r t♦✉s f : A→ B✱ g : B → C ❞❛♥s C✱
f ;C g = f ;D g✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✸ ✭▼♦♥♦✱ é♣✐✮✳ ❙♦✐t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡✳ ❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ f : A → B ❡st ✉♥
♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠❡ s✬✐❧ ❡st s✐♠♣❧✐✜❛❜❧❡ à ❞r♦✐t❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t C ❡t ♠♦r♣❤✐s♠❡s
g1, g2 : C → A✱ s✐ g1; f = g2; f ❛❧♦rs g1 = g2✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ f ❡st ✉♥ é♣✐♠♦r♣❤✐s♠❡ s✬✐❧ ❡st
s✐♠♣❧✐✜❛❜❧❡ à ❣❛✉❝❤❡✳
▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t ❞✬é♣✐♠♦r♣❤✐s♠❡ s♦♥t ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❡♥s❡♠✲
❜❧✐st❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❥❡❝t✐✈❡s ♦✉ s✉r❥❡❝t✐✈❡✳ ❊t ❡♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠❡s
❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♥❥❡❝t✐✈❡s ❡t q✉❡ ❧❡s é♣✐♠♦r♣❤✐s♠❡s ❡♥ s♦♥t
❜✐❡♥ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r❥❡❝t✐✈❡s✳ ❈❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝❛♣t✉r❡♥t ❜✐❡♥ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❜str❛✐t❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❛ss✉ré❡s ♣❛r ❧❛ s✉r❥❡❝t✐✈✐té ♦✉ ❧✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ à ❧❛ ❢♦✐s ♠♦♥♦ ❡t ❡♣✐ ✿ ♦♥ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✹✳ ❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ f : A → B ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ f−1 : B → A
t❡❧ q✉❡ f ; f−1 = idA ❡t f−1; f = idB✳
❉✐❛❣r❛♠♠❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✳ ❊♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✱ ♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ s♦✉✈❡♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❡♥tr❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s ♣❛r ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✳ ❯♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✉♥❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✜♥✐ ♦r✐❡♥té✱ ❡t s❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té éq✉✐✈❛✉t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ t♦✉s s❡s ❝❤❡♠✐♥s
♣❛r❛❧❧è❧❡s ✭✐✳❡✳ ♣❛rt❛♥t ❡t ❛rr✐✈❛♥t ❛✉ ♠ê♠❡ ♣♦✐♥t✮ s♦♥t é❣❛✉①✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡
❝♦♠♠✉t❛t✐❢ s✉✐✈❛♥t
A
f //
g

B
h

C
k
// D
❡①♣r✐♠❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s s✉✐✈❛♥t❡ ✿
f ;h = g; k
❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❉♦♥♥♦♥s ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s s✉r ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✺ ✭❈❛té❣♦r✐❡ ♦♣♣♦sé❡✮✳ ❙♦✐t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡✳ ❙❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ♦♣♣♦sé❡✱ ♥♦té❡ Cop✱
❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❙❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ C ❀
✕ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s Cop(A,B) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r C(B,A)✳
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ✐❞❡♥t✐tés ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t✳
✷✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❚❍➱❖❘■❊ ❉❊❙ ❈❆❚➱●❖❘■❊❙
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✻ ✭❈❛té❣♦r✐❡ ♣r♦❞✉✐t✮✳ ❙♦✐❡♥t C ❡t D ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ♣r♦❞✉✐t
C × D ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
✕ ❙❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (A,B) ♦ù A ∈ C0 ❡t B ∈ D0 ❀
✕ ❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ (A,B) ✈❡rs (C,D) ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (f, g) ♦ù f : A → C ✭❞❛♥s C✮ ❡t
g : B → D ✭❞❛♥s D✮✳
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ✐❞❡♥t✐tés ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t✳
✶✳✶✳✷ ❋♦♥❝t❡✉rs✱ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s
❋♦♥❝t❡✉rs✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡ s❧♦❣❛♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❡st ❞❡ ♣♦✉ss❡r ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♣❧❛♥ ❧❡s
♦❜❥❡ts ❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♣❧❛♥ ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❡♥tr❡ ♦❜❥❡ts✱ ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❝❡ s❧♦❣❛♥ ❛✉①
❝❛té❣♦r✐❡s ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s ❡t ❞♦♥♥♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❡♥tr❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ✿ ✐❧
s✬❛❣✐t ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✼ ✭❋♦♥❝t❡✉r✮✳ ❙♦✐❡♥t C ❡t D ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s✳ P❛r ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♦♥ ✈❛
♥♦t❡r ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ❧❡s ✐❞❡♥t✐tés ❡t ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉r C ❡t s✉r D✳ ❯♥ ❢♦♥❝t❡✉r F : C → D
❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ F0 : C0 → D0 ❀
✕ P♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡ts A,B ∈ C0✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ FA,B : C(A,B)→ D(F0(A), F0(B))✳
❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞❡ ♥♦t❡r F t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ F ✳ ❈❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t
❛❧♦rs ♣rés❡r✈❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
✕ P♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t A✱ F (idCA) = id
D
F (A) ❀
✕ P♦✉r t♦✉s ♠♦r♣❤✐s♠❡s f : A→ B ❡t g : B → C✱ F (f ;C g) = F (f);D F (g)✳
❊①❡♠♣❧❡✳ ❙✐ K ❡st ✉♥ ❝♦r♣s✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Vect ❞❡s K✲❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❡t
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❡t ♣r❡♥♦♥s F0 : Ens0 → Vect0 q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ E ❧❡ K✲
❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ F0(E) ❧✐❜r❡♠❡♥t ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r E✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F0 s✬ét❡♥❞ ❛❧♦rs ❡♥ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r
F : Ens → Vect q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : A → B ❧✬✉♥✐q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
F0(A)→ F0(B) ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r f ✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✽ ✭Cat✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Cat ❞❡s ♣❡t✐t❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✱ ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts
s♦♥t ❧❡s ♣❡t✐t❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❡t ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❊♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❢ré✲
q✉❡♠♠❡♥t ❞❡s t②♣❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❞❛♥s ❧❛ P❛rt✐❡ ■■ ❝♦♠♠❡♥t t♦✉t t②♣❡ à
✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞é✜♥✐t ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r✳
❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ♠ê♠❡ s❧♦❣❛♥ s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❡✉①✲
♠ê♠❡s ❡t tâ❝❤❡r ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❡♥tr❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡s
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✾ ✭❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✮✳ ❙♦✐❡♥t F,G : C → D ❞❡✉① ❢♦♥❝t❡✉rs✳ ❯♥❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ η ❞❡ F ❞❛♥s G✱ ♥♦té❡ η : F
•
→ G✱ ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s
(ηA)A∈C0 : F (A)→ G(A) t❡❧❧❡ ♣♦✉r t♦✉t f : A→ B ❞❛♥s C✱ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❝♦♠♠✉t❡ ✿
F (A)
ηA //
F (f)

G(A)
G(f)

F (B) ηB
// G(B)
✶✳✷✳ ❙❚❘❯❈❚❯❘❊ ❈❆❚➱●❖❘■◗❯❊ ❉❯ ❈❆▲❈❯▲ ✷✸
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❙✐ ♦♥ ✈♦✐t ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✱
♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡ ♣♦❧②♠♦r♣❤❡ ❡♥ ❝❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❬❇❋❙❙✾✵❪✳
❆❞❥♦♥❝t✐♦♥s✳ ❯♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛♣♣♦rts ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡st ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❡①✲
♣r✐♠❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛❞❥♦♥❝t✐♦♥ ✿ ❝✬❡st ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❝❛té❣♦r✐q✉❡ q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡
❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❛♥s ❧❡s ♦r❞r❡s ♣❛rt✐❡❧s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✵✳ ❙♦✐❡♥t F : C → D ❡t G : D → C ❞❡✉① ❢♦♥❝t❡✉rs✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ F ❡st
❛❞❥♦✐♥t à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ G ✭r❡s♣✳ G ❡st ❛❞❥♦✐♥t à ❞r♦✐t❡ ❞❡ F ✮✱ ♥♦té F ⊣ G✱ s✐ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡
❜✐❥❡❝t✐♦♥s ✿
D(F (A), B) ∼= C(A,G(B))
♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ A ❡t ❡♥ B✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♥❛t✉r❡❧ φ : D(F (−),−)
•
→
C(−, G(−))✳
✶✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡ ❝❛té❣♦r✐q✉❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ✐♥t❡r♣rét❡r ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡
✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ✭♦✉ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✮✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦♥ ❞♦♥✲
♥❡r❛ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❛①✐♦♠❛t✐q✉❡✱ ♣❛r ♣r♦♣r✐été ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✮✱ ♣✉✐s ♦♥
❡♥ ❞♦♥♥❡r❛ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❬▲❙✽✽❪✳
✶✳✷✳✶ ❙tr✉❝t✉r❡ ❜✐❝❛rtés✐❡♥♥❡
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❡st ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❜✐❝❛rtés✐❡♥♥❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡
♣r♦❞✉✐t ❡t ❧❛ s♦♠♠❡✳
❙tr✉❝t✉r❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡✳ ■♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts✱ ❡t ❧✬♦❜❥❡t t❡r♠✐♥❛❧✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶ ✭Pr♦❞✉✐ts✮✳ ❙♦✐t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❡t s♦✐❡♥t A,B ∈ C0✳ ❯♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ A ❡t
B ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t A × B ∈ C0 ♠✉♥✐ ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s π1 : A × B → A ❡t π2 : A × B → B
❡t ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ P♦✉r t♦✉t f : C → A✱ ♣♦✉r t♦✉t g : C → B✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ 〈f, g〉 : C → A×B ❢❛✐s❛♥t ❝♦♠♠✉t❡r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
C
f
		
g

〈f,g〉

A×B
π1
{{xx
xx
xx
xx
x
π2
##G
GG
GG
GG
GG
A B
❉♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ à ❧❛ s❛✈❡✉r ♣❧✉s ✓s②♥t❛①✐q✉❡✔ ✿ s✉♣✲
♣♦s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❞❡✉① ♦❜❥❡ts A ❡t B✱ ♦♥ ❛✐t ✉♥ ♦❜❥❡t A×B ♠✉♥✐ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s π1 : A×B → A
✷✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❚❍➱❖❘■❊ ❉❊❙ ❈❆❚➱●❖❘■❊❙
❡t π2 : A × B → B✱ ❡t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛♥t à t♦✉s ♠♦r♣❤✐s♠❡s f : C → A ❡t g : C → B
✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ 〈f, g〉 : C → A×B✱ ❧❡ t♦✉t ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
〈f, g〉;π1 = f
〈f, g〉;π2 = g
〈π1;π2〉 = id
h; 〈f, g〉 = 〈h; f, h; g〉
❆❧♦rs ✐❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❞♦♥♥❡♥t à A×B ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐t✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷ ✭❖❜❥❡t t❡r♠✐♥❛❧✮✳ ❙✐ C ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ ✉♥ ♦❜❥❡t 1 ∈ C0 ❡st t❡r♠✐♥❛❧ s✐
♣♦✉r t♦✉t A ∈ C0 ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ !A : A → 1✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ s✐ C ❛ ✉♥ ♦❜❥❡t
t❡r♠✐♥❛❧ 1✱ ❛❧♦rs ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ✉♥✐q✉❡ à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸ ✭❈❛té❣♦r✐❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡✮✳ ❯♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ C ❡st ❝❛rtés✐❡♥♥❡ s✐ ❡❧❧❡ ❛❞♠❡t ✉♥
♦❜❥❡t t❡r♠✐♥❛❧ 1 ❡t q✉❡ t♦✉s ♦❜❥❡ts A ❡t B ♦♥t ✉♥ ♣r♦❞✉✐t A×B ❞❛♥s C✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❯♥❡ r❡♠❛rq✉❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡st q✉❡ ❞❛♥s t♦✉t❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ C✱ × ❞❡✈✐❡♥t
✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r C × C → C✳ ❙♦♥ ✐♠❛❣❡ s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t✱ ❡t f × g = 〈π1; f, π2; g〉 ✿ ✉♥❡
✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡❧❛ ❞é✜♥✐t ❜✐❡♥ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r✳
❙tr✉❝t✉r❡ ❜✐❝❛rtés✐❡♥♥❡✳ ❯♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❜✐❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ éq✉✐♣é❡
❞❡ s♦♠♠❡s ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✹ ✭❈♦♣r♦❞✉✐ts✮✳ ❙♦✐t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❡t s♦✐❡♥t A,B ∈ C0✳ ❯♥ ❝♦♣r♦❞✉✐t ❞❡ A
❡t B ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t A+ B ∈ C0 ♠✉♥✐ ❞❡ ❞❡✉① ✐♥❥❡❝t✐♦♥s in1 : A → A+ B ❡t in2 : B → A+ B
❡t ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ P♦✉r t♦✉s f : A→ C ❡t g : B → C✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ [f |g] : A+B → C ❢❛✐s❛♥t ❝♦♠♠✉t❡r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
A
f

in1
##F
FF
FF
FF
FF B
in2
{{ww
ww
ww
ww
w
g

A+B
[f |g]

C
❙✐ ♦♥ r❡❧â❝❤❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✉♥✐❝✐té ❞❡ [f |g]✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♣r♦❞✉✐t ❢❛✐❜❧❡✳ ❉❛♥s
❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ♦❝❝❛s✐♦♥❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❝♦♣r♦❞✉✐t str✐❝t ♣♦✉r ✐♥s✐st❡r s✉r
❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♥♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞✬✉♥ ❝♦♣r♦❞✉✐t✳
❉♦♥♥♦♥s ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ❝♦♣r♦❞✉✐t✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬♦♥
❛✐t ❞❡✉① ♦❜❥❡ts A,B✱ ✉♥ ♦❜❥❡t A + B✱ ❞❡✉① ✐♥❥❡❝t✐♦♥s in1 ❡t in2 ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ à t♦✉s
f : A → C ❡t g : B → C ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ [f |g] : A + B → C✱ ❧❡ t♦✉t ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
in1; [f |g] = f
in2; [f |g] = g
[in1|in2] = idA+B
[f |g];h = [f ;h|g;h]
✶✳✷✳ ❙❚❘❯❈❚❯❘❊ ❈❆❚➱●❖❘■◗❯❊ ❉❯ ❈❆▲❈❯▲ ✷✺
❆❧♦rs ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❞♦♥♥❡♥t à A+B ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♣r♦❞✉✐t✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✺ ✭❖❜❥❡t ✐♥✐t✐❛❧✮✳ ❙✐ C ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ ✉♥ ♦❜❥❡t 0 ∈ C0 ❡st ✐♥✐t✐❛❧ s✐ ♣♦✉r
t♦✉t A ∈ C0 ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ➼A : 0 → A✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ 0 ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ s✐
♦♥ ♦✉❜❧✐❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✉♥✐❝✐té✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ 0 ✈❡rs
A✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✻ ✭❈❛té❣♦r✐❡ ❜✐❝❛rtés✐❡♥♥❡✮✳ ❯♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ C ❡st ❜✐❝❛rtés✐❡♥♥❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❝❛r✲
tés✐❡♥♥❡✱ q✉❡ t♦✉s ♦❜❥❡ts A,B ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥ ❝♦♣r♦❞✉✐t A+B ❡t q✉✬❡❧❧❡ ❛ ✉♥ ♦❜❥❡t ✐♥✐t✐❛❧✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t✱ + ❡st ❛❧♦rs ❧✉✐ ❛✉ss✐ éq✉✐♣é ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉r
+ : C × C → C✳ ❙♦♥ ✐♠❛❣❡ s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❡st ❧❡✉r ❝♦♣r♦❞✉✐t✱ ❡t f + g = [in1; g|in2; g]✳
✶✳✷✳✷ ❈❛té❣♦r✐❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ❢❡r♠é❡s
P♦✉r ✐♥t❡r♣rét❡r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r
✐♥t❡r♥❛❧✐s❡r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✈♦✐r ✉♥ ♦❜❥❡t A ⇒ B r❡♣rés❡♥t❛♥t✱ ❡♥ ✉♥
❝❡rt❛✐♥ s❡♥s✱ ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s A→ B✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✼ ✭❈❈❈✮✳ ❙♦✐t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡✳ C ❡st ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡ s✐ ❧❡
❢♦♥❝t❡✉r A×− : C → C ❛ ✉♥ ❛❞❥♦✐♥t à ❞r♦✐t❡ A⇒ − : C → C✳
❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ✈❛ ❡♥ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛❞✲
❥♦♥❝t✐♦♥ s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬♦♥ ❛ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥s✱ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ A ❡t ❡♥ B ✿
A×B → C ∼= B → (A⇒ C)
◆♦t♦♥s Λ ❝❡t ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ❡t ❞é✜♥✐ss♦♥s evA,B : A × (A ⇒ B) → B ♣❛r ev = Λ−1(id)✳
▲❡ ❢❛✐t q✉❡ C s♦✐t ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡ ❡st ❛❧♦rs éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿
〈π1, π2; Λ(f)〉; ev = f ✭✶✳✶✮
Λ(〈π1, π2; g〉; ev) = g ✭✶✳✷✮
▲❡♠♠❡ ✶✳✷✳✶✳ ❙✐ C ❡st ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡s✳
〈g,Λ(f)〉; ev = 〈g, id〉; f ✭✶✳✸✮
g; Λ(f) = Λ(〈π1, π2; g〉; f) ✭✶✳✹✮
Λ(ev) = id ✭✶✳✺✮
■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s s♦♠♠❡s✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡
❞❡s s♦♠♠❡s✱ ❡t ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r♦✈♦q✉❡♥t ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s
✐♥t❡r❡ss❛♥ts✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳ ❙✐ C ❡st ❜✐❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡✱ ❛❧♦rs × ❞✐str✐❜✉❡ s✉r +✳ P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱
♦♥ ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♥❛t✉r❡❧ ✿
γΓ,A,B : Γ× (A+B)→ Γ×A+ Γ×B
✷✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❚❍➱❖❘■❊ ❉❊❙ ❈❆❚➱●❖❘■❊❙
■❞é❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ❆✈❡❝ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞♦♥♥é❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ γΓ,A,B ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿
γΓ,A,B = Λ
−1([Λ(in1)|Λ(in2)])
❙♦♥ ✐♥✈❡rs❡ γ−1Γ,A,B ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ s❛♥s r❡❝♦✉rs à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❢❡r♠é❡✱ ♣❛r ✿
γ−1Γ,A,B = 〈[π1|π1], [π2; in1|π2; in2]〉
❈❡tt❡ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈✐té ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❝❛r ❝✬❡st ❡❧❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡✲
♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡❧❧❡ ❡st ❝r✉❝✐❛❧❡ ♣♦✉r r❛✐s♦♥♥❡r ♣❛r ❝❛s s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬✉♥
t❡r♠❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ✭✐✳❡✳ ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s Γ✮✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣r♦♣r✐été✳
▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❜✐❝❛rtés✐❡♥♥❡s ❢❡r♠é❡s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞é❝♦♥❝❡r✲
t❛♥t❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❧❡s r❡♥❞❛♥t ♣❡✉ ❛♣♣r♦♣r✐é❡s ♣♦✉r s❡r✈✐r ❞❡ ❜❛s❡ à ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❥❡✉① ✭♦✉tr❡
❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❥❡✉① éq✉✐♣é❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts ❡t ❞❡
❝♦♣r♦❞✉✐ts✱ ✈♦✐r ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✻✮✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❜✐❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡✱ ✐❧ ② ❛ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡
A→ 0✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ Pr❡✉✈❡ ❞❛♥s ❬▲❙✽✽❪ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✸✮✳
❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ r❡♥❞ ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❜✐❝❛rtés✐❡♥♥❡s ❢❡r♠é❡s ✐♥❛♣♣r♦♣r✐é❡s ♣♦✉r s❡r✈✐r ❞❡
❜❛s❡ à ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❥❡✉①✱ ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡s é❝r❛s❡♥t tr♦♣ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✐♥t❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❡t ❡♥ ❛♥t✐❝✐♣❛♥t q✉❡❧q✉❡ ♣❡✉ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❥❡✉①✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛rè♥❡ A
♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs str❛té❣✐❡s t♦t❛❧❡s σ : A⇒ 0 ✿ ✐❧ s✉✣t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡
A = 0×0✳ ❖♣♣♦s❛♥t ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❞❡✉① ✓♣r❡✉✈❡s✔ ❞❡ 0✱ ❡t ❏♦✉❡✉r ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ❞✬✐♥t❡rr♦❣❡r ❧✬✉♥❡
♦✉ ❧✬❛✉tr❡✳
✶✳✷✳✸ ❈♦♣r♦❞✉✐ts ❢❛✐❜❧❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧s
■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❡ ♣❧✉s s♦✉♣❧❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♣r♦❞✉✐ts✱ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ t♦✉t
❛✉t❛♥t ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s s♦♠♠❡s ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♠❛✐s q✉✐ s❛t✐s❢❛ss❡ ♠♦✐♥s
❞✬éq✉❛t✐♦♥s✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ✐❧ s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ❝r✉❝✐❛❧ q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛✛❛✐❜❧✐❡ ❞❡ s♦♠♠❡ ❞♦♥♥❡
❧✐❡✉ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r + : C × C → C✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s tr♦✉✈é ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ♣ré❝✐s❡ ❞❡s s♦♠♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ✐❝✐✱
♠❛✐s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥ts ❞❡s ❝♦♣r♦❞✉✐ts ♦♥t été ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✿ ❝✐t♦♥s
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s s♦♠♠❡s str✐❝t❡s ❬▼❝❈✾✻❪✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✽✳ ❯♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ C ❛ ❧❡s ❝♦♣r♦❞✉✐ts ❢❛✐❜❧❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧s s✐ ❡❧❧❡ ❡st éq✉✐♣é❡ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ P♦✉r t♦✉s ♦❜❥❡ts A ❡t B✱ ✉♥ ♦❜❥❡t A + B ❡t ❞❡✉① ♠♦r♣❤✐s♠❡s in1 : A → A + B ❡t
in2 : B → A+B ❀
✕ P♦✉r t♦✉s ♠♦r♣❤✐s♠❡s f : A→ C ❡t g : B → C✱ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ [f |g] : A+B → C ❀
✕ ❯♥ ♦❜❥❡t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ 0 ❡t ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t A✱ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ➼A : 0→ A✳
❈❡s ❞♦♥♥é❡s ❞♦✐✈❡♥t ✈ér✐✜❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
in1; [f |g] = f
in2; [f |g] = g
[in1|in2] = id
[f ; in1|g; in2]; [f
′|g′] = [f ; f ′|g; g′]
✶✳✸✳ P❘➱▲■▼■◆❆■❘❊❙ ❙P➱❈■❋■◗❯❊❙ ✷✼
❈❡s éq✉❛t✐♦♥s ♥❡ s✉✣s❡♥t ♣❛s à ❛ss✉r❡r q✉✬♦♥ ❛ ✉♥ ❝♦♣r♦❞✉✐t✱ ❝✬❡st ❞♦♥❝ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥
❝♦♣r♦❞✉✐t ❢❛✐❜❧❡✳ ▲❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♦♥ ♥✬✉t✐❧✐s❡r❛ q✉❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♣r♦❞✉✐ts ❢❛✐❜❧❡s✱
♠❛✐s ❧❡s rés✉❧t❛ts s❡r♦♥t é✈✐❞❡♠♠❡♥t t♦✉❥♦✉rs ✈❛❧✐❞❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ✈ér✐t❛❜❧❡ ❝♦♣r♦❞✉✐t✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✹✳ ❙✐ C ❛ ❧❡s ❝♦♣r♦❞✉✐ts ❢❛✐❜❧❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧s✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r
+ : C × C → C✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❛❧❝✉❧s ❞✐r❡❝ts✳
❉✐str✐❜✉t✐✈✐té✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦♣r♦❞✉✐ts✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❢❡r♠é❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈✐té ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s✉r ❧❛ s♦♠♠❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉❡
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞♦♥♥❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✿
γΓ,A,B : Γ× (A+B)→ Γ×A+ Γ×B
✶✳✸ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s♣é❝✐✜q✉❡s
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ✈❛ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ q✉❡❧q✉❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s♣é❝✐✜q✉❡s q✉✐ s❡r✈✐✲
r♦♥t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ µLJ ✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ✈❛ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s
♥♦t✐♦♥s ❞✬❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ❞❡ ❝♦❛❧❣è❜r❡ t❡r♠✐♥❛❧❡ ❞✬✉♥ ❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉r✱ str✉❝t✉r❡s ❝❛té❣♦r✐q✉❡s
❧❛r❣❡♠❡♥t ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ♣♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦✐♥❞✉❝t✐♦♥
❬❏❘✾✼❪✳ ▲✬❛✉tr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡r❛ q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ r❡❧è✈❡♠❡♥ts ❞❡ ❢♦♥❝✲
t❡✉rs ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞✐str✐❜✉t✐✈❡s✳
✶✳✸✳✶ ❆❧❣è❜r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❝♦❛❧❣è❜r❡s ✜♥❛❧❡s
❯s✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❡st r❛tt❛❝❤é❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ♠♦♥❛❞❡❬▼♦❣✾✶❪✳ ■❝✐✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡
✈❛r✐❛♥t❡ ♣❧✉s r❡❧â❝❤é❡✱ ♦✉ ♦♥ ♣❛r❧❡ ♥♦♥ ♣❛s ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞✬✉♥❡ ♠♦♥❛❞❡ ♠❛✐s ❞✬✉♥ ❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉r
T : C → C ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳ ❙♦✐t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ ❡t T : C → C ✉♥ ❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉r✳ ❯♥❡ T ✲❛❧❣è❜r❡ ❡st ✉♥❡
♣❛✐r❡ (A, f) ❛✈❡❝ A ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ C ❡t f : T (A)→ A✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ✉♥❡ T ✲❝♦❛❧❣è❜r❡ ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡
(A, f) ❛✈❡❝ f : A→ T (A)✳
❆✈❛♥t t♦✉t❡ ❝❤♦s❡✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f : T (A) → A ❞✬✉♥❡ T ✲❛❧❣è❜r❡ ❞♦♥♥❡ à A ❧❡
st❛t✉t ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ T ✳ ❈❡tt❡ ✈✐s✐♦♥ ❞❡ A ❝♦♠♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❡✉t ❛✐❞❡r à ❞♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s
✐♥t✉✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ♣♦✉rr❛ tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❬❏❘✾✼❪ ✉♥❡
très ❜♦♥♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❞❡s r❛♣♣♦rts ❡♥tr❡ ❛❧❣è❜r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❡t ❝♦❛❧✲
❣è❜r❡s t❡r♠✐♥❛❧❡s ❡t ❝♦✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s str✉❝t✉r❡s
❝❛té❣♦r✐q✉❡s✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❡♥tr❡ ❝❡s str✉❝t✉r❡s✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
♠♦r♣❤✐s♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s T ✲❛❧❣è❜r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t T ✲❝♦❛❧❣è❜r❡s t❡r♠✐♥❛❧❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳ ❙♦✐t T : C → C ✉♥ ❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉r s✉r C✳ ❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s γ :
(A1, f1)→ (A2, f2) ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ γ : A1 → A2 t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❝❛rré s✉✐✈❛♥t ❝♦♠♠✉t❡ ✿
T (A1)
T (γ) //
f1

T (A2)
f2

A1 γ
// A2
✷✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❚❍➱❖❘■❊ ❉❊❙ ❈❆❚➱●❖❘■❊❙
❉❡ ♠ê♠❡✱ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝♦❛❧❣è❜r❡s γ : (A1, f1)→ (A2, f2) ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ γ : A1 → A2
t❡❧ q✉❡
A1
γ //
f1

A2
f2

T (A1)
T (γ)
// T (A2)
❝♦♠♠✉t❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♠♣♦s❡r ❝❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❝♦♠♠✉✲
t❛t✐❢s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡✱ s✐ T ❡st ✉♥ ❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉r✱ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ T
❡t ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✬❛❧❣è❜r❡s✱ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❝♦❛❧❣è❜r❡s ❞❡ T ❡t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❝♦❛❧❣è❜r❡s✳ ❯♥❡
❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ T ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ♦❜❥❡t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s T ✲❛❧❣è❜r❡s✱ ❡t ✉♥❡ ❝♦❛❧❣è❜r❡
t❡r♠✐♥❛❧❡ ❞❡ T ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t t❡r♠✐♥❛❧ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s T ✲❝♦❛❧❣è❜r❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡
❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡s ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❝♦❛❧❣è❜r❡s t❡r♠✐♥❛❧❡s s♦♥t ✉♥✐q✉❡s à
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✳
❊①❡♠♣❧❡s✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❛❧❣è❜r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❝♦❛❧❣è❜r❡s t❡r♠✐♥❛❧❡s ✿
✕ ❉❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Ens ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉r T (X) =
1 +X✱ ♦ù 1 r❡♣rés❡♥t❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ s✐♥❣❧❡t♦♥✳ ❆❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ N ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧
♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ f : 1 + N → N ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ T ✳
✕ ❉❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Ens✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉r T (X) = N×(1+X×X)✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s
❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ A ❞❡s ❛r❜r❡s ❜✐♥❛✐r❡s ✜♥✐s ♦✉ ✐♥✜♥✐s✱ ❞♦♥t ❧❡s ♥÷✉❞s s♦♥t ét✐q✉❡tés ♣❛r
❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ f : A → N × (1 + A × A)✳ ❆❧♦rs✱
(A, f) ❡st ✉♥❡ ❝♦❛❧❣è❜r❡ t❡r♠✐♥❛❧❡ à ❧✬❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉r T ✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❉❛♥s t♦✉s ❝❡s ❡①❡♠♣❧❡s✱ ♦♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡
♦✉ ❧❛ ❝♦❛❧❣è❜r❡ t❡r♠✐♥❛❧❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❈✬❡st ❡♥ ❢❛✐t ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❝♦♠♠❡
❡♥ té♠♦✐❣♥❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳ ❙♦✐t T ✉♥ ❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉r ❡t (A, f) ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ T ✳ ❆❧♦rs f ❡st
✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❉✉❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ (A, f) ❡st ✉♥❡ ❝♦❛❧❣è❜r❡ t❡r♠✐♥❛❧❡✱ f ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❱♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬▲❛♠✻✽❪✳
P♦✐♥ts ✜①❡s ♣❛r❛♠étrés✳ ❙✐ T ❡st ✉♥ ❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉r ❞✐s♣♦s❛♥t ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ❞✬✉♥❡
❝♦❛❧❣è❜r❡ t❡r♠✐♥❛❧❡✱ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s ❡t ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s à ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
X = T (X)
❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ♦♥ ✈❡✉t ♣♦✉✈♦✐r rés♦✉❞r❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡
X = S(Y,X)
Y = T (X,Y )
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞é✜♥✐r ✭❞❛♥s Ens✮ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬❛r✐té
q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❧✐st❡s ❞✬❛r❜r❡s ❞✬❛r✐té q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ s♦❧✉t✐♦♥
✶✳✸✳ P❘➱▲■▼■◆❆■❘❊❙ ❙P➱❈■❋■◗❯❊❙ ✷✾
(X,Y ) ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
X = 1 + Y
Y = 1 +X × Y
❊♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✱ ❧❡s t②♣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts s♦♥t ❛♣♣❡❧és t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s✴❝♦✐♥❞✉❝t✐❢s ❡♥tr❡❧❛✲
❝és ❬▼❛t✾✽❪✱ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s q✉✐ ❛♣♣❛r❛îtr♦♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s
♦✉t✐❧s ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❡s tr❛✐t❡r ✿ ❝✬❡st ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❝♦❛❧❣è❜r❡s t❡r♠✐✲
♥❛❧❡s ♣❛r❛♠étré❡s✳ ❙✐ T (X,Y ) ❡st ✉♥ ❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉r✱ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣❛r❛♠étré❡ ❞❡ T s❡r❛
✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r Tµ(Y ) s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t A✱ Tµ(A) s❡r❛ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡
✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ T (−, A)✳ ❉❡ t❡❧s ❢♦♥❝t❡✉rs ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s à ❞❡✉①
✐♥❝♦♥♥✉❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ✿
Y = T (Sµ(Y ), Y )
❈✬❡st ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❇❡❦✐↔ ✭✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❡t ❛❧❣è❜r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s
♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❬▲❙✽✶❪✮✱ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ♠❡ttr❡ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♣✐✈♦t ❞❡ ●❛✉ss
❬❆◆✵✶✱ ❙P✵✵❪ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s
♣❛r❛♠étré❡s ❡t ❝♦❛❧❣è❜r❡s t❡r♠✐♥❛❧❡s ♣❛r❛♠étré❡s ❡st ❛ss✉ré❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳ ❙♦✐t F : C × D → C t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t A ❞❡ D ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡
✐♥✐t✐❛❧❡ (Fµ(A), χA) ❛✉ ❢♦♥❝t❡✉r F (−, A)✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝✲
t✐♦♥ ❞❡s Fµ(A) ❡♥ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ χA : F (Fµ(A), A)→ Fµ(A) s♦✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
♥❛t✉r❡❧✳ ▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r Fµ : D → C ❡st ❛❧♦rs ❛♣♣❡❧é ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣❛r❛♠étré❡ ❞❡ F ✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t A ❞❡ D ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦❛❧❣è❜r❡ t❡r♠✐♥❛❧❡ (F ν(A), χA) ❛✉
❢♦♥❝t❡✉r F (−, A)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ét❡♥❞r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡ F ν(−) ❡♥ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r✱ ❢❛✐s❛♥t ❞❡ χA
✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♥❛t✉r❡❧✳ F ν st ❛❧♦rs ❛♣♣❡❧é ✉♥❡ ❝♦❛❧❣è❜r❡ t❡r♠✐♥❛❧❡ ♣❛r❛♠étré❡ ❞❡ F ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ f : A→ A′✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t Fµ(f) ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧✬✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ F (−, A)✲
❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ (Fµ(A), χA) ✈❡rs ❧✬❛❧❣è❜r❡ (Fµ(A′), F (Fµ(A′), f);χA′)✳ ▲❛ ❢♦♥❝t♦✲
r✐❛❧✐té ❞❡ Fµ ❡st é✈✐❞❡♥t❡ ♣❛r ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐té ❞❡ (Fµ(A), χA)✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t A✱ χA ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳ ▲❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ χA ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Fµ(f)✳
▲❡ ❝❛s ❞❡ F ν ❡st ❞✉❛❧✳
✶✳✸✳✷ ❈❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ❝♦✲❑❧❡✐s❧✐ ❡t r❡❧è✈❡♠❡♥ts
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡r❛ ✐❝✐ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❝♦♠♦♥❛❞❡ s✉r ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛tt❡♥❛♥t❡ ❞❡
❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❝♦✲❑❧❡✐s❧✐✳ ❖♥ ✈❡rr❛ ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉r s✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❝♦✲❑❧❡✐s❧✐✳
❈♦♠♦♥❛❞❡s ❡t ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ❝♦✲❑❧❡✐s❧✐✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✸✳ ❙♦✐t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡✳ ❯♥❡ ❝♦♠♦♥❛❞❡ s✉r C ❡st ✉♥ tr✐♣❧❡t (T, δ, ǫ)✱ ♦ù T :
C → C ❡st ✉♥ ❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉r s✉r T ✱ δ : T
•
→ TT ❡t ǫ : T
•
→ Id s♦♥t ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
♥❛t✉r❡❧❧❡s ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥ts✱ ♣♦✉r t♦✉t A ∈ C0✳
T (A)
δA //
δA

T 2(A)
T (δA)

T 2(A)
δT (A)
// T 3(A)
T (A)
δA //
δA
 H
HH
HH
HH
HH
T 2(A)
T (ǫA)

T 2(A) ǫT (A)
// T (A)
✸✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❚❍➱❖❘■❊ ❉❊❙ ❈❆❚➱●❖❘■❊❙
▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ❝♦♠♦♥❛❞❡s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥t❡r❡ss❡r❛ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❡st ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❝♦✲❑❧❡✐s❧✐ ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✹✳ ❙♦✐t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❡t (T, δ, ǫ) ✉♥❡ ❝♦♠♦♥❛❞❡ s✉r C✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡
❞❡ ❝♦✲❑❧❡✐s❧✐ ❞❡ T ✱ ♥♦té❡ CT ✱ ♣❛r ✿
✕ ❙❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ C ❀
✕ ❙❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿
CT (A,B) = C(T (A), B)
✕ ❙✐ f : T (A)→ B ❡t g : T (B)→ C✱ ❧❡✉r ❝♦♠♣♦sé❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
T (A)
δA // T 2(A)
T (f) // T (B)
g // C
✕ ▲✬✐❞❡♥t✐té s✉r A ❡st ǫA : T (A)→ A✳
❉❡s ❝❛❧❝✉❧s ✐♠♠é❞✐❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡✳
❈♦♠♦♥❛❞❡ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❝♦♥t❡①t❡✳ ❙♦✐t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡✱ ❡t Γ ∈ C0✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s
❛❧♦rs ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
T (X) = Γ×X
δA = 〈π1, idΓ×A〉
ǫA = π2
❆❧♦rs ✐❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ (T, δ, ǫ) ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❝♦♠♦♥❛❞❡ s✉r C✳ ❙❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡
❝♦✲❑❧❡✐s❧✐✱ ♥♦té❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ CΓ✱ ❡st ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ✓t❡r♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ✔✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡✱ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞é❞✉✐t❡ ❞❡ C ❞♦♥t ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ✓à ✈❛r✐❛❜❧❡s
❧✐❜r❡s✔ ❞❛♥s Γ✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❬▲❙✽✽❪ ✭♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✮ ✉♥❡
❞é✜♥✐t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡ CΓ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ x : 1 → Γ✳ P✉✐sq✉❡ ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❝♦✲❑❧❡✐s❧✐ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ s❡r❛ ❞✬✉♥❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♥♦t❛❜❧❡ ♣♦✉r ♥♦✉s✱ ❞♦♥♥♦♥s✲❡♥ ❞♦r❡s ❡t ❞é❥à q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❝♦♥♥✉❡s✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✸ ✭Prés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡✮✳ ❙✐ C ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡
❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡ ❡t Γ ∈ (CΓ)0✱ ❛❧♦rs CΓ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❱♦✐r ❬▲❙✽✽❪✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✹ ✭Prés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s s♦♠♠❡s✮✳ ❙✐ C ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡✱ ♦♥
❛ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ❞❡ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s s♦♠♠❡s ✿
✶✳ ❙✐ C ❡st ❜✐❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡✱ CΓ ❧✬❡st ❛✉ss✐ ❀
✷✳ ❙✐ C ❛ ❞❡s ❝♦♣r♦❞✉✐ts ❢❛✐❜❧❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧s✱ ❛❧♦rs CΓ ❛✉ss✐✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ✭✶✮ ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❬▲❙✽✽❪ ✿ ♥♦t♦♥s q✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡
❢❛ç♦♥ ❝r✉❝✐❛❧❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐✈✐té γΓ,A,B✳ ▲❛ ♠ê♠❡ ♣r❡✉✈❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ t♦✉❥♦✉rs ♣♦✉r ✭✷✮ ❀ ✉♥❡ ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥s à ♠♦♥tr❡r ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳
✶✳✸✳ P❘➱▲■▼■◆❆■❘❊❙ ❙P➱❈■❋■◗❯❊❙ ✸✶
▲♦✐s ❞✐str✐❜✉t✐✈❡s✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❞✬✉♥ ❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉r S s✉r ✉♥
❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉r T ❡st ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ λ :
•
→ ST → TS✳ ❇❡❝❦ ❬❇❡❝✻✾❪ ❞é✜♥✐t ♦r✐❣✐✲
♥❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❧♦✐s ❞✐str✐❜✉t✐✈❡s ❡♥tr❡ ♠♦♥❛❞❡s✱ ❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
❛✉tr❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❬❈❍P✵✹❪✳ ■❝✐✱ ♦♥ ✈❛ s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉ ❝❛s ✭❢♦❧❦❧♦r✐q✉❡✮ ♦ù S ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♦♥❛❞❡ ❡t
T ❡st ✉♥ ❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉r q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❡t ♦♥ ✈❛ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈✐té ♣❡r♠❡t
❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ T s✉r CS ✳ ▼❛✐s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ q✉✬❡st✲❝❡ q✉✬✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❄
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✺ ✭❘❡❧è✈❡♠❡♥t✮✳ ❙♦✐t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ (S, δ, ǫ) ✉♥❡ ❝♦♠♦♥❛❞❡ s✉r C ❡t T ✉♥
❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉r ❞❡ C✳ ❯♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ T à CS ❡st ✉♥ ❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉r
TS : CS → CS
❞❡ CS t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t f : A→ B ❞❛♥s C✱
TS(ǫA; f) = ǫT (A);T (f)
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧✬❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉r T s✬ét❡♥❞ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❝♦✲❑❧❡✐s❧✐ s✉r S✱
❡t ❝❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ s♦♥ ❛❝t✐♦♥ s✉r C✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✉♥❡ ❞❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❞❡
❝❡tt❡ t❤ès❡ ✭❈❤❛♣✐tr❡ ✻✮ s❡r❛ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é ❞❡ t♦✉t❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡
❢♦♥❝t❡✉rs ✐♥t❡r♣rét❛♥t ❧❡s t②♣❡s✱ ❡t ✈ér✐✜❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐té✳
P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉r T s✉r CS ✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✻✳ ❯♥❡ ❧♦✐ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♦♥❛❞❡ S s✉r ✉♥ ❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉r T ❡st ✉♥❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✿
λ : ST
•
→ TS
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥ts✱ ♣♦✉r A ∈ C0✳
ST (A)
λA //
δT (A)

TS(A)
T (δA)

SST (A)
S(λA)
// STS(A)
λS(A)
// TSS(A)
ST (A)
λA //
ǫT (A) $$I
II
II
II
II
TS(A)
T (ǫA)zzuu
uu
uu
uu
u
T (A)
❊①❡♠♣❧❡✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❜✐❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡✶✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐✈✐té ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s✉r ❧❛
s♦♠♠❡
Γ× (A+A)→ Γ×A+ Γ×A
❡st ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♦♥❛❞❡ Γ×− s✉r ❧✬❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉r −+−✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✺✳ ❙♦✐t (S, δ, ǫ) ✉♥❡ ❝♦♠♦♥❛❞❡ s✉r ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ C ❡t T ✉♥ ❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉r s✉r
C✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞✐str✐❜✉t✐✈❡s λ : ST
•
→ TS ❞❡ S s✉r T ❡t ❧❡s
r❡❧è✈❡♠❡♥ts ❞❡ T s✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❝♦✲❑❧❡✐s❧✐ CS✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ f : SA → B ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❛♥s CS ✱ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ TS(f) ❡st ❞é✜♥✐
♣❛r ✿
ST (A)
λA // TS(A)
T (f) // T (B)
✶❖✉ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡ à ❝♦♣r♦❞✉✐ts ❢❛✐❜❧❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧s✳
✸✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❚❍➱❖❘■❊ ❉❊❙ ❈❆❚➱●❖❘■❊❙
■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ s✐ T ❛❞♠❡t ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t TS ❞❛♥s CS ✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✿
λA = TS(idS(A))
❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t ❛ss✉r❡ q✉❡ ❝✬❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♦♥❛❞❡ S s✉r ❧✬❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉r
T ✱ ❡t q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s s♦♥t ✐♥✈❡rs❡s ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳
❆✐♥s✐ ✐❧ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s r❡❧è✈❡♠❡♥ts ❞❡ T s✉r CS ❡t ❧❡s ❧♦✐s ❞✐str✐❜✉t✐✈❡s ❞❡ S
s✉r T ✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✷
❙é♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❏❡✉①
❙♦♠♠❛✐r❡
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❆✈❛♥t ❞❡ r❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡ ✈✐❢ ❞✉ s✉❥❡t✱ ♦♥ ✈❛ ❡ss❛②❡r ❞❡ r❡tr❛❝❡r ✉♥ ❜r❡❢ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡s
✐❞é❡s ❛②❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉é à ❛♠❡♥❡r à ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉① ✓♠♦❞❡r♥❡✔ ♣rés❡♥té❡ ✐❝✐✳ ❆✈❡rt✐ss♦♥s
t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r q✉❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉① ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡ très ♥♦♠❜r❡✉①
❛❝t❡✉rs ❡t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡s✱ ❛✉ss✐ ❝❡tt❡ ✈✐s✐♦♥ s❡r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣❛rt✐❛❧❡
❡t ✐♥❝♦♠♣❧èt❡✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r ♦r✐❣✐♥❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❡t ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ tr❛✈❛✉①
♣r♦♣♦sés ♣❛r ▲♦r❡♥③❡♥ ❬▲♦r✻✶❪ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✻✵✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛✐t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❛✉① ♣r❡✉✈❡s
❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♠♦✐♥s st❛t✐q✉❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
❞❡ ❑r✐♣❦❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✓✜♥✐t❛✐r❡✔ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡✱ ❡t ❞✬ét✉❞✐❡r
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈✐té✳ ▲❡ ❝❛❞r❡ ét❛✐t ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ❞❡✉① ♣❡rs♦♥♥❡s✱ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛
❏♦✉❡✉r ❡t ❖♣♣♦s❛♥t✱ s❡ ❞✐s♣✉t❡♥t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❧♦❣✐q✉❡ F ✳ ❏♦✉❡✉r t❡♥t❡
❞❡ ✈❛❧✐❞❡r F ✱ ❛❧♦rs q✉✬❖♣♣♦s❛♥t t❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ré❢✉t❡r✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ F ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ F1∧
F2✱ ✉♥ ❝♦✉♣ ❞✬❖♣♣♦s❛♥t s❡r❛ ✉♥ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡ F1 ♦✉ F2 q✉✬✐❧ s♦✉❤❛✐t❡r❛ ❛tt❛q✉❡r✳
✸✸
✸✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❉❊ ❏❊❯❳
❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ F ❡st ✉♥❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ F1 ∨ F2✱ ❏♦✉❡✉r ♣♦✉rr❛ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡ F1 ♦✉ F2
q✉✬✐❧ s♦✉❤❛✐t❡r❛ ❞é❢❡♥❞r❡✳ ❈❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① s❡r✈✐r❡♥t ♣❧✉s t❛r❞ ❞❡ ❜❛s❡ à ❈♦q✉❛♥❞ ❬❈♦q✾✺❪
♣♦✉r ré✐♥t❡r♣rét❡r ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❥❡✉① ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ●❡♥t③❡♥ ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡
P❡❛♥♦✳ ➚ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛✉t❡✉r✱ ❝✬❡st ❧à q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥t❡✉rs ❢♦♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s
❧❡✉r ❛♣♣❛r✐t✐♦♥✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✉① ❥♦✉❡✉rs ❞❡ r❡✈❡♥✐r s✉r ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❞✉ ❥❡✉ ❡t
❛✐♥s✐ ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❡✉r ❛❞✈❡rs❛✐r❡✳ ❈✐t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t
❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇❧❛ss ❬❇❧❛✼✷✱ ❇❧❛✾✷❪✱ q✉✐ ❞♦♥♥❛ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❥❡✉① ❞❡ ❧❛
❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❬●✐r✽✼❪✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝✐tés✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛✐t ❞✬♦❜t❡♥✐r
❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ♣r♦✉✈❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣❛r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❣❛❣♥❛♥t❡ s✉r ❧❡ ❥❡✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❡♥tr❡ str❛té❣✐❡s ét❛✐t ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s ♦✉ ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ♥✬ét❛✐t
♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s♦✐t ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✱ ❝❡ q✉❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❡❧❧❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❬❆❜r✵✸❪✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞é♥♦t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛✐t ❝❡tt❡
❢♦✐s ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛❜str❛✐t❡ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s q✉✐ s♦✐t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r ré❞✉❝✲
t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐r❡❝t❡✉r ét❛✐t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♣❧❡✐♥❡ ❛❞éq✉❛t✐♦♥✱ ✐♥✐t✐é ♣❛r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ▼✐❧♥❡r
❬▼✐❧✼✼❪ ❡t P❧♦t❦✐♥ ❬P❧♦✼✼❪ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐ss❛✐t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❛❜str❛✐t❡♠❡♥t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s
séq✉❡♥t✐❡❧s✳ ❊♥ t❡r♠❡s ♣❧✉s ♣ré❝✐s✱ ♦♥ ✈♦✉❧❛✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ♠✐♥✐♠❛❧ P❈❋
q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✐ é❣❛❧✐s❡ ❧❡s t❡r♠❡s
✐♥❞✐st✐♥❣✉❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ s②♥t❛①❡✳ ❈❡tt❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦✈♦q✉❛ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s sé♠❛♥✲
t✐q✉❡s ❞❡ ❥❡✉①✳ ❈❡tt❡ ❢♦✐s✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥
♣♦✉ss❛✐t à r❡❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ❥❡✉① ✭❧❡s s②♥t❛①❡s ét✉❞✐é❡s ét❛♥t ❝♦♥✢✉❡♥t❡s✮✱ ❝✬❡st
à ❞✐r❡ q✉✬♦♥ ✈♦✉❧❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s♦✐t ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✳ ▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s ❞❡ ❥❡✉①
✈✐s❛✐❡♥t ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❬❆❏✾✹✱ ❍❖✾✷❪✱ ❡t s✬✐♥s♣✐r❛✐❡♥t ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❇❧❛ss✱ ❞❡ ❧❛ ●é♦♠étr✐❡
❞❡ ❧✬■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❬●✐r✽✾❪ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥♥❡ ♣❛r ❏♦②❛❧ ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡
à ♣❛rt✐r ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❈♦♥✇❛② ❬❏♦②✼✼❪✳ P✉✐s ✈✐♥r❡♥t ❞❡✉① ré♣♦♥s❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ♣❧❡✐♥❡ ❛❞éq✉❛t✐♦♥✳ ▲✬✉♥❡ ❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛♣♣❡❧é ❆❏▼ ✭♣♦✉r ❆❜r❛♠s❦②✱ ❏❛✲
❣❛❞❡❡s❛♥ ❡t ▼❛❧❛❝❛r✐❛✮ ❬❆❏▼✵✵❪✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❡st ❛♣♣❡❧é ❍❖✶ ✭♣♦✉r ❍②❧❛♥❞ ❡t ❖♥❣✮ ❬❍❖✵✵❪✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞è❧❡✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡s ♣♦✐♥t❡✉rs ❞❡ ❬❈♦q✾✺❪✳ ❈❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s
❞❡ ❥❡✉① ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ❛❞éq✉❛ts ♣♦✉r P❈❋ ❢✉r❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❛❞❛♣tés ♣♦✉r ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡
très ♥♦♠❜r❡✉① ❛s♣❡❝ts ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ✿ ❝✐t♦♥s ❧❡ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❬❍▼✾✾❪✱
❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❬▲❛✐✾✼❪✱ ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❬❆▼✾✼✱ ❆❍▼✾✽❪✱ ❧❡s t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s ❬▼❝❈✾✻❪✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s
❡①❝❡♣t✐♦♥s ❬▲❛✐✵✶❪✳ ■❧s ❢✉r❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣tés ❡♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡✱ ❝✐t♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣♦❧❛r✐sé❡ ❬▲❛✉✵✹❪ ❡t ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❬❍✉❣✾✼✱ ▲❛t✵✽❪✳
❈✬❡st ❞❛♥s ❧❛ ❧✐❣♥é❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❍❖✴◆ ♣♦✉r P❈❋ q✉❡ s✬✐♥s❝r✐✈❡♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❥❡✉①
❞♦♥♥é❡s ✐❝✐✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡s ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s q✉✬❡♥ ♦♥t ❢❛✐t❡s ▼❝❈✉s❦❡r
❬▼❝❈✾✻❪ ❡t ❍❛r♠❡r ❬❍❛r✾✾❪ ❞❛♥s ❧❡✉rs t❤ès❡s✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ✈❛ ❞♦♥♥❡r ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬❛rè♥❡✳ ▲❡s ❛rè♥❡s s♦♥t ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❛❜str❛✐t❡s ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✱ ❡t ❝❤❛❝✉♥❡
❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❣é♥èr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❧é❣❛❧❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❛✈❡❝
❜❛❝❦tr❛❝❦s✱ s✉r ❧✬❛rè♥❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡r❛ ❛✉ss✐ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ str❛té❣✐❡ ❡t
❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡t ♦♥ ♠♦♥tr❡r❛ q✉✬♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❥❡✉① ❡t str❛té❣✐❡s✳ ❉❛♥s
❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡r❛ ❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡
❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡r❛ ❞❛♥s ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥
❝♦♠♠❡♥t ❧❡s str✉❝t✉r❡s ♦❜t❡♥✉❡s s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❞❡ ❧❛ s②♥t❛①❡✱ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ rés✉❧t❛t
❞❡ ❞é✜♥✐ss❛❜✐❧✐té✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐r❛ q✉❡❧q✉❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s q✉✐ ♥♦✉s s❡r♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s
✶❈❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞è❧❡ ❢✉t ❛✉ss✐ ❞é❝♦✉✈❡rt ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ♣❛r ◆✐❝❦❛✉ ❬◆✐❝✾✹❪✱ ❛✉ss✐ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥❞r❛✐t ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧❡r
❍❖✴◆✳
✷✳✶✳ ❏❊❯❳ ❊❚ ❙❚❘❆❚➱●■❊❙ ✸✺
❧♦rs ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
✷✳✶ ❏❡✉① ❡t str❛té❣✐❡s
✷✳✶✳✶ ❈♦✉♣s✱ ❛rè♥❡s
❋✐①♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Σ ❞✬❛t♦♠❡s✱ ❡t ♥♦t♦♥s N⋆ ❧❡ ♠♦♥♦ï❞❡ ❧✐❜r❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ N ❞❡s ❡♥t✐❡rs
♥❛t✉r❡❧s✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❛❞r❡ss❡ t♦✉t ξ ∈ N⋆✳ ▲❛ s✉✐t❡ ✈✐❞❡ ✭✐❝✐ ❧✬❛❞r❡ss❡ ✈✐❞❡✮ s❡r❛
❞és✐❣♥é❡ ♣❛r 〈〉✱ ❡t ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r n ❛✉ ❞é❜✉t ❞✬✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ ξ s❡r❛ ♥♦té n · ξ✳ P❛r ❛❜✉s ❞❡
♥♦t❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ξ1 · ξ2 ❧✬❛❞r❡ss❡ ξ2 ♣ré✜①é❡ ♣❛r ξ1✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳ ❯♥ ❝♦✉♣ ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (ξ, a) ♦ù ξ ∈ N⋆ ❡st ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ ❡t a ∈ Σ ❡st
✉♥ ❛t♦♠❡✳ P❛r ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (ξ, a) s❡r❛ ♥♦té ξ · a✳ ◗✉❛♥❞ ❝❡❧❛ ♥❡ ❣é♥èr❡r❛ ♣❛s
❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❛♥❞ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞és✐❣♥❡r❛ ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥ ❛t♦♠❡
❞❛♥s ❧✬❛rè♥❡✮✱ ♦♥ ❛ss✐♠✐❧❡r❛ ξ · a ❡t ❧✬❛t♦♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t a✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣s ❡st ♥♦té
M ✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❈♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❛❞r❡ss❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉s✉❡❧ ❡♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉①✱ ❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡ ② ❡st
♦♠♥✐♣rés❡♥t❡ ✿ ♦♥ ❧❛ ✈♦✐t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❛rè♥❡s✱ ♦ù ❧✬❡♠✲
♣❧♦✐ ❞❡ s♦♠♠❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❞♦♥♥❡ à ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✉ t②♣❡ in1(in2(. . . (in1(. . . )) . . . ))✳
❈❡rt❛✐♥❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❝♦♥str✉✐t❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧✬❛❝❝ès à ❧✬❛❞r❡ss❡ ♦✛❡rt ♣❛r ❧❡s
♣rés❡♥t❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✬❛rè♥❡s ✭❈❤❛♣✐tr❡ ✼✮✳ ▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s
✐❝✐ ♣♦✉r ❧✬❛❞r❡ss❡ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧✉❞✐q✉❡ ❬●✐r✵✶❪ ❞❡ ●✐r❛r❞✱ ♦ù ❡❧❧❡s ♦♥t à ♣❡✉ ♣rès ❧❡ ♠ê♠❡
rô❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣rés❡♥t ♦✉✈r❛❣❡ ✿ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s ❛t♦♠❡s✷✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳ ❯♥❡ ❛rè♥❡ ❡st ✉♥ q✉❛❞r✉♣❧❡t A = (MA, λA,⊢A, IA)✱ ♦ù ✿
✕ MA ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣s ❀
✕ λA : MA → {O,P}×{Q,A} ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐té✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ λOPA ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡
λA s✉r {O,P} ❡t λ
QA
A s❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r {Q,A} ❀
✕ ⊢A: MA ×MA ❡st ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❀
✕ IA ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉①✳
❈❡s ❞♦♥♥é❡s ❞♦✐✈❡♥t ✈ér✐✜❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ■♥✐t✐❛❧✐té ✿ s✐ m ∈ IA✱ ❛❧♦rs λA(m) = OQ ❀
✕ ❆❧t❡r♥❛♥❝❡ ✿ s✐ m ⊢A n✱ ❛❧♦rs λOPA (m) 6= λ
OP
A (n) ❀
✕ ◗✉❡st✐♦♥✴❘é♣♦♥s❡ ✿ s✐ m ⊢A n ❡t λ
QA
A (n) = A✱ ❛❧♦rs λ
QA
A (m) = Q✳
❚❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡✳ ■♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ✉s✉❡❧❧❡ ❡♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉① ♣♦✉r ♣❛r❧❡r ❞❡s
❛rè♥❡s✳ ❙✐ m ⊢A n✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ m ❥✉st✐✜❡ n✳ ❙✐ λOPA (m) = O ✭r❡s♣✳ P ✮✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ m ❡st ✉♥ ❝♦✉♣
❖♣♣♦s❛♥t ✭r❡s♣✳ ❏♦✉❡✉r✸✮✳ ❙✐ λQAA (m) = Q ✭r❡s♣✳ A✮✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ m ❡st ✉♥❡ ◗✉❡st✐♦♥ ✭r❡s♣✳
✉♥❡ ❘é♣♦♥s❡✹✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t s✉r {O,P} ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r O = P ❡t P = O✱ ❝❡tt❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥
s✬ét❡♥❞ à λOPA ♣♦✐♥t ♣❛r ♣♦✐♥t✱ ♦♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs λA = 〈λ
OP
A , λ
QA
A 〉✳
✷➚ q✉❡❧q✉❡s ❞ét❛✐❧s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣rès✱ ❧✬❛❞r❡ss❡ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛rè♥❡ ❞❛♥s ❧✬❛rè♥❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡
r❡✢❡①✐✈❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♥♦♥ t②♣é ❬❋❍✵✷❪✳
✸▲❡s ❧❡ttr❡s P ❡t O ✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐s ✓P❧❛②❡r✔ ❡t ✓❖♣♣♦♥❡♥t✔✳
✹▲❡s ❧❡ttr❡s Q ❡t A ✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐s ✓◗✉❡st✐♦♥✔ ❡t ✓❆♥s✇❡r✔✳
✸✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❉❊ ❏❊❯❳
q
 
tt ff
❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧✬❛rè♥❡ ❞❡s ❜♦♦❧é❡♥s✳
●r❛♣❤❡s ❣é♥érés✳ ◆♦t♦♥s q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❝❛♥♦♥✐q✉❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐❡r à t♦✉t❡ ❛rè♥❡ A ✉♥❡ str✉❝t✉r❡
❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ❡♥r❛❝✐♥é ❜✐♣❛rt✐t❡ ✿ ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ❧❡s ❝♦✉♣s✱ ❧❡s ❛rèt❡s s♦♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡
⊢A✱ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐té ❛ss✉r❛♥t ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❜✐♣❛rt✐t❡ ❡st λOPA ✳ ❈♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡ ❞❛♥s
❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♦♥ r❡♣rés❡♥t❡r❛ s♦✉✈❡♥t ❧❡s ❛rè♥❡s ♣❛r ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡
♦♥ ♦♠❡ttr❛ s♦✉✈❡♥t t♦✉t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❛❞r❡ss❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛rè♥❡ ❞❡s ❜♦♦❧é❡♥s q✉❡
❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ♣❛r ✿
MB = {〈〉 · q, 0 · tt, 1 · ff}
⊢B = {(〈〉 · q, 0 · tt), (〈〉 · q, 1 · ff}
λB =


〈〉 · q 7→ OQ
0 · tt 7→ PA
1 · ff 7→ PA
IB = {〈〉 · q}
❡st r❡♣rés❡♥té❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳
❘❡❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❣r❛♣❤❡ r❡✈✐❡♥t à ♦✉❜❧✐❡r ❧✬❛❞r❡ss❡✱ à ♥❡ ❣❛r❞❡r q✉❡ ❧❡s
❛t♦♠❡s ❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s s✉❜t✐❧❡ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡❧♦❝❛❧✐s❡r ✉♥❡
❛rè♥❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ❛❞r❡ss❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✳ ❙♦✐t M ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣s✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❞r❡ss❡s ❞❡ M
♣❛r ✿
adr(M) = {ξ | ξ · a ∈M}
❯♥❡ r❡❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ M ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ κ : adr(M) → N⋆ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❡t q✉✐ ♣rés❡r✈❡
❧✬♦r❞r❡ ♣ré✜①❡ s✉r ❧❡s ❛❞r❡ss❡s✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs M r❡❧♦❝❛❧✐sé ♣❛r ✿
κ ·M = {κ(ξ) · a | ξ · a ∈M}
❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ A ❡st ✉♥❡ ❛rè♥❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t adr(A) = adr(MA) ❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ r❡❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
A ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ r❡❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ MA✳ ❙✐ κ ❡st ✉♥❡ t❡❧❧❡ r❡❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t A r❡❧♦❝❛❧✐sé❡✱
♥♦té❡ κ ·A✱ ♣❛r ✿
Mκ·A = κ ·MA
⊢κ·A = {(κ(ξ1) · a, κ(ξ2) · b) | ξ1 · a ⊢A ξ2 · b}
λκ·A(κ(ξ) · a) = λA(ξ · a)
Iκ·A = κ · IA
■❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t q✉❡ κ ·A ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ❛rè♥❡✱ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❝♦✉♣s✱
à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐té✳
✷✳✶✳ ❏❊❯❳ ❊❚ ❙❚❘❆❚➱●■❊❙ ✸✼
❈✐t♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s ❢réq✉❡♥t ❞❡ r❡❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❛rè♥❡ A ❡t ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡
ξ ❡t ♦♥ ✈❡✉t r❡❧♦❝❛❧✐s❡r A à ❧✬❛❞r❡ss❡ ξ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣ré✜①❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❛❞r❡ss❡s ❞❡ A ♣❛r ξ✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿
κ : ξ′ 7→ ξ · ξ′
P❛r ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❣❛r❞❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ξ ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❡❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ s✐ ξ ❡st ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡✱
ξ ·A ❞és✐❣♥❡r❛ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ κ ❞♦♥♥é❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳
✷✳✶✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❛rè♥❡s
❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❛ss❡ ❡♥ r❡✈✉❡ ❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❢réq✉❡♥t❡s s✉r ❧❡s ❛rè♥❡s✳ ❈❡s
❝♦♥str✉❝t✐♦♥s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s q✉✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♠❛✐s ❧❛ ♠✐♥✉♣✉✲
❧❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ❛❞r❡ss❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❡s r❡♥❞r❡ ❧♦❝❛❧✐sé❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✳ ❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡✉① ❛rè♥❡s ❡t i 6= j ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❛rè♥❡ ♣r♦❞✉✐t
A×i,j B ❧♦❝❛❧✐sé❡ s✉r i, j ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿
MA×i,jB = i ·MA ⊎ j ·MB
λA×i,jB = [i · λA, j · λB]
⊢A×i,jB = i· ⊢A ⊎ j· ⊢B
IA×i,jB = i · IA ⊎ j · IB
P❛r ❞é❢❛✉t✱ ♦♥ ✜①❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t à ❧♦❝❛❧✐té ♥♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ✿
A×B = A×0,1 B
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✺✳ ❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡✉① ❛rè♥❡s ❡t i 6= j ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❛rè♥❡ ✢è❝❤❡
A⇒i,j B ❧♦❝❛❧✐sé❡ s✉r i, j ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿
MA⇒i,jB = i ·MA ⊎ j ·MB
λA⇒i,jB = [i · λA, j · λB]
⊢A⇒i,jB = i· ⊢A ⊎ j· ⊢B ⊎ (i · IA × j · IB)
IA⇒i,jB = j · IB
P❛r ❞é❢❛✉t✱ ♦♥ ✜①❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✢è❝❤❡ à ❧♦❝❛❧✐té ♥♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ✿
(A⇒ B) = (A⇒0,1 B)
●r❛♣❤❡s ❡♥❣❡♥❞rés✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r ❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s
❞❡ ♣r♦❞✉✐t ❡t ❞❡ ✢è❝❤❡ s✉r ❧❡s ❛rè♥❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✻✳ ❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡s ❛rè♥❡s ❡t i 6= j ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❛rè♥❡ s♦♠♠❡
A+i,j B ❧♦❝❛❧✐sé❡ s✉r i, j ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿
MA+i,jB = {q, L,R} ⊎ i ·MA ⊎ j ·MB
λA+i,jB = [q 7→ OQ,L 7→ PA,R 7→ PA, i · λA, j · λB]
⊢A+i,jB = {(q, L), (q,R)} ⊎ ({L} × i · IA) ⊎ ({R} × j · IB) ⊎ i· ⊢A ⊎ j· ⊢B
IA+i,jB = {q}
❖♥ ❛ ✜①é ✉♥❡ ❢♦✐s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❞❡s ❛t♦♠❡s q, L,R ∈ Σ rés❡r✈és à ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❡✳
❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t✱ ♦♥ ✜①❡ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ s♦♠♠❡ à ❧♦❝❛❧✐té ♥♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣❛r ✿
A+B = A+0,1 B
✸✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❉❊ ❏❊❯❳
❋✐❣✳ ✷✳✷ ✕ ●r❛♣❤❡s ❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r A×B ❡t A⇒ B✳
❋✐❣✳ ✷✳✸ ✕ ●r❛♣❤❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r A+B✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s s♣é❝✐✜é ❞✬❛❞r❡ss❡ ❛✉① ❛t♦♠❡s q, L,R ✿
❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧s s♦♥t ♣♦s✐t✐♦♥♥és à ❧✬❛❞r❡ss❡ ✈✐❞❡✳ ■❧ s❡r❛✐t ✉t✐❧❡ ❞❡ ❧❡s éq✉✐♣❡r ❞✬❛❞r❡ss❡s s✐
♦♥ ❛✈❛✐t ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❛✉① s♦✉s✲❛rè♥❡s ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r L ♦✉ R
♠❛✐s ❝❡❧❛ ♥✬❛rr✐✈❡r❛ ❥❛♠❛✐s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
●r❛♣❤❡ ❡♥❣❡♥❞ré✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❡✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ■❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❡t ❧❛ s♦♠♠❡ à ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞✬❛r✐té
q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❡♥ ❡♥r❛❝✐♥❛♥t ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❛rè♥❡ à ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ✉♥ ❡♥t✐❡r n✱ ❛✉
❧✐❡✉ ❞❡ ❧❡s ❧♦❝❛❧✐s❡r ♣❛r ❞é❢❛✉t ❛✉① ❛❞r❡ss❡s 0 ❡t 1✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ♦❝❝❛s✐♦♥❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡
t❤ès❡ ❝❡s ✈❡rs✐♦♥s n✲❛✐r❡s s❛♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧❧❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❞♦♥♥♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❛rè♥❡s ✉♥✐té ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✼✳ ▲✬❛rè♥❡ 1 ❡st ❧✬❛rè♥❡ ❞♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♦♥t ✈✐❞❡s✳ ▲✬❛rè♥❡ 0 ❡st
✷✳✶✳ ❏❊❯❳ ❊❚ ❙❚❘❆❚➱●■❊❙ ✸✾
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
M0 = {◦}
λ0 = ◦ 7→ OQ
⊢0 = ∅
I0 = {◦}
✷✳✶✳✸ P❛rt✐❡s ❧é❣❛❧❡s
▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬♦♥ ❛ ❞é✜♥✐ ❧❡s ❛rè♥❡s✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❞é✜♥✐r ❧❡s ♣❛rt✐❡s q✉✬❡❧❧❡s ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ❡t
❧❡✉r ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✽✳ ❙♦✐t M ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣s✳ ❯♥ ♠♦t à ♣♦✐♥t❡✉rs s✉r M ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡
s = s1 . . . sn ❞❡ ❝♦✉♣s ❞❡ M ✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣ sj ❡st éq✉✐♣é ❞✬❛✉ ♣❧✉s ✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r ✈❡rs ✉♥ ❝♦✉♣
♣ré❝é❞❡♥t si ✭❛✈❡❝ i < j✮✳ ❖♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ sj ♣♦✐♥t❡ ✈❡rs si✳
◆♦t❛t✐♦♥✳ ❋✐①♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♠♦ts à ♣♦✐♥t❡✉rs✳ ❙✐ s ❡st ✉♥ ♠♦t à ♣♦✐♥t❡✉rs✱
♥♦t♦♥s |s| s❛ ❧♦♥❣✉❡✉r✳ ◆♦t♦♥s ⊑ ❧✬♦r❞r❡ ♣ré✜①❡ s✉r ❧❡s ♠♦ts à ♣♦✐♥t❡✉rs ✿ s1 ❡st ✉♥ ♣ré✜①❡ ❞❡
s2 s✐ ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ s2 ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ s1✱ ② ❝♦♠♣r✐s ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ♣♦✐♥t❡✉rs✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛
❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧✐sé❡ s1 ⊑O s2 ✭r❡s♣✳ s1 ⊑P s2✮ ♣♦✉r ♣ré❝✐s❡r q✉❡ s1 t❡r♠✐♥❡ ♣❛r ✉♥ ❝♦✉♣
❖♣♣♦s❛♥t ✭r❡s♣✳ t❡r♠✐♥❡ ♣❛r ✉♥ ❝♦✉♣ ❏♦✉❡✉r✮✳ ▲❡ ♠♦t ✈✐❞❡ s❡r❛ ♥♦té ǫ✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❧é❣❛❧❡✱ ❧❡ t❡r♠❡ ✓❝♦✉♣✔ ❡st ❛♠❜✐❣✉✳ ❉❛♥s ✉♥❡
❛rè♥❡ A✱ ✉♥ ❝♦✉♣ ❡st ❥✉st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ MA✳ ▼❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❧é❣❛❧❡✱ ❧❡
t❡r♠❡ ✓❝♦✉♣✔ ❞és✐❣♥❡ s♦✉✈❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ s♦♠♠❡t ❡t s♦♥ ♣♦✐♥t❡✉r ❛ss♦❝✐é✳ ❖♥ ❡①♣❧✐q✉❡ ❝❡tt❡
s✉❜t✐❧✐té ♣❛r ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ✓❝♦✉♣✔ q✉✐ ❡st ❧❡ s♦♠♠❡t ❞❡ ❧✬❛rè♥❡✱ ❡t ❧✬❛❝t❡ ❞❡ ✓❥♦✉❡r ✉♥
❝♦✉♣✔✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à r❛❥♦✉t❡r à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t m ∈MA éq✉✐♣é ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r✳
❚❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡✳ ❙♦✐t s ✉♥ ♠♦t à ♣♦✐♥t❡✉rs✱ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ sj ♣♦✐♥t❡ s✉r si✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s
♦♥ ❞✐t é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ si ❡st ❧❡ ❥✉st✐✜❡✉r ❞❡ sj ✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ❛❧❧❛♥t ❞❡
sj à si ❞❛♥s s ✭i < j✮✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ sj ❡st ❤éré❞✐t❛✐r❡♠❡♥t ❥✉st✐✜é ♣❛r si✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✾✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❛rè♥❡✳ ▲❡s ♣❛rt✐❡s ❧é❣❛❧❡s s✉r A s♦♥t ❧❡s ♠♦ts à ♣♦✐♥t❡✉rs s✉r
MA q✉✐ s♦♥t ✿
✕ ❆❧t❡r♥és ✿ s✐ i ∈ {1, . . . , |s| − 1}✱ ❛❧♦rs λOPA (si) 6= λ
OP
A (si+1) ❀
✕ ❇✐❡♥ ♦✉✈❡rts ✿ s✐ si ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉r ❛ss♦❝✐é✱ ❛❧♦rs si ∈ IA ❀
✕ ❇✐❡♥ ❥✉st✐✜és ✿ s✐ sj ♣♦✐♥t❡ ✈❡rs si✱ ❛❧♦rs si ⊢A sj ❀
◆♦t♦♥s LA ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❧é❣❛❧❡s s✉r A✳
◆♦t❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s t②♣♦❣r❛♣❤✐q✉❡s é✈✐❞❡♥t❡s✱ ♦♥ ♦♠❡ttr❛ s♦✉✈❡♥t ❧❡s ♣♦✐♥t❡✉rs
❧♦rsq✉✬♦♥ ❞é❝r✐r❛ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❧é❣❛❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❞és✐❣♥❡r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♣❛r sa ♣♦✉r
sé♣❛r❡r s♦♥ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡✱ s❛♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧✬é✈❡♥t✉❡❧ ♣♦✐♥t❡✉r ❛ss♦❝✐é à a✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ ♣♦✉r ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s sa ❡t sa′ ♦♥ é❝r✐t a = a′✱ ✐❧ s❡r❛ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té t✐❡♥t
♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉♣s✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬é✈❡♥t✉❡❧ ♣♦✐♥t❡✉r ❛ss♦❝✐é✳
✹✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❉❊ ❏❊❯❳
❘❡str✐❝t✐♦♥✳ ❆✉ ❝÷✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s s❡ tr♦✉✈❡
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❧é❣❛❧❡ à ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ ❞♦♥♥é❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✵ ✭❘❡str✐❝t✐♦♥✮✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❛rè♥❡✱ m ✉♥ ❝♦✉♣ s✉r A✱ ❡t Ξ = ξ1, . . . , ξn ✉♥❡
s✉✐t❡ ❞✬❛❞r❡ss❡s✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ m ❡st ❞❛♥s Ξ s✐ m = ξ · a✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡s ξi ♣ré✜①❡ ❞❡ ξ✳ ❙✐ s ❡st
✉♥ ♠♦t à ♣♦✐♥t❡✉rs s✉r A✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ s à Ξ✱ ♥♦té❡ s↾Ξ✱ ❡♥ ♥❡ ❣❛r❞❛♥t q✉❡
❧❡s ❝♦✉♣s ❞❡ s ❞❛♥s Ξ✳ ❙✐ si ❡t sj s♦♥t ❞❛♥s Ξ ❡t q✉❡ sj ♣♦✐♥t❡ ✈❡rs si✱ ♦♥ ❣❛r❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t❡✉r
❞❛♥s s↾Ξ✳ ❙✐ ♣❛r ❝♦♥tr❡ sj ♣♦✐♥t❡ ❤♦rs ❞❡ Ξ✱ ♦♥ s✉✐t ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ❥✉sq✉✬à t♦♠❜❡r
s✉r sk ❞❛♥s Ξ✱ ♦♥ ❢❛✐t ❛❧♦rs ♣♦✐♥t❡r sj ✈❡rs sk ❞❛♥s s↾Ξ✳ ❙✐ ♦♥ ♥❡ tr♦✉✈❡ ❥❛♠❛✐s ❞❡ t❡❧ sk✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬♦♥ ♥❡ r❡t♦♠❜❡ ❥❛♠❛✐s ❞❛♥s Ξ✱ ❛❧♦rs sj ♣❡r❞ s♦♥ ♣♦✐♥t❡✉r✳
◆♦t❛t✐♦♥✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❞r❡ss❡s Ξ = ξ1, . . . , ξn✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♦♥ ❧✬✉t✐❧✐s❡r❛ s✉rt♦✉t✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❝♦✉r❛♥t ❡♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉①✱ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t
✉♥❡ s♦✉s✲❛rè♥❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ s ∈ LA⇒B✱ ♦♥ é❝r✐r❛ s↾A ♣❧✉tôt q✉❡ s↾0 ❡t s↾B ♣❧✉tôt q✉❡ s↾1✳
➚ ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❧❛ s♦✉s✲❛rè♥❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ r❡str❡✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛
❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥♦♥ ❛♠❜✐❣✉ë à ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳
❘❡❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❙✐ A ❡st ✉♥❡ ❛rè♥❡✱ s ∈ LA ❡t κ ❡st ✉♥❡ r❡❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ A✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❞é✜♥✐t
❧❛ r❡❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s ❛ss♦❝✐é❡✱ ♥♦té❡ κ · s✱ ♣❛r ❧❛ r❡❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡ t♦✉s s❡s ❝♦✉♣s✳ ■❧
❡st é✈✐❞❡♥t q✉✬♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❧é❣❛❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t q✉✐ ❝❤❛♥❣❡ ❡st ❧✬❛❞r❡ss❡
❡t q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐❡ ❧é❣❛❧❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❡♥ ❛✉❝✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞r❡ss❡✺✳
✷✳✶✳✹ ❙tr❛té❣✐❡s ❡t ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❙tr❛té❣✐❡s✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ str❛té❣✐❡ s✉r ✉♥❡ ❛rè♥❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✶ ✭❙tr❛té❣✐❡✮✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❛rè♥❡✳ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ s✉r A ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ σ
❞❡ ♣❛rt✐❡s ❧é❣❛❧❡s ✜♥✐ss❛♥t ♣❛r ✉♥ ❝♦✉♣ ❏♦✉❡✉r✱ q✉✐ ❡st ❝❧♦s ♣❛r ♣ré✜①❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉t s ∈ σ✱ s✐
s′ ⊑P s✱ ❛❧♦rs s′ ∈ σ✳ ❙✐ σ ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❛r ✿
dom(σ) = {so | s ∈ σ ∧ s′o ∈ LA}
❙✐ σ ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ s✉r A✱ ♦♥ ♥♦t❡ σ : A✳
■❧ ❢❛✉t ✈♦✐r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ σ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ ✓❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡✔✱ q✉❡ ❏♦✉❡✉r ❝♦♥s✉❧t❡ ❛✈❛♥t ❞❡
❥♦✉❡r s♦♥ ❝♦✉♣✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❡ s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ σ✱ ✐❧ ré❝✉♣èr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s
sm ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❡t ✐❧ ❝❤♦✐s✐t s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❛r♠✐ ❡❧❧❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ◆♦t♦♥s
❛✉ ♣❛ss❛❣❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧ ② ❛ t♦✉❥♦✉rs ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡
♣♦ss✐❜✐❧✐té✱ ❡t ❧❡s str❛té❣✐❡s t♦t❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧ ② ❛ t♦✉❥♦✉rs ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✷✳ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ σ : A ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t sa ∈ dom(σ)✱ s✐ sab ∈ σ
❡t sab′ ∈ σ✱ ❛❧♦rs b = b′✳ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ ❡st t♦t❛❧❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t sa ∈ dom(σ) ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦✉♣ b
t❡❧ q✉❡ sab ∈ σ✳
❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ♣r♦❣r❛♠♠❡s
❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳ ❈❡ q✉✐ ❡st ♣❛r ❝♦♥tr❡ ♠♦✐♥s ❝❧❛✐r✱ ❝✬❡st q✉❡ ❧❛ t♦t❛❧✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡s ♥♦r♠❛❧✐s❛♥ts✳ ❖♥ ♥✬❡♥ ❞✐t ♣❛s ♣❧✉s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬♦♥ ❛✉r❛ ❞❡
♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❝❝❛s✐♦♥s ❞✬② r❡✈❡♥✐r ♣❧✉s t❛r❞✳ ◆♦t♦♥s ❝❡ ❧❡♠♠❡✱ ✈ér✐t❛❜❧❡ ❝♦✉t❡❛✉ s✉✐ss❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡
❞❡s str❛té❣✐❡s t♦t❛❧❡s✳
✺❙❛✉❢ ♣♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té s✉r ❧❡s ❝♦✉♣s✱ ♠❛✐s ❧✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❡s r❡❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥s ❛ss✉r❡ q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡
♣❛s✳
✷✳✶✳ ❏❊❯❳ ❊❚ ❙❚❘❆❚➱●■❊❙ ✹✶
▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✳ ❙♦✐❡♥t σ : A ❡t τ : A ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❡t t♦t❛❧❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ σ ⊆ τ ✳
❆❧♦rs σ = τ ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t s ∈ τ ✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣ ♣ré✜①❡ s′ ❞❡ s q✉✐ ❡st ❞❛♥s σ✳ ❙✐ s′ = s✱
❛❧♦rs ❝✬❡st ✜♥✐✳ ❙✐♥♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦✉♣ ❖♣♣♦s❛♥t a t❡❧ q✉❡ s′a ⊑O s✳ ▼❛✐s σ ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡
❡t t♦t❛❧❡✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝♦✉♣ b ✭❡t ✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r ❛ss♦❝✐é✮ t❡❧ q✉❡ s′ab ∈ σ✳ ❖r σ ⊆ τ ✱
❞♦♥❝ s′ab ∈ τ ✱ ❞❡ q✉♦✐ ♦♥ ❞é❞✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ s′ab ⊑ s ♣❛r ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❞❡ τ ✿ ❝✬❡st
❛❜s✉r❞❡✱ ❞♦♥❝ s′ = s ❡t s ∈ σ✳
❘❡❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❙✐ ♦♥ ❛ σ : A ❡t q✉❡ κ ❡st ✉♥❡ r❡❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ A✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ r❡❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ σ ❛ss♦❝✐é❡✱ ♥♦té❡ κ ·σ✱ ♣❛r ❧❛ r❡❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡ t♦✉t❡s s❡s ♣❛rt✐❡s✳ P❛r ✐♥❥❡❝t✐✈✐té
❞❡ κ✱ κ ·σ ❣❛r❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ σ ✭❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡✱ t♦t❛❧✐té✮✳ ❯♥ ❝❛s ❢réq✉❡♥t ❞✬✉s❛❣❡ ❞❡
❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❝❡❧✉✐ ♦ù ♦♥ ❛ σ : A⇒ B q✉✬♦♥ ✈❡✉t ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ s✉r A⇒i,j B
♦✉ ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ♥♦t❡ σi,j : A⇒i,j B ❧❛ str❛té❣✐❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥
é✈✐❞❡♥t❡✳
❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ■❧ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❝❡s str❛té❣✐❡s ❡♥ ♦❜❥❡ts ❞②♥❛♠✐q✉❡s✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡✉r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣rés❡♥t✱ ❧✬✐❞é❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ à ♣❛rt✐r
❞❡ σ : A⇒ B ❡t τ : B ⇒ C✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ str❛té❣✐❡ σ; τ : A⇒ C✳ ❈❡tt❡
♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st ❛❝❝♦♠♣❧✐❡ ♣❛r ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❤❛❜✐t✉❡❧ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t ❞❡ ♠❛sq✉❛❣❡✳
▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r σ ❡t τ à tr❛✈❡rs B✱ ♣✉✐s ❞❡ ♠❛sq✉❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡
❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛✜♥ ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ s✉r A⇒ C✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✸ ✭■♥t❡r❛❝t✐♦♥✮✳ ❙♦✐❡♥t A,B ❡t C ❞❡s ❛rè♥❡s✳ ❯♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✉r A,B ❡t C
❡st ✉♥ ♠♦t à ♣♦✐♥t❡✉rs u s✉r 0·MA✱ 1·MB ❡t 2·MC t❡❧ q✉❡ u↾A,B ∈ LA⇒0,1B✱ u↾B,C ∈ LB⇒1,2C
❡t u↾A,C ∈ LA⇒0,2C ✳ ◆♦t♦♥s I(A,B,C) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s✉r A,B ❡t C✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❘❡♥❞r❡ ❧❡s ❛❞r❡ss❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❧❛r✐✜❡r q✉❡❧q✉❡s s✉❜t✐❧✐tés ♣rés❡♥t❡s
❞❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ tr❛❞✐t✐♦♥❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ s♦✉✈❡♥t ❧❛✐ssé❡s ❞❡ ❝ôté ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ I(A,B,C) ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦ts à ♣♦✐♥t❡✉rs s✉r
A,B ❡t C ❞♦♥t ❧❡s r❡str✐❝t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s à A ⇒ B✱ B ⇒ C ❡t A ⇒ C s♦♥t ❧é❣❛❧❡s✳ ▼❛✐s
s✐ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❡st ♥❡✉tr❡ ✭✐✳❡✳ ♥✬❡✛❡❝t✉❡ ❛✉❝✉♥ ré❛❞r❡ss❛❣❡✮ ❡t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣s ❞❡
A ⇒ B ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r s♦♠♠❡ ❞✐s❥♦✐♥t❡✱ ❝♦♠♠❡♥t ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❡✉t✲✐❧ êtr❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❄ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✉♥ ❝♦✉♣ s✉r B ❞♦✐t✲✐❧ êtr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ in1(m) ♦✉ in2(m) ❄ ❈❡rt❡s✱ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ✿ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❛ r❡❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥
♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ❞❡ t✐r❡r ✐❝✐ ♣❛rt✐ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ♣♦✉r ❡♥ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥
♥♦♥ ❛♠❜✐❣✉ë✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✹✳ ❙♦✐❡♥t σ : A ⇒ B ❡t τ : B ⇒ C ❞❡✉① str❛té❣✐❡s✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❞✬❛❜♦r❞
❧✬ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ σ ❡t τ ♣❛r ✿
σ || τ = {u ∈ I(A,B,C) | u↾A,B ∈ σ
0,1 ∧ u↾B,C ∈ τ
1,2}
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ✿
(σ; τ)0,2 = {u↾A,C | u ∈ σ || τ}
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs (σ; τ) : A⇒ C ♣❛r r❡❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ s ∈ (σ; τ)0,2 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧
❡①✐st❡ u ∈ σ || τ t❡❧ q✉❡ u↾A,C = s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ u ❡st ✉♥ té♠♦✐♥ ♣♦✉r s✳
✹✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❉❊ ❏❊❯❳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ▲✬✐❞é❡ ✐❝✐ ❡st ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❜❛s❡s s❛✐♥❡s à ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉①✱ ♣❛s ❞❡ s✬❡♥❝♦♠✲
❜r❡r ❛✈❡❝ t♦✉t❡ ✉♥❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♦♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❛ss❡r
s♦✉s s✐❧❡♥❝❡ ❧❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ r❡❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭s❛✉❢ s✐ ❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s é✈✐❞❡♥t❡s✮✱ ❡t tâ❝❤❡r ❞❡
r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ✉s✉❡❧ ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳
■❞❡♥t✐tés✳ ❙✐ A ❡st ✉♥❡ ❛rè♥❡✱ ✐❧ ❡st ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡ ❞✬❡①❤✐❜❡r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❥♦✉❛♥t ❧❡ rô❧❡ ❞❡
❧✬✐❞❡♥t✐té s✉r A✳ ❙♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st s✐♠♣❧❡ à ❞é❝r✐r❡ ✿ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞❡ r❡❝♦♣✐❡r
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ s♦♥ ❖♣♣♦s❛♥t✳ ❈✐t♦♥s ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❝❡rt❡s très ❝♦♥♥✉❡ ♠❛✐s t♦✉❥♦✉rs ♣❛r❧❛♥t❡✱
❞✬✉♥ ❥♦✉❡✉r ❞✬é❝❤❡❝s ♠é❞✐♦❝r❡ ❥♦✉❛♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡s ❜❧❛♥❝s ❝♦♥tr❡ ●❛rr② ❑❛s♣❛r♦✈ ❡t ❧❡s
♥♦✐rs ❝♦♥tr❡ ❆♥❛t♦❧✐ ❑❛r♣♦✈✳ ❈❡ ❥♦✉❡✉r ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t s✬❛ss✉r❡r ❧❛ ✈✐❝t♦✐r❡ ❝♦♥tr❡ ❛✉ ♠♦✐♥s
✉♥ ❞❡ ❝❡s ❛❞✈❡rs❛✐r❡s ❡♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❛♥t ❞❡ r❡❝♦♣✐❡r ❧❡s ❝♦✉♣s ❡t ❞❡ ❧❡s ❢❛✐r❡ ❥♦✉❡r ❧❡s ❞❡✉① ❥♦✉❡✉rs
❧✬✉♥ ❝♦♥tr❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❈✬❡st ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣r♦❝è❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❡♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉①✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥
❡♠♣❧♦✐❡r❛ ♣❛r❢♦✐s ❧❡ q✉❛❧✐✜❝❛t✐❢ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❛♥❣❧♦♣❤♦♥❡ ❞❡ ✓str❛té❣✐❡ ❝♦♣②❝❛t✔ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ✉♥❡
str❛té❣✐❡ q✉✐✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té✱ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞❡ r❡❝♦♣✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ s♦♥ ♦♣♣♦s❛♥t✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✺✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❛rè♥❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s
A1✱ A2 ♣♦✉r ❞✐st✐❣✉❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♣✐❡s ❞❡ A✳ ▲❛ str❛té❣✐❡ ✐❞❡♥t✐té s✉r ❝❡tt❡ ❛rè♥❡✱ ♥♦té❡
idA✱ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
idA = {s ∈ LA1⇒A2 | ∀s
′ ⊑P s, s′↾A1 = s
′
↾A2}
▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✷✳ ❙♦✐t σ : A⇒ B ✉♥❡ str❛té❣✐❡✳ ❆❧♦rs ✿
idA;σ = σ
σ; idB = σ
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▼♦♥tr♦♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ❙♦✐t s ∈ idA;σ✳ P❛r
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ té♠♦✐♥ u ∈ idA ||σ ♣♦✉r s✳ ▼❛✐s ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ idA✱
u↾A1 = u↾A2 ✱ ❞♦♥❝ s = u↾A1,B = u↾A2,B ∈ σ✳ ❙✐ s ∈ σ✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡
✉♥ té♠♦✐♥ ♣♦✉r s ❞❛♥s idA ||σ✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉✬♦♥ ❛ ❜✐❡♥ s ∈ idA;σ✳
❆ss♦❝✐❛t✐✈✐té✳ ❆✈❛♥t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬❛rè♥❡s ❡t str❛té❣✐❡s✱ ✐❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r ❧✬❛ss♦✲
❝✐❛t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈✬❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✐✣❝✉❧té ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❥❡✉①✳ ❈❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t rés♦❧✉❡ ♣❛r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ q✉❛t❡r♥❛✐r❡ ✭❣é♥é✲
r❛❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ à q✉❛tr❡ ❛rè♥❡s✮ ❡t ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ③✐♣♣✐♥❣✻✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✻✳ ❙♦✐❡♥t A,B,C ❡t D q✉❛tr❡ ❛rè♥❡s✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ q✉❛t❡r♥❛✐r❡
u ∈ I(A,B,C,D) ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦t à ♣♦✐♥t❡✉rs s✉r A✱ B✱ C ❡t D t❡❧ q✉❡ ✿
u↾A,B ∈ LA⇒B
u↾B,C ∈ LB⇒C
u↾C,D ∈ LC⇒D
u↾A,D ∈ LA⇒D
✻❖♥ ❛ ❥✉❣é ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s tr❛❞✉✐r❡ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé t❡❧ q✉❡❧ ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s
❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té✳
✷✳✶✳ ❏❊❯❳ ❊❚ ❙❚❘❆❚➱●■❊❙ ✹✸
◆♦t♦♥s q✉✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧
♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬❛rè♥❡s✳ ❈❡ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣rés❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✱ ❛✉ss✐ ♥♦✉s
♥♦✉s ❡♥ ❛❜st✐❡♥❞r♦♥s✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞é♠♦♥tr❡r ❡t ♣r♦✉✈❡r ❧❡
❧❡♠♠❡ ❞❡ ③✐♣♣✐♥❣✱ ❝❧é ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té✳
▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✸ ✭❩✐♣♣✐♥❣✮✳ ❙♦✐❡♥t u ∈ I(A,C,D) ❡t v ∈ I(A,B,C) ❞❡✉① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦ï♥❝✐❞❛♥t
s✉r A,C✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ u↾A,C = v↾A,C ✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ w ∈ I(A,B,C,D) t❡❧ q✉❡
w↾A,C,D = u ❡t w↾A,B,C = v✳ ❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t s②♠étr✐q✉❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥ ✉♥✐q✉❡ w ∈ I(A,B,C,D) à ♣❛rt✐r ❞❡ u ∈ I(A,B,D) ❡t v ∈ I(B,C,D)✳
■❞é❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ❈♦♥t❡♥t♦♥s✲♥♦✉s ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ q✉✬♦♥ ♠♦♥tr❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✐♠✉❧✲
t❛♥é❡ s✉r u ❡t v✳ ❙✐ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ❡st ❞❛♥s A,C ♦♥ s❛✐t ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ u ❡t v s✬❛❝❝♦r❞❡♥t
s✉r ❝❡ ❝♦✉♣✱ ♦♥ ❧❡ r❛❥♦✉t❡ ❛✉ w ❞♦♥♥é ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✿ ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ u ❡t v ❞✐♠✐✲
♥✉❡♥t str✐❝t❡♠❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ré❝✉rs✐❢✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ❡st ❞❛♥s B ♦✉ D✱ ❞♦♥❝ ❡st s♦✐t
❞❛♥s u s♦✐t ❞❛♥s v✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ♣❧❛❝❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ à ❧❛ ✜♥ ❞✉ w ❞♦♥♥é ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡
❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♣❛r♠✐ u ❡t v ❛ ❞✐♠✐♥✉é str✐❝t❡♠❡♥t✳ ❙✐ u ❡t v s♦♥t ✈✐❞❡s✱
❝✬❡st ✜♥✐ ✿ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❜✐❡♥ ❧❡ té♠♦✐♥ q✉❛t❡r♥❛✐r❡ ✈♦✉❧✉✳ ❙✐ w′ ❡st ✉♥ ❛✉tr❡ té♠♦✐♥ q✉❛t❡r♥❛✐r❡
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❛❧♦rs w = w′ ❀ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦✉♣ q✉✐ ❧❡s ❞✐st✐♥❣✉❡✱ ❡t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝❛s ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡ ❞és❛❝❝♦r❞ ❛♣♣❛r❛✐t
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t s✉r A,B,D ♦✉ A,C,D✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✹ ✭❆ss♦❝✐❛t✐✈✐té✮✳ ❙♦✐❡♥t σ : A⇒ B✱ τ : B ⇒ C ❡t δ : C ⇒ D✳ ❆❧♦rs ✿
(σ; τ); δ = σ; (τ ; δ)
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t s ∈ (σ; τ); δ✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ s ✉♥ té♠♦✐♥ u ∈ (σ; τ) || δ✳
❊♥❝♦r❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ uA,C ❛❞♠❡t ✉♥ té♠♦✐♥ v ∈ σ || τ ✳ ▼❛✐s ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡
❞❡ ③✐♣♣✐♥❣✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥ ✉♥✐q✉❡ té♠♦✐♥ w ∈ I(A,B,C,D) ❝♦ï♥❝✐❞❛♥t ❛✈❡❝ u ❡t v✳ ❖♥
✈❡✉t ❛❧♦rs ♠♦♥tr❡r q✉❡ w↾B,C,D ∈ τ || δ ❀ ❧❡ s❡✉❧ ♣♦✐♥t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❡st q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❜✐❡♥ ❞✬✉♥❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ P♦✉r ç❛✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ w↾B,D ∈ LB⇒D✳ ❚r♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t à ✈ér✐✜❡r ✿
✕ ❆❧t❡r♥❛♥❝❡ ✿ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ w ∈ I(A,B,C,D)✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r w ❡st ❛❧t❡r♥é s✉r
t♦✉t❡s s❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣❛r♠✐ A ⇒ B✱ B ⇒ C✱ C ⇒ D ❡t A ⇒ D✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
♣❡r♠❡t ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ❞✉ tr❛♥s❢❡rt✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s✐ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ❡st s✉r B✱
❛❧♦rs ♦♥ ❞♦✐t ❥♦✉❡r s✉r B ❛✈❛♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ C ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t ❀ ❛✐♥s✐ ♦♥ ❛ ❛❧t❡r♥❛♥❝❡✳
❈❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st très ❜✐❡♥ ❡①♣❧✐❝✐té ❞❛♥s ❬❍❛r✵✼❪✳
✕ ❖✉✈❡rt✉r❡✱ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ tr✐✈✐❛❧✳
❆✐♥s✐ w↾B,C,D ∈ τ || δ✱ ❞✬♦ù ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ w↾A,B,D ❡st ❞❛♥s σ ||(τ ; δ)✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝✬❡st
❜✐❡♥ ✉♥ té♠♦✐♥ ♣♦✉r s ❞♦♥❝ s ∈ σ; (τ ; δ)✳ ▲✬❛✉tr❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ s❡ ♠♦♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ à ❝❡ ♣♦✐♥t ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ Str ❞✬❛rè♥❡s ❡t ❞❡ str❛té❣✐❡s✳ ❙❛♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉♣♣❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡ s✉r ❧❡s str❛té❣✐❡s✱ Str ❛ ❞é❥à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛ss❡③ r✐❝❤❡ s✉✐✈❛♥t❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✺✳ ▲❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞✬❛rè♥❡s × ❡t ⇒ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ét❡♥❞✉s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝❛✲
♥♦♥✐q✉❡ ❡♥ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛rè♥❡ A✱ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r A × − s♦✐t ❛❞❥♦✐♥t
à ❣❛✉❝❤❡ ❛✉ ❢♦♥❝t❡✉r A ⇒ −✳ ❈❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❞♦♥♥❡♥t ❛❧♦rs à Str ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡
s②♠étr✐q✉❡ ♠♦♥♦ï❞❛❧❡ ❢❡r♠é❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❬❍❛r✵✼❪✱ ♦✉ ❬▼❝❈✾✻❪✳
✹✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❉❊ ❏❊❯❳
❆✐♥s✐✱ ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ s✉✣t ❞✬♦r❡s ❡t ❞é❥à ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞✉ ❢r❛❣✲
♠❡♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ❝❡tt❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ▼▲▲ ♥✬❛ q✉❡ ♣❡✉
❞✬✐♥térêt✱ ét❛♥t très ❧♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡✳ ❖♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ❝♦♥t✐♥✉❡r à ❡♥r✐❝❤✐r ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❜❛✲
s✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉① ❥✉sq✉✬à ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡ ✿ ❝✬❡st ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ✈✉❡
❡t ❞✬✐♥♥♦❝❡♥❝❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❜✐❡♥tôt ✐♥tr♦❞✉✐r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣r❡♥♦♥s ❧❡ t❡♠♣s ❛✉♣❛r❛✈❛♥t
❞❡ ❞✐s❝✉t❡r ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s str❛té❣✐❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s
❥✉sq✉✬à ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✳
❉ét❡r♠✐♥✐s♠❡✳ ❯♥❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❜❛s✐q✉❡s q✉✬♦♥ ❛ ❞é✜♥✐ s✉r ❧❡s str❛té❣✐❡s ❡st ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ✿ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❧♦rsq✉✬à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❡❧❧❡ ❛ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ ❝♦✉♣
♣♦ss✐❜❧❡✳ ▼♦♥tr♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✻ ✭❚é♠♦✐♥ ✉♥✐q✉❡✮✳ ❙♦✐❡♥t σ : A ⇒ B ❡t τ : B ⇒ C ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ❞ét❡r♠✐✲
♥✐st❡s✱ ❡t s ∈ σ; τ ✳ ❆❧♦rs ❧❡ té♠♦✐♥ u ∈ σ || τ ❞❡ s ❡st ✉♥✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❝✬❡st ❧❛ s❡✉❧❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ u ∈ I(A,B,C) t❡❧❧❡ q✉❡ u↾A,B ∈ σ✱ u↾B,C ∈ τ ❡t u↾A,C = s✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ s ❛❞♠❡t ❞❡✉① té♠♦✐♥s u1 ❡t u2✱ ❛❧♦rs ❝❡✉①✲❝✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❞✐✛ér❡r q✉❡ ❞❛♥s
B ✿ ❝✬❡st ❞♦♥❝ q✉❡ s♦✐t σ✱ s♦✐t τ ❛ ❡✉ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✼✳ ❙♦✐❡♥t σ : A ⇒ B ❡t τ : B ⇒ C ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱ ❛❧♦rs
σ; τ : A⇒ C ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ s ∈ LA⇒C t❡❧ q✉❡ s ∈ σ; τ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ sa ∈
LA⇒C t❡❧❧❡ q✉❡ sab ∈ σ; τ ❡t sab′ ∈ σ; τ ✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ s ❛ ✉♥ té♠♦✐♥ ✉♥✐q✉❡ u✱ q✉✐
♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉ ❡♥ uavb té♠♦✐♥ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✉r sab✱ ❡t uav′b′ té♠♦✐♥ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✉r sab′✳ ▼❛✐s
♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡✱ ❡t ♣❛r ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❞❡ σ ❡t τ ✱ ♦♥ ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t v = v′✱ ❞♦♥❝
b ❡t b′ ❞♦✐✈❡♥t ❥♦✉❡r ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✱ A ♦✉ C✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ b 6= b′
✐♠♣❧✐q✉❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❞❡ σ ✭s✐ b, b′ s♦♥t ❞❛♥s A✮ ♦✉ ❞❡ τ ✭s✐ b, b′ s♦♥t
❞❛♥s C✮✳
❚♦t❛❧✐té✳ ❈♦♠♠❡ ❞é✜♥✐ ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ σ ❡st t♦t❛❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ❛ t♦✉❥♦✉rs ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥
❝♦✉♣ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ré♣♦♥s❡ à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❝♦✉♣ ❞❡ ❧✬❖♣♣♦s❛♥t✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡
✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❞✉❛❧✐té ❡♥tr❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❡t t♦t❛❧✐té✱ ❛✐♥s✐ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t s✬❛tt❡♥❞r❡ à ❝❡ q✉❡ ❝❡tt❡
♣r♦♣r✐été s♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈❡ ♥✬❡st ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ❛✐♥s✐
❞❡✉① str❛té❣✐❡s σ : A ⇒ B ❡t τ : B ⇒ C t♦t❛❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥♥❡r ❧✐❡✉ à ✉♥❡ str❛té❣✐❡ σ; τ
♣❛rt✐❡❧❧❡ ✿ ✐❧ s✉✣t q✉❡ σ ❡t τ s❡ ❧❛♥❝❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❞✐❛❧♦❣✉❡ ✐♥✜♥✐ ❞❛♥s B✱ ❥❛♠❛✐s ✈✐s✐❜❧❡ ❞❡
❧✬❡①tér✐❡✉r✳ ❈✬❡st ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦t❛❧✐té ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ q✉✐ ♠♦t✐✈❡ t♦✉t❡
❧❛ P❛rt✐❡ ■ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
✷✳✷ ❯♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡
✷✳✷✳✶ ❋✐❧s ❡t str❛té❣✐❡s ✜❧❛✐r❡s
❇✐❡♥ q✉✬♦♥ ♥❡ s✬❡♥ s❡r✈❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❛rè♥❡s ❡t str❛té❣✐❡s
✐♥♥♦❝❡♥t❡s✱ ✐❧ ♣❛r❛ît ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❛✉① ❥❡✉① ❞✬❛rè♥❡✱ ❞❡
♣❛r❧❡r ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✜❧✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ✉♥ ✜❧ ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♥✬❛②❛♥t q✉✬✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝♦✉♣
✐♥✐t✐❛❧✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❡st q✉❡ ❞❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✜❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é❣❛❣❡r
❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ Str q✉✐ s♦✐t ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❤❛q✉❡ ♦❜❥❡t ❞❡ Str
✷✳✷✳ ❯◆❊ ❈❆❚➱●❖❘■❊ ❈❆❘❚➱❙■❊◆◆❊ ❋❊❘▼➱❊ ✹✺
❡st ❞é❥à éq✉✐♣é ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ δA : A⇒ A×A✱ s❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❝♦♠♠❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té
s✉r ❝❤❛q✉❡ ✜❧✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛ s✉✐✈❛♥t ✿
A ⇒ A × A
q
q
m
m
q
q
n
n
m
m
❉❡ ♠ê♠❡✱ ❝❤❛q✉❡ ❛rè♥❡ ❡st éq✉✐♣é❡ ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞✬❡✛❛❝❡♠❡♥t✱ q✉✐ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ str❛té❣✐❡
ηA : A→ 1✱ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✈✐❞❡✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳ ❙✐ A ❡st ✉♥❡ ❛rè♥❡✱ ❧❡ tr✐♣❧❡t (A, δA, ηA) ❡st ✉♥ ❝♦♠♦♥♦ï❞❡ ❞❛♥s Str✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♦♥ s❛✐t q✉❡ s✐ C ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ s②♠étr✐q✉❡ ♠♦♥♦ï❞❛❧❡ ❢❡r♠é❡✱ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s
❝♦♠♦♥♦ï❞❡s ❝♦❝♦♠♠✉t❛t✐❢s ❞❡ C ❡t ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❝♦♠♦♥♦ï❞❡s ❡st ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡ ❬▼❡❧✵✽❪✳
❆✐♥s✐ ❛♣♣❛r❛ît ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✬✐s♦❧❡r ❞❛♥s Str ❧❡s str❛té❣✐❡s q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡s
♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❝♦♠♦♥♦ï❞❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r s✬❡♥ ❞♦✉t❡✱ ❝✬❡st ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✜❧ q✉✐ ❞♦♥♥❡r❛
❧❛ ré♣♦♥s❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥✳ P♦s♦♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❛rè♥❡✱ ❡t s ∈ LA✳ ❙✐ i ❡st ✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ s✱ ♥♦t♦♥s s↾i ❧❛
s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ s ❞❡s ❝♦✉♣s ❤éré❞✐t❛✐r❡♠❡♥t ❥✉st✐✜és ♣❛r i✳ ▲❡ ✜❧ ❝♦✉r❛♥t ❞❡ s✱ ♥♦té ⌈s⌉✱ ❡st
❛❧♦rs ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t s↾i✱ ♦ù i ❡st ❧❡ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❥✉st✐✜❛♥t ❤éré❞✐t❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣
❞❡ s✳
❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✜❧ ❝♦✉r❛♥t ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ s✉r t♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ s✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r
❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳ ❙♦✐t σ : A ✉♥❡ str❛té❣✐❡✳ σ ❡st ❞✐t❡ ✜❧❛✐r❡ s✐ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∀s ∈ LA, s ∈ σ ⇔ ∀s
′ ⊑P s, ⌈s′⌉ ∈ σ
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ σ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞✉ ✜❧ ❝♦✉r❛♥t✳
✹✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❉❊ ❏❊❯❳
❇✐❡♥ sûr✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ▲✬é❧é♠❡♥t
✐♠♣♦rt❛♥t à r❡t❡♥✐r ❡st q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❝❛r❛❝tér✐s❡r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ σ ✜❧❛✐r❡ ♣❛r s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✜❧s✳
➚ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ σ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡ ✜❧ ❝♦✉r❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ à ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✜❧✱ ❡t ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ ❝♦✉♣
à ❥♦✉❡r✳ ▼♦♥tr❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s str❛té❣✐❡s ✜❧❛✐r❡s ❡st ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡ ✿ ✐❧ s✉✣t
❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ σ; τ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥ ❡①❛♠✐♥❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥
s❡✉❧ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ s✉r C✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡s str❛té❣✐❡s ✜❧❛✐r❡s rés✐❞❡ s✉rt♦✉t ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱
❞♦♥t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❬❍❛r✾✾❪✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✷ ✭❍❛r♠❡r✮✳ ▲❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❝♦♠♦♥♦ï❞❡s ❞❛♥s Str s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s
str❛té❣✐❡s ✜❧❛✐r❡s✳
❙✬❡♥s✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t✱ ❞❡ ♣❛r ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♣❧✉s ❤❛✉t✱ q✉❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❛rè♥❡s ❡t
str❛té❣✐❡s ✜❧❛✐r❡s ❡st ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡ ✿ ❡❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t ❞♦♥❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦rr❡❝t ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡
♠♦❞è❧❡ ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ♥✬❡st t♦✉❥♦✉rs ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t✱ ❡♥ ❝❡ s❡♥s q✉✬✐❧ ❡st très ❧♦✐♥
❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s str❛té❣✐❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ♥❡ ✈✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s✳
❖♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❧❛ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥♥♦❝❡♥❝❡✱ q✉✐ ❢♦✉r♥✐r❛ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡
❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ r❡❝❤❡r❝❤é❡✳
✷✳✷✳✷ ❱✉❡✱ ✈✐s✐❜✐❧✐té
P♦✐♥t❡✉rs✳ ■❧ ② ❛ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❢❛ç♦♥s ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s ♣♦✐♥t❡✉rs✱ ❡t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡s ❢♦✉r♥✐t
é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ ✈✉❡✳ ❯♥❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t r✐❝❤❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❜❛❝❦tr❛❝❦ ✿
❞✉r❛♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❥♦✉❡✉rs ❏♦✉❡✉r ❡t ❖♣♣♦s❛♥t✱ ❧✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❥♦✉❡✉rs ♣❡✉t
❞é❝✐❞❡r ❞❡ r❡✈❡♥✐r à ✉♥ ét❛t ♣ré❝é❞❡♥t✳ P❧✉tôt q✉❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❝❡❧❛ ♣❛r ❧❡ r❡t♦✉r ❞❡ ❧❛
♣❛rt✐❡ à ❧✬✉♥ ❞❡ s❡s ♣ré✜①❡s✱ ♦♥ ✐♥t❡r♥❛❧✐s❡ ❝❡ r❡t♦✉r ❡♥ ❛rr✐èr❡ ❞❛♥s ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ♣❛r
❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r✳ ➱✈✐❞❡♠♠❡♥t ❝❡ ♣♦✐♥t❡✉r ❞♦✐t s✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡r ❞❡ ❧✬♦✉❜❧✐ ❞✬✉♥❡
♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ✿ s✐ ❖♣♣♦s❛♥t ❞é❝✐❞❡ ❞❡ r❡✈❡♥✐r à ✉♥ ét❛t ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝♦✉♣ ❞✉
❏♦✉❡✉r ♥❡ ❞♦✐t ❞é♣❡♥❞r❡ q✉❡ ❞❡ ❝❡t ét❛t r❡str❡✐♥t✳ ❈✬❡st ❧❛ ✈✉❡ q✉✐ s❡ ❝❤❛r❣❡r❛ ❞❡ ❞é✜♥✐r
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❥♦✉❡✉rs ♦♥t ❛❝❝ès ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❧❡✉r ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝♦✉♣✳
❱✉❡s✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ✈✉❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ❥♦✉❡✉rs ❡t ❛✉① ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡s ♣♦❧❛r✐tés ❞✉ ❝♦✉♣ ❛❝t✉❡❧✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳ ❙♦✐t s ✉♥ ♠♦t à ♣♦✐♥t❡✉rs✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❧❛ ✈✉❡ ✭♥♦té❡
psy✮ ❡t ❧❛ ❝♦✈✉❡ ✭♥♦té❡ xsq✮ s✉r s ✿
pǫy = ǫ
psay = xsqa
xǫq = ǫ
xs1aq = a s✐ a ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉r
xs1bs2aq = ps1bya s✐ a ♣♦✐♥t❡ s✉r b
❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❝♦✉♣s ❞❡ psy ❡t xsq✳ ◗✉❛♥t ❛✉① ♣♦✐♥t❡✉rs✱ ✐❧s s♦♥t ❝♦♥s❡r✈és s✐ ♣♦s✲
s✐❜❧❡ ✿ s✐ s′ = psy✱ ❛❧♦rs ✉♥ ❝♦✉♣ s
′
j ♣♦✐♥t❡ s✉r s
′
i ❞❛♥s s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s
′
i ❡t s
′
j ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ sφ(i) ❡t sφ(j) ❞❛♥s s✱ ❛✈❡❝ sφ(j) q✉✐ ♣♦✐♥t❡ s✉r sφ(i)✳
▲❛ ✈✉❡ ❡st ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❛ ❛❝❝ès ❧❡ ❥♦✉❡✉r ❛②❛♥t ❥♦✉é ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣✱
❧❛ ❝♦✈✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ♣♦✉r s♦♥ ❛❞✈❡rs❛✐r❡✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✱ ♦♥
r❡tr♦✉✈❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ✭❢❛♠✐❧✐èr❡s ❛✉① ❧❡❝t❡✉rs ❤❛❜✐t✉és à ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉①✮ ❞❡ P ✲✈✉❡ ❡t ❞❡
O✲✈✉❡ ✿
✷✳✷✳ ❯◆❊ ❈❆❚➱●❖❘■❊ ❈❆❘❚➱❙■❊◆◆❊ ❋❊❘▼➱❊ ✹✼
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✹✳ ❙♦✐t s ✉♥❡ ♣❛rt✐❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ✈✉❡ ❞❡ ❏♦✉❡✉r ✭♦✉ P ✲✈✉❡✮ s✉r s✱ ♥♦té❡ psq✱
♣❛r ✿
psq = psy s✐ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ❞❡ s ❡st ❏♦✉❡✉r
psq = xsq s✐♥♦♥
❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ✈✉❡ ❞✬❖♣♣♦s❛♥t ✭♦✉ O✲✈✉❡✮ s✉r s✱ ♥♦té❡ xsy✱ ♣❛r ✿
xsy = psy s✐ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ❞❡ s ❡st ❖♣♣♦s❛♥t
xsy = xsq s✐♥♦♥
❱✐s✐❜✐❧✐té✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦té ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❧❡s ♣♦✐♥t❡✉rs ♣❡✉✈❡♥ts êtr❡ ♣❡r❞✉s ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛
✈✉❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ r✐❡♥ ♥✬❛ss✉r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t q✉❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❧é❣❛❧❡s✳ ■❧
❡st ♠ê♠❡ ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ à ❧✐r❡ ❞❡
❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡✳ ▲❡s ❝♦✉♣s ❜❧❛♥❝s ✭◦✮ s♦♥t ❞❡s ❝♦✉♣s ❖♣♣♦s❛♥t✱ ❧❡s ❝♦✉♣s ♥♦✐rs ✭•✮ s♦♥t ❞❡s
❝♦✉♣s ❏♦✉❡✉r✳
◦ • ◦ • ◦
❙✐ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ✈✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡r❞ s♦♥ ♣♦✐♥t❡✉r✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs
✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♦ù ❝❡ ❝♦✉♣✱ ♥♦♥✲✐♥✐t✐❛❧✱ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❥✉st✐✜❝❛t❡✉r ✿ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s êtr❡
❧é❣❛❧❡✳ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ✈♦♥t s✬❛♣♣✉②❡r s✉r ❝❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ✈✉❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝
❝❡r♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❡❧❧❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✺✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❛rè♥❡✱ ❡t s ∈ LA✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ s ❡st P ✲✈✐s✐❜❧❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ♣ré✜①❡
s′ ⊑ s✱ ♦♥ ❛ ps′q ∈ LA✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❏♦✉❡✉r ♣♦✐♥t❡ t♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s s❛ P ✲✈✉❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s ❡st
O✲✈✐s✐❜❧❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ♣ré✜①❡ s′ ⊑ s✱ ♦♥ ❛ xs
′
y ∈ LA✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❖♣♣♦s❛♥t ♣♦✐♥t❡ t♦✉❥♦✉rs
❞❛♥s s❛ O✲✈✉❡✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ s ∈ LA ❡st ✈✐s✐❜❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st à ❧❛ ❢♦✐s P ✲✈✐s✐❜❧❡ ❡t O✲✈✐s✐❜❧❡✳
❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ s❛✉t✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✈✐s✐❜✐❧✐té ❡st q✉✬❡❧❧❡ ✐♠♣♦s❡
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ s❛✉t✼✱ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❢♦r♠✉❧❡r ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ s ∈
LA×B✱ s❡✉❧ ❖♣♣♦s❛♥t ♣❡✉t ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s s❛✉ts✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣❛ss❡r ❞❡ A à B✳ ❉❛♥s ✉♥❡ s♦♠♠❡✱
❝❡ s❡r❛ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ✿ s❡✉❧ ❏♦✉❡✉r ♣♦✉rr❛ ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s s❛✉ts✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡st q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ s ♣♦✉rr❛ êtr❡ r❡str❡✐♥t❡ à A ♦✉ B t♦✉t ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❛ ❧é❣❛❧✐té ✿
▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✸ ✭❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ s❛✉t✮✳ ❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡✉① ❛rè♥❡s✱ ♦♥ ❛ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✶✳ ❙✐ s ∈ LA×B ❡st P ✲✈✐s✐❜❧❡✱ ❛❧♦rs s❡✉❧ ❖♣♣♦s❛♥t ♣❡✉t s❛✉t❡r ❡♥tr❡ A ❡t B✱ ❛✐♥s✐ ♦♥ ❛ ✽✱
s↾A ∈ LA ❡t s↾B ∈ LB✳
✷✳ ❙✐ s ∈ LA+B ❡st ✉♥ ✜❧ O✲✈✐s✐❜❧❡✱ ❛❧♦rs s❡✉❧ ❏♦✉❡✉r ♣❡✉t s❛✉t❡r ❡♥tr❡ A ❡t B✱ ❛✐♥s✐ ♦♥ ❛
s↾A ∈ LA ❡t s↾B✳
✸✳ ❙✐ s ∈ LA ❡st P ✲✈✐s✐❜❧❡✱ ❛❧♦rs s❡✉❧ ❖♣♣♦s❛♥t ♣❡✉t s❛✉t❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ✜❧s ❞❡ s✳ ❙✐ i ❡st ✉♥
❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛♥s s✱ ❛❧♦rs s↾i ∈ LA✳
✹✳ ❙✐ s ∈ LA+B ❡st ✈✐s✐❜❧❡✱ ❛❧♦rs s↾A ∈ LA ❡t s↾B ∈ LB✳
✼❆♣♣❡❧é❡s s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✳
✽❖♥ ♣❛ss❡ s♦✉s s✐❧❡♥❝❡ ❧❡ ré❛❞r❡ss❛❣❡ ✐♠♠é❞✐❛t✳
✹✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❉❊ ❏❊❯❳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ❝❤♦s❡ à ♠♦♥tr❡r ❡st ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛❧t❡r♥❛♥❝❡✳ ❙✐ s
❡st ✉♥❡ P ✲✈✉❡ s✉r A × B✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ s✉r s q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t
✐♥❝❧✉s❡ s♦✐t ❞❛♥s A✱ s♦✐t ❞❛♥s B✳ ❉♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ P ✲✈✐s✐❜✐❧✐té ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❏♦✉❡✉r ♥❡ ♣❡✉t
♣❛s s❛✉t❡r✳ ❉❡ ♠ê♠❡ s✉r A+B✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ q✉✬✉♥❡ O✲✈✉❡ ✜❧❛✐r❡ ❡st
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ qLs1 ♦✉ qRs2✱ ❛✈❡❝ s1 ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s A ♦✉ s2 ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s
B✳ ❉♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ O✲✈✐s✐❜✐❧✐té ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬❖♣♣♦s❛♥t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❢❛✐r❡ ❞❡ s❛✉t✱ ❛✐♥s✐ ❧❡s
❞❡✉① ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s s♦♥t ❛❧t❡r♥é❡s ❞♦♥❝ ❧é❣❛❧❡s✳ ▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ é♥♦♥❝é s❡ ♣r♦✉✈❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r✱
❡t ❧❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡s é♥♦♥❝és ✷ ❡t ✸✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉t❡✉rs ✐♥tè❣r❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✈✐s✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s
♣❛rt✐❡s ❧é❣❛❧❡s✳ ■❝✐✱ ♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❧❡ ❢❛✐r❡ ♣❛r❝❡ q✉✬♦♥ ❡①♣❧♦✐t❡r❛ ✭❜r✐è✈❡♠❡♥t✮ ❞❛♥s ❝❡tt❡
t❤ès❡ ❝❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♥♦♥✲✈✐s✐❜✐❧✐té✾✳ ■♥s✐st♦♥s t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❡st très r❛r❡
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ✈✐s✐❜❧❡ ♣♦✉r ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥
♥♦t❛❜❧❡ ét❛♥t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❛❞♠❡tt❛♥t ❞❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❛♥s ❬❆❍▼✾✽❪✳
❚♦✉t❡s ❧❡s str❛té❣✐❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ s❛t✐s❢❡r♦♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✻✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❛rè♥❡✱ ❡t σ : A✳ ▲❛ str❛té❣✐❡ σ ❡st ✈✐s✐❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
♣♦✉r t♦✉t s ∈ σ✱ s ❡st P ✲✈✐s✐❜❧❡✳
❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ✈✐s✐❜❧❡s ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡r❛ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡r❛ ❞❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥✲
❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ à ✈❡♥✐r ❞❡ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥♥♦❝❡♥❝❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡t é❣❛❧❡♠❡♥t
♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ✈✐s✐❜❧❡s ❡st ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ✿ ❧❡s str❛✲
té❣✐❡s ✈✐s✐❜❧❡s✱ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✐♥♥♦❝❡♥t❡s ♠❛✐s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s t❡r♠❡s
❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ à ❧❛ ❆❧❣♦❧ ❬❆▼✾✼❪✱ ❛✈❡❝ str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠✉t❛❜❧❡s s✉r
❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❜❛s❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ P ✲✈✉❡ ❛✉①
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✼✳ ❙♦✐❡♥t A,B ❡t C tr♦✐s ❛rè♥❡s✱ ❡t s♦✐t u ∈ I(A,B,C)✳ ❉❛♥s u✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥
❝♦✉♣ ❞❡ ❧✬❖♣♣♦s❛♥t ❡①t❡r♥❡ s♦✐t ✉♥ ❝♦✉♣ ❏♦✉❡✉r ❞❡ A✱ s♦✐t ✉♥ ❝♦✉♣ ❖♣♣♦s❛♥t ❞❡ C ✭❛✉tr❡♠❡♥t
❞✐t✱ ❝✬❡st ✉♥ ❝♦✉♣ ❖♣♣♦s❛♥t ❞❡ A⇒ C✮✳ ▲❛ ♣ré✲✈✉❡ ❞❡ u✱ ♥♦té❡ puq✱ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝é❞é
ré❝✉rs✐❢ s✉✐✈❛♥t✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ o ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ❝♦✉♣ ❞❡ ❧✬❖♣♣♦s❛♥t ❡①t❡r♥❡✳
pu1pu2oq = pu1pqo s✐ o ♣♦✐♥t❡ s✉r p
puiq = i s✐ i ❡st ✐♥✐t✐❛❧
pupq = puqp s✐♥♦♥
▲❡ ❝❤♦✐① ❞✉ t❡r♠❡ ♣ré✲✈✉❡ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ s♦♥t
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡s q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s P ✲✈✉❡s ✭✐✳❡✳ ❞❡s ♣❛rt✐❡s s t❡❧❧❡s q✉❡ psq = s✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t
❖♣♣♦s❛♥t ♣♦✐♥t❡ t♦✉❥♦✉rs ✈❡rs ❧❡ ❝♦✉♣ ♣ré❝é❞❡♥t✮ s✉r A⇒ C ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡✳
❇✐❡♥ sûr✱ ❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ s♦✉s✲❡♥t❡♥❞ q✉❡ s✐ u ∈ I(A,B,C) ❧❛ ♣ré✲✈✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ s❛t✐s❢❛✐t
❡❧❧❡ ❛✉ss✐ puq ∈ I(A,B,C)✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛✉① ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✿ s❛♥s ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ✈✐s✐❜✐❧✐té s✉r A⇒ B ❡t
B ⇒ C✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣ré✲✈✉❡ ♣❡✉t ♣❡r❞r❡ ❞❡s ♣♦✐♥t❡✉rs ❡t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥❝♦rr❡❝t❡✳
P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ✈✐s✐❜✐❧✐té s✉✣t ♣♦✉r ❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❛ ♣ré✲✈✉❡ ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❝♦rr❡❝t❡✱ ❝♦♠♠❡ ét❛❜❧✐ ♣❛r ❧❡s ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
✾ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐té ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ P❛rt✐❡ ■ ♦♥t été é♥♦♥❝és ♣♦✉r ❧❡s
♣❛rt✐❡s ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✈✐s✐❜❧❡s s❡✉❧❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣✳
✷✳✷✳ ❯◆❊ ❈❆❚➱●❖❘■❊ ❈❆❘❚➱❙■❊◆◆❊ ❋❊❘▼➱❊ ✹✾
▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✹✳ ❙♦✐t u ∈ I(A,B,C) ✈ér✐✜❛♥t ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐s✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ u′ ⊑ u✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ❞❡ u′ ♣♦✐♥t❡ ❞❛♥s pu′q✳ ❙♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t
X ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✭♣❛r♠✐ A ⇒ B ❡t B ⇒ C✮ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ❞❡ u✶✵✱ ❛❧♦rs pu↾Xq ❡st ✉♥❡
s♦✉s✲séq✉❡♥❝❡ ❞❡ puq✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦✉♣s ❞❡ pu↾Xq s♦♥t ❝♦♠♣r✐s ❞❛♥s puq✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r u✳ ❙✐ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ❡st ✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ s✉r
X✱ ❝✬❡st é✈✐❞❡♥t ❀ ❝❡ ❝❛s ❝♦♠♣r❡♥❞ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❙✐ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ❡st ✉♥ ❝♦✉♣
❏♦✉❡✉r s✉r X✱ ❛❧♦rs p(u′m)↾Xq = pu′↾Xqm✳ ❖r ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ❞❡ u
′ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s X✱ ❞♦♥❝
♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ pu′↾Xq ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ s♦✉s✲séq✉❡♥❝❡ ❞❡ pu
′q✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t ❝❡ ❝❛s✳ ❙✐ ❧❡
❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ❡st ✉♥ ❝♦✉♣ ❖♣♣♦s❛♥t s✉r X✱ ❛❧♦rs u ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ u1nu2m✱ ❛✈❡❝ m ♣♦✐♥t❛♥t
s✉r n✳ ❖r ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r u ❧❡ ❝♦✉♣ n ❡st ❞❛♥s puq✱ ❡t p(u1nu2m)↾Xq = p(u1n)↾Xqm✳ ▼❛✐s
p(u1n)↾Xq ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲séq✉❡♥❝❡ ❞❡ pu1nq ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❞♦♥❝ pu↾Xq ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡
s♦✉s✲séq✉❡♥❝❡ ❞❡ puq✳
▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✺✳ ❙♦✐t u ∈ I(A,B,C) t❡❧❧❡ q✉❡ u↾A⇒B ❡t u↾B⇒C s♦♥t P ✲✈✐s✐❜❧❡s✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ puq ♥❡ ♣❡r❞ ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t u′ ⊑ u✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ❞❡ u′ ♣♦✐♥t❡
❞❛♥s pu′q✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ puq ∈ I(A,B,C)✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❘❛✐s♦♥♥♦♥s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ u✳ ❙✐ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ❞❡ u ❡st
✐♥✐t✐❛❧✱ ❧✬❛✣r♠❛t✐♦♥ ❡st tr✐✈✐❛❧❡ ❀ ❝❡ ❝❛s ❝♦♠♣r❡♥❞ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❜❛s❡✳ ❙✐ ❝✬❡st ✉♥ ❝♦✉♣ ❞❡ ❧✬❖♣♣♦s❛♥t
❡①t❡r♥❡✱ ❛❧♦rs u ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ u1pu2o ✭❛✈❡❝ o ♣♦✐♥t❛♥t s✉r p✮✱ ❡t ❛❧♦rs puq = pu1pqo ✿ ✐❧ ❡st
tr✐✈✐❛❧ q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t❡✉r ❞❡ o ❡st ❛❧♦rs ♣rés❡r✈é✳ ❙✐ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝♦✉♣ ❞❡ ❧✬❖♣♣♦s❛♥t
❡①t❡r♥❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ X ♣❛r♠✐ A ⇒ B ❡t B ⇒ C t❡❧❧❡ q✉❡ p ❡st ✉♥ ❝♦✉♣
❏♦✉❡✉r ❞❛♥s X✳ ❉é❝♦♠♣♦s♦♥s u = u′p✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs puq = pu′pq = pu′qp✳ ❖♥ s❛✐t ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡
❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ pu′q ♥❡ ♣❡r❞ ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉r✱ ✐❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡r❞ ♣❛s ❧❡
♣♦✐♥t❡✉r ❞❡ p✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ u′ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✹✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ pu′q ♥❡ ♣❡r❞ ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉r✱ ♦r ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣
❞❡ u′ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ❝♦✉♣ ❖♣♣♦s❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ X q✉❡ p✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t
q✉❡ pu′↾Xq ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲séq✉❡♥❝❡ ❞❡ pu
′q✱ ♦r ❧❡ ♣♦✐♥t❡✉r ❞❡ p ❡st ❞❛♥s pu↾Xq ♣❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡
P ✲✈✐s✐❜✐❧✐té s✉r X✱ ❞♦♥t ✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ♣rés❡♥t ❞❛♥s puq = pu′qp✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ puq ♥❡ ♣❡r❞ ❞♦♥❝ ♣❛s
❞❡ ♣♦✐♥t❡✉r✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ✐♠♠é❞✐❛t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ puq ∈ I(A,B,C)✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✻✳ ❙♦✐t σ : A ⇒ B ❡t τ : B ⇒ C ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ✈✐s✐❜❧❡s✱ ❛❧♦rs σ; τ ❡st
é❣❛❧❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■♠♠é❞✐❛t ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳
❚r❛♥s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ✈✐s✐♦♥✳ ❖♥ ✈❛ ♣rés❡♥t❡r ✐❝✐ ✉♥ ❧❡♠♠❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ♠❡tt❛♥t ❡♥ r❡✲
❧❛t✐♦♥ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ✈✉❡ ❡t ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❈❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣✲
♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❛rè♥❡s ❡t str❛té❣✐❡s ✐♥♥♦❝❡♥t❡s✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣rés❡♥té s❡r❛
✉t✐❧✐sé ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡t ✐❧ ❡st r✐❝❤❡ ❡♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é q✉✐ s✉✐t✱ s✐ si ❡st ✉♥ ❝♦✉♣
❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ s✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ s≤i ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré✜①❡ ❞❡ s ❞♦♥t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ❡st si✳ ❙✐ u ❡st ✉♥❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡t q✉❡ X ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣❛r♠✐ A⇒ B✱ B ⇒ C ❡t A⇒ C✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ sj ✈♦✐t
si ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ X s✐ si ❡st ❞❛♥s p(s≤j)↾Xq✳
▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✼✳ ❙♦✐t u ∈ I(A,B,C) t❡❧❧❡ q✉❡ u↾A,B ❡t u↾B,C s♦♥t P ✲✈✐s✐❜❧❡s✳ ❙♦✐❡♥t ui ✉♥ ❝♦✉♣
❞❛♥s A✱ uj ✉♥ ❝♦✉♣ ❞❛♥s B ❡t uk ✉♥ ❝♦✉♣ ❞❛♥s C✳ ❆❧♦rs✱ s✐ ui ✈♦✐t uj ❞❛♥s A⇒ B ❡t q✉❡ uj
✈♦✐t uk ❞❛♥s B ⇒ C✱ ❛❧♦rs ui ✈♦✐t uk ❞❛♥s A⇒ C✳
✶✵◆♦t♦♥s q✉✬♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❡t ♣❛s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ❞❡ u ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐①
♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐q✉❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ❡st ❞❛♥s B✳
✺✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❉❊ ❏❊❯❳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ♣ré✲✈✉❡ ❞❡ u≤i✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✺✱ u ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✹✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ p(u≤i)↾A,Bq ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲séq✉❡♥❝❡ ❞❡ pu≤iq✳ ❖r ♣✉✐sq✉❡ ui
✈♦✐t uj ✱ uj ❡st ❞❛♥s p(u≤i)↾A,Bq ❞♦♥❝ ❞❛♥s pu≤iq✱ ❞♦♥❝ pu≤jq ❡st ♣ré✜①❡ ❞❡ pu≤iq✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ uj ✈♦✐t uk ✿ uk ❡st ❞♦♥❝ ❞❛♥s p(u≤j)↾B,Cq ❞♦♥❝ ❞❛♥s pu≤jq ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡
✷✳✷✳✹✱ ❞♦♥❝ ❞❛♥s pu≤iq✱ ❞♦♥❝ uk ❡st ❜✐❡♥ ❞❛♥s p(u≤i)↾A,Cq ❡t ui ✈♦✐t uk ❞❛♥s A⇒ C✳
❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❛✉ ❞❡❧à ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ♣❡✉t
♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ui s♦✐t ❞❛♥s
A ❡t uk ❞❛♥s C✱ ç❛ ♣❡✉t très ❜✐❡♥ êtr❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ♦✉ ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ t♦✉s ❞❡✉① ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡
❝♦♠♣♦s❛♥t❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ très ❣é♥ér❛❧❡✱ x ✈♦✐t z ❞❛♥s A⇒ C s✬✐❧ ❧❡ ✈♦✐t ❞é❥à
❞❛♥s A⇒ B ♦✉ B ⇒ C✱ ♦✉ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ y t❡❧ q✉❡ x ✈♦✐❡ y ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
X ❡t y ✈♦✐❡ z ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ Y ✳ ❈❡t é♥♦♥❝é ❡st ❛❣ré❛❜❧❡✱ ❝❛r ✐❧ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ très
❝♦♥❝rèt❡ ❞❡s ❝♦✉♣s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ P ✲✈✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈✐s✐❜❧❡✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱
♦♥ ✈❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡ s❡✉❧ q✉✐ s❡r✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
✷✳✷✳✸ ❈♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❡t s❛t✉r❛t✐♦♥
❆✈❡❝ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❞✉ ❜❛❝❦tr❛❝❦ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈✐s✐❜✐❧✐té s✬❡①♣❧✐q✉❡
❛✐sé♠❡♥t✳ ▲♦rsq✉✬❖♣♣♦s❛♥t ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ r❡t♦✉r✲❛rr✐èr❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r✱ ♦♥ ❛
❡①♣❧✐q✉é q✉❡ s♦♥ ❛❞✈❡rs❛✐r❡ ✭✐❝✐ ❏♦✉❡✉r✮ ❞♦✐t ♦✉❜❧✐❡r ❧❡s ❝♦✉♣s ❝♦✉✈❡rts ♣❛r ❝❡ ♣♦✐♥t❡✉r✳ ❆
❢♦rt✐♦r✐✱ ❏♦✉❡✉r ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s ♣♦✐♥t❡r s✉r ❝❡s ❝♦✉♣s ❝♦✉✈❡rts ✿ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡ r❡t♦✉r
✈❡rs ✉♥ ét❛t q✉✐ ✓♥✬❛ ♣❧✉s ❡✉ ❧✐❡✉✔✳ ▲❛ ✈✐s✐❜✐❧✐té ❞é✜♥✐t ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s
♣♦✐♥t❡✉rs✱ ♠ê♠❡ s✐ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❧❡s str❛té❣✐❡s ♣❡✉✈❡♥t ❡♥❝♦r❡ ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡
❧❛ ♣❛rt✐❡✳
■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s str❛té❣✐❡s q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ré❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡
❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ P ✲✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
♣r♦♣r✐été s✉r ❧❡s ♣❛rt✐❡s✱ ❡t ♥♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❞✐r❛ q✉❡ s ❡st ✉♥❡ P ✲✈✉❡ s✐
psq = s✱ ♦✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ s✐ ❖♣♣♦s❛♥t ♣♦✐♥t❡ t♦✉❥♦✉rs s✉r ❧❡ ❝♦✉♣ ♣ré❝é❞❡♥t ❞❛♥s s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✽✳ ❙✐ σ : A ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s P ✲✈✉❡s ❞❡ σ✱ ♥♦té pσq✱
♣❛r ✿
pσq = {psq | s ∈ σ}
❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ V ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P ✲✈✉❡s✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛❝❡s ❞❡ V ♣❛r ✿
tr(V ) = {s ∈ LA | ∀s
′ ⊑P s, ps′q ∈ V }
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✽✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s tr(−) ❡t p−q ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✿
p−q ⊣ tr(−)
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬♦♥ ❛✐t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ σ : A ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P ✲✈✉❡s V t❡❧❧❡s
q✉❡ pσq ⊆ V ✳ ❙♦✐t ❛❧♦rs s ∈ σ✱ ❡t s♦✐t s′ ⊑P s✳ ◆é❝❡s❛✐r❡♠❡♥t✱ ps′q ∈ pσq ⊆ V ✱ ❞♦♥❝ s ∈ tr(V )✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ σ ⊆ tr(V )✱ s♦✐t v ∈ pσq✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ✐❧ ❡①✐st❡ s ∈ σ t❡❧ q✉❡ v = psq✳
▼❛✐s ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs é❣❛❧❡♠❡♥t s ∈ tr(V )✱ ❞✬♦ù psq = v ∈ V ✳
✷✳✷✳ ❯◆❊ ❈❆❚➱●❖❘■❊ ❈❆❘❚➱❙■❊◆◆❊ ❋❊❘▼➱❊ ✺✶
❙❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ tr(p−q) ❡st ✉♥❡ ❢❡r♠❡t✉r❡✳ ❉és♦r♠❛✐s✱ ♥♦✉s ♥♦✲
t❡r♦♥s
σ = tr(pσq)
❡t ❛♣♣❡❧❡r♦♥s ❝❡tt❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✾✳ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ σ ❡st ❞✐t❡ s❛t✉ré❡ ❧♦rsq✉❡ σ = σ✳
P❛r ✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡✱ σ ❡st t♦✉❥♦✉rs s❛t✉ré❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ str❛té❣✐❡ σ✳ P❛r
❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ s❛t✉ré❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈✉❡ ❝♦✉r❛♥t❡✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ▼❡♥t✐♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été tr♦✉❜❧❛♥t❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✿ ❡❧❧❡ ✐♥t❡r✲
❛❣✐t ♠❛❧ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬♦♥ ♥✬❛ ♣❛s✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ σ; τ = σ; τ ✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♦♥
♣❡✉t s❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s s❛t✉ré❡s ♥✬❡st ♣❛s st❛❜❧❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❡✉① str❛té❣✐❡s σ ❡t τ s❛t✉ré❡s t❡❧❧❡s q✉❡ σ; τ ♥❡ s♦✐t ♣❧✉s s❛✲
t✉ré❡ ✿ ✉♥ t❡❧ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❛♣♣❛r❛ît ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬❍❛r✾✾❪✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été
s❡r❛ ✈ér✐✜é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ q✉✐ ❛♠è♥❡ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥♥♦❝❡♥❝❡✳ ◆♦t♦♥s ❛✉ ♣❛ss❛❣❡
q✉❡ ❝✬❡st ❝❡ ❞é❢❛✉t ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s str❛té❣✐❡s s❛t✉ré❡s q✉✐ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡
❞❡ str❛té❣✐❡s ♥✬❡st ♣❛s ❛❞éq✉❛t❡ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳
✷✳✷✳✹ ■♥♥♦❝❡♥❝❡
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✵✳ ❙♦✐t σ : A ✉♥❡ str❛té❣✐❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ σ ❡st ✐♥♥♦❝❡♥t❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
❡❧❧❡ ❡st s❛t✉ré❡ ❡t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳
❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s str❛té❣✐❡s ✐♥♥♦❝❡♥t❡s✳ ❈❡ ré✲
s✉❧t❛t ❡st ✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❧❡s ♣❧✉s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❥❡✉①✱ ❡t ♦♥
♥✬❡♥ ❞é♥♦♠❜r❡ ♣❛s é♥♦r♠é♠❡♥t ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s✱ ❝❡ rés✉❧t❛t
❡st ❞é♠♦♥tré ♣❛r ❞❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts ♣✉r❡♠❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s s✉r ❧❡s P ✲✈✉❡s ❡t ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱
✉♥ ♣❡✉ ❝♦♠♠❡ ❝❡✉① ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐s✐❜✐❧✐té ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ tr♦✉✈❡r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❛♥s ❬❍❖✵✵✱ ❍❛r✾✾✱ ▼❝❈✾✻❪✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ✉♥
❛rt✐❝❧❡❬❍❍▼✵✼❪ ❛ ♣rés❡♥té ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥♥♦✲
❝❡♥❝❡✱ s❡ r❡♣♦s❛♥t ♥♦♥ ♣❧✉s s✉r ❞❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s s✉r ❧❡s ♣❛rt✐❡s ♠❛✐s s✉r ❞❡s
♠é❝❛♥✐s♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❢♦rt ✐♥tér❡ss❛♥t❡✱ ♠❛✐s ♦♥ ✈❛ ❣❛r❞❡r ✐❝✐
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✉s✉❡❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❜♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts ♥❡❝❡ss✐✲
t❛♥t ✉♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✓❜❛s ♥✐✈❡❛✉✔ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❡t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝❛❞r❡
❝❛té❣♦r✐q✉❡ ❞❡ ❬❍❍▼✵✼❪ ♥❡ ❢❛❝✐❧✐t❡ ♣❛s✳ Prés❡♥t♦♥s ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧
♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥♥♦❝❡♥❝❡✳
▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✾✳ ❙♦✐t u ∈ I(A,B,C) t❡❧❧❡ q✉❡ u↾A,B ❡t u↾B,C s♦♥t P ✲✈✐s✐❜❧❡s✱ s♦✐t X ✉♥❡
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣❛r♠✐ A⇒ B ❡t B ⇒ C ❀ s✉♣♣♦s♦♥s ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ❞❡ u ❡st ❞❛♥s ❧❛
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ X✳ ❆❧♦rs ✿
pu↾Xq = ppuq↾Xq
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r u✳ ❙✐ u ❡st ✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ s✉r X✱ ❝✬❡st
tr✐✈✐❛❧✳ ❙✐♥♦♥✱ u ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ u′m✳ P❧✉s✐❡✉rs ❝❛s s♦♥t ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡s ✿
✺✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❉❊ ❏❊❯❳
✕ ❙✐ m ❡st ✉♥ ❝♦✉♣ ❡①t❡r♥❡ ✭✐✳❡✳ s✉r A ⇒ C✮✱ ❞❡ ♣♦❧❛r✐té ❖♣♣♦s❛♥t ❞❛♥s X✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ m ♣♦✐♥t❡ ✈❡rs ✉♥ ❝♦✉♣ n✱ q✉✐ ❡st ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❛♥s puq ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✿
ppuq↾Xq = ppu1nu2mq↾Xq
= p(pu1qnm)↾Xq ✭❞❡❢✳ ❞❡ ♣ré✲✈✉❡✮
= ppu1q↾Xqnm ✭❞❡❢✳ ❞❡ P ✲✈✉❡✮
= p(u1)↾Xqnm ✭❤②♣✳ ✐♥❞✉❝t✐♦♥✮
= p(u1)↾Xnmq ✭❞❡❢✳ ❞❡ P ✲✈✉❡✮
= pu↾Xq
✕ ❙✐ m ❡st ❞❡ ♣♦❧❛r✐té ❏♦✉❡✉r ❞❛♥s X✳ ▲❡ ❝❛❧✉❧ ❡st ❛❧♦rs ✐♠♠é❞✐❛t✱ m s♦rt❛♥t ❧✐❜r❡♠❡♥t
❞❡s p−q ❡t r❡str✐❝t✐♦♥s✳
ppu′mq↾Xq = ppu
′q↾Xqm
= pu′↾Xqm ✭❤②♣✳ ✐♥❞✉❝t✐♦♥✮
= pu↾Xq
✕ ❙✐ m ❡st ✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥t❡r♥❡ ✭✐✳❡✳ s✉r B✮✱ ❞❡ ♣♦❧❛r✐té ❖♣♣♦s❛♥t ❞❛♥s X✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✺✱
♦♥ s❛✐t ❛❧♦rs q✉❡ m ♣♦✐♥t❡ ❞❛♥s puq✳ ❆♣♣❡❧❧♦♥s n ❧❡ ❥✉st✐✜❡✉r ❞❡ m ❞❛♥s puq✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉❡ puq = pu1qnu2m ♦ù m ♣♦✐♥t❡ s✉r n✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉✐✈❛♥t ✿
ppuq↾Xq = p(pu1qnu2m)↾Xq
= p(pu1nq)↾X(u2)↾Xmq ✭❞❡❢✳ ❞❡ ♣ré✲✈✉❡ ❡t r❡str✐❝t✐♦♥✮
= ppu1nq↾Xqm ✭❞❡❢✳ ❞❡ P ✲✈✉❡✮
= p(u1n)↾Xqm ✭❤②♣✳ ✐♥❞✉❝t✐♦♥✮
= p(u)↾Xq ✭❞❡❢✳ ❞❡ P ✲✈✉❡✮
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✵✳ ❙♦✐❡♥t σ : A⇒ B ❡t τ : B ⇒ C ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ✐♥♥♦❝❡♥t❡s✳ ❆❧♦rs✱ σ; τ
❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥♥♦❝❡♥t❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ s❛✐t ❞é❥à q✉❡ σ; τ ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✼✳ ■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝
à ♠♦♥tr❡r q✉❡ σ; τ ❡st s❛t✉ré❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ ❢❛✉t ♠♦♥t❡r σ; τ = σ; τ ✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à
❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ σ; τ ⊆ σ; τ ✳ ❆✐♥s✐✱ ♣r❡♥♦♥s s ∈ σ; τ ✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡
♣♦✉r t♦✉t ♣ré✜①❡ s′ ⊑P s ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ts′ ∈ σ; τ t❡❧❧❡ q✉❡ pts′q = ps′q✳ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ té♠♦✐♥ ♣♦✉r s ❞❛♥s σ; τ ✳ ❘❛✐s♦♥♥♦♥s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r s✳ ❙✐ s = ǫ✱
❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈✐❞❡ ❡st ✉♥ té♠♦✐♥✳ ❙✐♥♦♥✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬♦♥ ❛✐t ✉♥ té♠♦✐♥ u ♣♦✉r s✱ ❝♦♥str✉✐s♦♥s
✉♥ té♠♦✐♥ ♣♦✉r sab✳ ■❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ua ∈ I(A,B,C)✳ Pr❡♥♦♥s tsab ∈ σ; τ t❡❧
q✉❡ ptsabq = psabq✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ tsab ✜♥✐t ♣❛r ab✱ ♦♥ ♣♦s❡ ❞♦♥❝ tsab = t′ab✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡
✷✳✶✳✻✱ tsab ❛ ✉♥ té♠♦✐♥ ✉♥✐q✉❡ v ∈ σ || τ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ v1av2b✳ ❖♥ ❛ pt′abq = psabq✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t
puq ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ té♠♦✐♥ ♣♦✉r pt′abq✳ ▼❛✐s ♣❛r ✉♥✐❝✐té ❞✉ té♠♦✐♥ ✭❞♦♥❝ ♣❛r ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡
❞❡ σ ❡t τ✮✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs puq = pv1q✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❝♦♣✐❡r v2 ❝♦✉♣ ♣❛r ❝♦✉♣ s✉r ua✱
❛✜♥ ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥ té♠♦✐♥ ♣♦✉r sab✳ ◆♦t♦♥s vi2 ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s i ♣r❡♠✐❡rs ❝♦✉♣s ❞❡
v2✱ ♦♥ ✈❛ ❞é❝r✐r❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ✐♥❞✉❝t✐❢ s✉r i ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♣✐❡r vi2 s✉r ua ❞❡ s♦rt❡ q✉❡
pv1av
i
2q = puav
i
2q✳ ❙✐ v2 ♥✬❡st ♣❛s ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝♦♣✐é✱ s♦✐t X ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✉ ❝♦✉♣ ❞✬✐♥❞✐❝❡
i+ 1 ❞❡ v2✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✾ ❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ✿
p(v1av
i
2) ↾Xq = ppv1av
i
2q ↾ Xq
= ppuavi2q ↾ Xq
= p(uavi2)↾Xq
✷✳✷✳ ❯◆❊ ❈❆❚➱●❖❘■❊ ❈❆❘❚➱❙■❊◆◆❊ ❋❊❘▼➱❊ ✺✸
❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ét❡♥❞r❡ uavi2 ❡♥ uav
i+1
2 ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✐♥t❡✉r q✉❡ ❞❛♥s v1av
i
2✳ ❯♥❡ ✈ér✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡❧❛ ❞é✜♥✐t ❜✐❡♥ ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧é❣❛❧❡ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❡r♠❡t✱ ✉♥❡ ❢♦✐s v2 ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝♦♣✐é✱ ❞❡ ❝♦♣✐❡r b ❛✈❡❝ ❧❡
♠ê♠❡ ♣♦✐♥t❡✉r✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣ ❞❡ v2 ❞é❝❧❡♥❝❤❡ ❧❛ ♠ê♠❡ P ✲✈✉❡ ❞❡ σ ♦✉ τ q✉❡
❞❛♥s v✱ ❛✐♥s✐ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ uav2b ∈ σ || τ ♣❛r s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ σ ❡t τ ✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t
(uav2b)↾A,C = sab ❞♦♥❝ ❝✬❡st ❜✐❡♥ ✉♥ té♠♦✐♥ ♣♦✉r sab✱ ❡t σ; τ ❡st s❛t✉ré❡✳
❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥♥♦❝❡♥❝❡ s❡ ♣rés❡r✈❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡
❧❡s ✐❞❡♥t✐tés s♦♥t ❞❡s str❛té❣✐❡s ✐♥♥♦❝❡♥t❡s ✿ ❡❧❧❡s s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t s❛♥s ♠é♠♦✐r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡s
♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ❥♦✉é✳ ◆♦t♦♥s ❛❧♦rs Inn ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❛rè♥❡s ❡t str❛té❣✐❡s
✐♥♥♦❝❡♥t❡s✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ Inn ❡st ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡✱ ♦♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉✬❡❧❧❡
❤ér✐t❡ s❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❛rè♥❡s ❡t str❛té❣✐❡s ✜❧❛✐r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① r❡❧❛t✐❢s à ❧❛ str✉❝t✉r❡ s②♠étr✐q✉❡
♠♦♥♦ï❞❛❧❡ ❢❡r♠é❡ ❞❡ Str s♦♥t ✐♥♥♦❝❡♥ts ✭❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✱ t♦✉t❡s ❧❡s str❛té❣✐❡s ❝♦♣②❝❛t s♦♥t
✐♥♥♦❝❡♥t❡s✮✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s str❛té❣✐❡s ✐♥♥♦❝❡♥t❡s s♦♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✜❧❛✐r❡s ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ P ✲✈✉❡
❝♦✉r❛♥t❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❧❡ ✜❧ ❝♦✉r❛♥t✱ ❛✐♥s✐ ❝❡ s♦♥t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❝♦♠♦♥♦ï❞❡s✱
❡t ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Inn ❡st ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶✶ ✭❍②❧❛♥❞✴❖♥❣✮✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Inn ❡st ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡✳
❆✐♥s✐✱ Inn ❢♦r♠❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ ❢♦✐s✱ ❝✬❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡
très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ✿ ♦♥ ❛ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❞é✜♥✐ss❛❜✐❧✐té✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s✐ σ ❡st
✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥♥♦❝❡♥t❡ ✜♥✐❡ ✭✐✳❡✳ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ pσq ❡st ✜♥✐✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ré❝✉♣ér❡r ✉♥ λ✲t❡r♠❡ M
s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ❞♦♥t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡st σ✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ♣♦✉r ♣ré❝✐s❡r ❝❡t é♥♦♥❝é✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t
❞ét❛✐❧❧❡r ❞❡ q✉❡❧ ❧❛♥❣❛❣❡ ♦♥ ♣❛r❧❡✱ ❞❡ q✉❡❧s t②♣❡s✱ ❡t ❞❡ q✉❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✳ ❉❡
❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♦♥ s❡ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧❡s str❛té❣✐❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ♥♦r✲
♠❛❧❡s s✉r ❧❡s t❡r♠❡s✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✐❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❛r❜r❡s ❞❡ ❇÷❤♠✱ ❝❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥s
é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡s ❞❡s λ✲t❡r♠❡s ♣❛r β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❡t η✲❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❈❡t ❛s♣❡❝t ❞❡s str❛té❣✐❡s
✐♥♥♦❝❡♥t❡s s❡r✈✐r❛ ❞❡ ♣✐❡rr❡ ❞✬❛♥❣❧❡ ❛✉① tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ P❛rt✐r ■✱ ♦♥ ♥❡ ❧❡ ❞é❝r✐t
❞♦♥❝ ♣❛s ♣❧✉s ❛✈❛♥t ✐❝✐✳
✷✳✷✳✺ ❙tr✉❝t✉r❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❞é❝r✐t ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡ ♦❜t❡♥✉❡ s✉r
Inn✳ ❖♥ ✈❛ ❞♦♥♥❡r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❡t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛✛ér❡♥t❡s à
❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡✱ ♠❛✐s s❛♥s ❞♦♥♥❡r ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡s ♣r❡✉✈❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❞✐r❡❝t❡s ❡t s❛♥s s✉r♣r✐s❡s✳
Pr♦❥❡❝t✐♦♥s✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r s✬❡♥ ❞♦✉t❡✱ s✐ A ❡t B
s♦♥t ❞❡s ❛rè♥❡s✱ ❝✬❡st ❧✬❛rè♥❡ A×B q✉✐ ❥♦✉❡r❛ ❧❡ rô❧❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s
❝♦♠♠❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❝♦♣②❝❛t ✿
π1 = {s ∈ LA1×B⇒A2 | ∀s
′ ⊑P s, s′↾A1 = s
′
↾A2}
π2 = {s ∈ LA×B1⇒B2 | ∀s
′ ⊑P s, s′↾B1 = s
′
↾B2}
▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ π1 ❡t π2 ❡st s✐♠♣❧❡ à ❞é❝r✐r❡ ❀ ✐❧ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞❡ r❡❝♦♣✐❡r ❧❡s ❝♦✉♣s ❞❡ ❧✬❖♣✲
♣♦s❛♥t✱ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✳ ◆♦t♦♥s q✉✬♦♥ ❛✉r❛✐t ♣✉ ❛✉ss✐ ❞é✜♥✐r ❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s
❝♦♠♠❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡s ✐❞❡♥t✐tés ♣❛r ❧❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ♣❧♦♥❣❡❛♥t ❧❡s
♣❛rt✐❡s ❞❡ A⇒ A ❞❛♥s A×B ⇒ A ❡t ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ B ⇒ B ❞❛♥s A×B ⇒ B✳
✺✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❉❊ ❏❊❯❳
P❛✐r❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡✉① str❛té❣✐❡s σ : C ⇒ A ❡t τ : C ⇒ B✱ ♦♥ ✈❡✉t ❞é✜♥✐r
❧❡✉r ♣❛✐r❡ 〈σ, τ〉 : C ⇒ A × B✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✜❧ s✉r C ⇒ A × B ❡st ✭à ré❛❞r❡ss❛❣❡
♣rès✮ s♦✐t ✉♥ ✜❧ ❞❡ C ⇒ A✱ s♦✐t ✉♥ ✜❧ ❞❡ C ⇒ B✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
✭❡♥ ❝❛❝❤❛♥t ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ré❛❞r❡ss❛❣❡✮ ✿
s ∈ 〈σ, τ〉 ⇔ ∀s′ ⊑P s, ⌈s′⌉ ∈ σ ∨ ⌈s′⌉ ∈ τ}
❈❡s ♣❛✐r❡s s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❝♦♠♠❡ r❡q✉✐s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡s s❛t✐s❢♦♥t ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❡ ❧❛ ❉é✜✲
♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳
❖❜❥❡t t❡r♠✐♥❛❧✳ ▲✬❛rè♥❡ 1 ❡st t❡r♠✐♥❛❧❡ s✉r Inn✳ ▲❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s t❡r♠✐♥❛❧❡s !A : A ⇒ 1
s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s str❛té❣✐❡s ré❞✉✐t❡s à {ǫ}✳
❈✉rr②✜❝❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❛rè♥❡s A × B ⇒ C ❡t B ⇒ (A ⇒ C) ❣é♥èr❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡
❣r❛♣❤❡✱ ❡❧❧❡s ♥❡ ❞✐✛èr❡♥t q✉❡ ♣❛r ré❛❞r❡ss❛❣❡✳ ❙♦✐t κ ❝❡ ré❛❞r❡ss❛❣❡✱ t♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ LA×B⇒C
♣❡✉t êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❞❡ LB⇒(A⇒C) ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ κ✱ ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥
♣♦s❡ Λ(σ) = κ · σ✳
➱✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣♦s❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t evA,B = Λ−1(idA⇒B)✳
✷✳✷✳✻ ❈♦♣r♦❞✉✐ts ❢❛✐❜❧❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧s
❈♦♣r♦❞✉✐ts✳ ▲❡s s♦♠♠❡s ❡♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉① ♦♥t ✉♥ ♣❛ss✐❢ ♠♦✉✈❡♠❡♥té✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱
r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡✱ ♦✉ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✱
s✬✐♥t❡r♣rèt❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞♦té❡ ❞❡ ❝♦♣r♦❞✉✐ts✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡ ❞❡✈r❛✐t
êtr❡ ❜✐❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡✳ ❖♥ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❝♦♣r♦❞✉✐ts ❞❛♥s ✉♥❡
❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❥❡✉①✳
P♦❧❛r✐té✳ ▲❡s ❥❡✉① ♣rés❡♥tés ✐❝✐ s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ♥é❣❛t✐❢s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❖♣♣♦s❛♥t ❥♦✉❡ t♦✉❥♦✉rs
❡♥ ♣r❡♠✐❡r✳ ❖♥ ♣❡✉t ❜✐❡♥ sûr ❛✈♦✐r ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ♦ù ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ✈♦✐r ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Con ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❈♦♥✇❛② ❬❏♦②✼✼❪✳ ◆♦t♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ s✐ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s✬❡①♣r✐♠❡
très ❜✐❡♥ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♥é❣❛t✐❢ ✭❖♣♣♦s❛♥t ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ à ✐♥t❡rr♦❣❡r✮✱ ❧❛ s♦♠♠❡
s✬❡①♣r✐♠❡ ❜✐❡♥ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣♦s✐t✐❢ ✭❏♦✉❡✉r✱ ♣❛r s♦♥ ♣r❡♠✐❡r ❝♦✉♣✱ ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ✈❛ ❥♦✉❡r✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❧❡s ❞❡✉① s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ Con ❞❡s
❥❡✉① ♣♦s✐t✐❢s Con+✱ ♦ù ❏♦✉❡✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡ t♦✉❥♦✉rs✱ ❡t ❧❡s ❥❡✉① ♥é❣❛t✐❢s Con−✱ ♦ù ❖♣♣♦s❛♥t
❝♦♠♠❡♥❝❡ t♦✉❥♦✉rs✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉r♣r❡♥❛♥t❡ q✉❡ Con+ ❛ t♦✉s ❧❡s ❝♦♣r♦❞✉✐ts ❡t
q✉❡ Con− ❛ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts✱ ❛❧♦rs q✉❡ Con ♥✬❛ ♥✐ ❧❡s ✉♥s ♥✐ ❧❡s ❛✉tr❡s ❬▼❡❧✵✺❪✳ ❆✉ss✐✱ ✐❧
② ❛ ♣❡✉ ❞✬❡s♣♦✐rs ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❥❡✉① q✉✐ s♦✐t ❜✐❝❛rtés✐❡♥♥❡ ♣✉✐sq✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s
❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ❥❡✉① s♦♥t ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ étr♦✐t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❈♦♥✇❛②✳
❈♦♠♣❧ét✐♦♥ ❧✐❜r❡✳ ❖♥ ❛ ❧✬✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬❛✈♦✐r s♦♥♥é ❧❡ ❣❧❛s ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s s♦♠♠❡s
❡♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉①✱ ♣♦✉rt❛♥t ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s✳ ▲✬✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡s ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡ ❞❡ ❥❡✉①✱ ♣✉✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✐❜r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❜✐❝❛rtés✐❡♥♥❡
❢❡r♠é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❬❆▼✾✽❪✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣r❡ ❡t ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ♠❛✐s
♥♦♥ ✐♥t❡r♥❡ à ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉①✳ ❖r✱ ❧❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s
s✉r ❧❡s ❛rè♥❡s ♣rés❡♥té ❞❛♥❝ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡s s♦♠♠❡s✱
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛rè♥❡ st❛♥❞❛r❞✳
✷✳✷✳ ❯◆❊ ❈❆❚➱●❖❘■❊ ❈❆❘❚➱❙■❊◆◆❊ ❋❊❘▼➱❊ ✺✺
❈♦♣r♦❞✉✐ts ❢❛✐❜❧❡s✳ ▲✬❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❝❡❧❧❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬▼❝❈✵✵❪✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t
❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡✱ ❛✉ ♣r✐① ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ str✐❝t ❞❡s ❝♦♣r♦❞✉✐ts✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st q✉❡
♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r A + B✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♣❧♦♥❣❡r A ❡t B ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛r
❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❬▲❛✉✵✷✱ ❚❛❜✵✽❪ ✿ ♦♥ r❛❥♦✉t❡ ✉♥ ❝♦✉♣✱ ❡t ♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐té ❞❡s
❝♦✉♣s ✐♥t❡r♥❡s à A ❡t B✳ ▲à ♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❡ ❝♦♣r♦❞✉✐t✱ ♣✉✐s ♦♥ r❡♣❛ss❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ♥é❣❛t✐✈❡
♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❞é❝❛❧❛❣❡✳ ❖♥ ♣❡r❞ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ str✐❝t ❝❛r ❧❡s ❝♦✉♣s r❛❥♦✉tés
✈✐❡♥♥❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✿ ❛✐♥s✐ ❛✲t✲♦♥ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ s✐ σ : A → C ❡t τ : B → C✱
♣❧✉s✐❡✉rs str❛té❣✐❡s h : A+B → C ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✲♣❛✐r❡✳ ■❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥s✉✐t❡
❞❡ ré❝✉♣ér❡r ✉♥ ❝♦♣r♦❞✉✐t ✭♣r❡sq✉❡✮ ❢♦rt ✈✐❛ ✉♥ q✉♦t✐❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐✳ ❆✐♥s✐ ❞❛♥s
❬▼❝❈✵✵❪✱ ❝✬❡st ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❬❍❖✵✵❪ q✉✐ ❥♦✉❡ ❝❡ rô❧❡✱ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ à ✉♥
♠♦❞è❧❡ ❡♥ ♣❧❡✐♥❡ ❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❋P❈✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♦♥
✈❡✉t ❣❛r❞❡r ❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ étr♦✐t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s str❛té❣✐❡s ❡t ❧❡s t❡r♠❡s✱ ❛✐♥s✐ ♦♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r❛ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s♦♠♠❡✳
❋♦♥❝t❡✉rs✳ ❆✜♥ ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♦✉ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞♦té❡ ❞❡ ❝♦✲
♣r♦❞✉✐ts ❢❛✐❜❧❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❝❡✉①✲❝✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❀ ❝✬❡st ❡♥
❣é♥ér❛❧ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ q✉✬♦♥ ❛tt❡♥❞ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳ ❉❛♥s ❧❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❝❛té❣♦r✐q✉❡s✱ ♦♥
❛ ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞♦té❡ ❞❡ ❝♦♣r♦❞✉✐ts ❢❛✐❜❧❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡
❝♦♣r♦❞✉✐ts ✈ér✐✜❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛ss❡③ ❢❛✐❜❧❡s✱ ♠❛✐s s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ ❢♦♥❝t♦r✐❛❧✐té
❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ❛rè♥❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ A+B ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❛✉
❞é❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ éq✉✐♣❡♥t Inn ❞❡ ❝♦♣r♦❞✉✐ts ❢❛✐❜❧❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧s✳
■♥❥❡❝t✐♦♥s✳ ❙✐ A ❡t B s♦♥t ❞❡s ❛rè♥❡s✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s in1 : A ⇒ A + B ❡t
in2 : B ⇒ A+B ♣❛r ✿
in1 = {ǫ} ∪ {qLs ∈ LA1⇒A2+B | ∀s
′ ⊑ s, s′↾A1 = s
′
↾A2}
in2 = {ǫ} ∪ {qLs ∈ LB1⇒A+B2 | ∀s
′ ⊑ s, s′↾B1 = s
′
↾B2}
❈♦✲♣❛✐r❡✳ ❙✐ σ : A⇒ C ❡t τ : B ⇒ C✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❝♦✲♣❛✐r❡ [σ|τ ] ♣❛r ✿
[σ|τ ] = {ǫ, qCq} ∪
{qCqLs | qCs ∈ σ}
{qCqRs | qCs ∈ τ}
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ q✉❡❧q✉❡s ❧✐❜❡rtés ❛✈❡❝ ❧❡s ♣♦✐♥t❡✉rs✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝♦✉♣s
q✉✐ ♣♦✐♥t❛✐❡♥t ❞❛♥s s ✈❡rs L ♦✉ R ❞♦✐✈❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ♣♦✐♥t❡r ✈❡rs qC ✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✷✳ ▲❛ ❝♦✲♣❛✐r❡ ❡t ❧❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
in1; [σ|τ ] = σ
in2; [σ|τ ] = τ
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡✳
✺✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❉❊ ❏❊❯❳
◆♦t♦♥s q✉✬❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s [σ|τ ]; δ = [σ; δ|τ ; δ]✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡st
t♦✉❥♦✉rs str✐❝t ✿ ✐❧ ✈❛ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝♦♥s✉❧t❡r s♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ♣❡✉t
ré♣♦♥❞r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ❞r♦✐t❡ s✐ δ ♥✬ét❛✐t ♣❛s str✐❝t❡✳
▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✶✸✳ ❙♦✐❡♥t σ : A ⇒ C ❡t τ : B ⇒ C✱ s♦✐t δ : C ⇒ D ✉♥❡ str❛té❣✐❡ str✐❝t❡✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡ ❥♦✉❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t s✉r C ❞ès r❡❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ s✉r D✳ ❆❧♦rs ✿
[σ|τ ]; δ = [σ; δ|τ ; δ]
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t s ∈ [σ|τ ]; δ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ té♠♦✐♥ u ∈ [σ|τ ] || δ✳ P✉✐sq✉❡ δ ❡st str✐❝t❡✱ ❡t ♣❛r
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✲♣❛✐r❡✱ u ❡st s♦✐t ✈✐❞❡✱ s♦✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ qDqCqLu′ ✭r❡s♣✳ qDqCqRu′✮✱ ❛✈❡❝
qDqCu
′ ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s σ || δ ✭r❡s♣✳ τ || δ✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ s ❡st ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ qDqLs′ ✭r❡s♣✳ qDqRs′✮ ❛✈❡❝ s′ ❞❛♥s σ; δ ✭r❡s♣✳ τ ; δ✮✱ ❞♦♥❝ s ∈ [σ; δ|τ ; δ]✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱
s✐ s ∈ [σ; δ|τ ; δ]✱ s ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ qDqLs′ ✭r❡s♣✳ qDqRs′✮ ❛✈❡❝ qDs′ ❞❛♥s σ; δ ✭r❡s♣✳ τ ; δ✮✳ ❙♦✐t
qDu
′ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ té♠♦✐♥ ❞❡ qDs′✱ qDu′ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ qDqCu′′ ♣✉✐sq✉❡ δ ❡st str✐❝t❡✳ ❆❧♦rs✱
✉♥❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ qDqCqLu′′ ✭r❡s♣✳ qDqCqRu′′✮ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ té♠♦✐♥ ♣♦✉r s
❞❛♥s [σ|τ ]; δ✳
❖❜❥❡t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧✳ ▲✬❛rè♥❡ 0 ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❛♥s Inn✳ ▲❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s
❝❛♥♦♥✐q✉❡s ➼A : 0→ A s♦♥t ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ {ǫ, q◦}✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡s ré♣♦♥❞❡♥t à
t♦✉t ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ A ♣❛r ❧✬✉♥✐q✉❡ ❝♦✉♣ ❞❡ 0✳
❉❡ t♦✉s ❝❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✹✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Inn ❛ ❧❡s ❝♦♣r♦❞✉✐ts ❢❛✐❜❧❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧s✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ q✉❡ [in1|in2] = id ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡✳ ❙✐ f : A → C✱ g : B → D✱
f ′ : C → E✱ g′ : D → E✱ ❧✬é❣❛❧✐té [f ; in1|g; in2]; [f ′|g′] = [f ; f ′|g; g′] ❞é❝♦✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✷ ❡t ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✶✸✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❡st s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ✐♥t❡r♣rét❡r ❜♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝❛❧❝✉❧s ❀ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉✬❡❧❧❡ s✉✣t ♣♦✉r ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ µLJ t♦✉t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t
✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs ❞é✜♥✐ss❛❜✐❧✐té ❞❡s str❛té❣✐❡s ❛✈❡❝ ❝❡tt❡
♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❡ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s②♥t❛①❡✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥❡ ❝♦♠♠✉t❡ ♣❛s ❛✈❡❝ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❥❡✉①✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬❍❖✵✵❪✱
♥❡ ❞♦♥♥❛✐t ♣❛s ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s s♦♠♠❡s✳ ❊♥ ❢❛✐t ✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s
❛rè♥❡s ✐♠♣♦s❛✐t q✉✬❛✉❝✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♥❡ ❥✉st✐✜❡ ❞❡ q✉❡st✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❧❛✐ss❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t
❞❡ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧✬❛rè♥❡ ❞❡s ❜♦♦❧é❡♥s ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✱ ♠❛✐s ✐♥t❡r❞✐t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
s♦♠♠❡ ❞♦♥♥é❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ ♦❜❥❡❝t❡r ❛✈❡❝ r❛✐s♦♥ q✉✬♦♥ ♥❡ s✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡
✈r❛✐♠❡♥t s❡r✈✐ ❞❡s q✉❡st✐♦♥s✴ré♣♦♥s❡s✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❝❡tt❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❡✉ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱
❧❛ str✉❝t✉r❡ q✉❡st✐♦♥s✴ré♣♦♥s❡s s❡rt à ❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡ t♦✉t❡
str❛té❣✐❡ σ : A+B ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ σA : A ♦✉ ❞❡ σB : B✳
✷✳✸✳ ❱❊❘❙ ▲❆ ❈❖▼P▲➱❚❯❉❊ ✺✼
✷✳✸ ❱❡rs ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉✱ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Inn ❡st ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡ ❡t ❛ ❧❡s ❝♦♣r♦❞✉✐ts ❢❛✐❜❧❡s ❢♦♥❝✲
t♦r✐❡❧s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ♥❡ ❢♦✉r♥✐t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ✐♥t✉✐✲
t✐♦♥♥✐st❡✳ ◆♦t♦♥s ¬A = A ⇒ 0✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣♦✉✈❛♥t s❡r✈✐r ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛✉
t✐❡rs✲❡①❝❧✉s✱ ❞♦♥t ❧❡s P ✲✈✉❡s s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
A + ¬A
q
R
◦
L
qA
qA
❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❝♦♣✐❡ ❞✬✉♥ ❝ôté à ❧✬❛✉tr❡ ❧❡s ❝♦✉♣s ❞❛♥s A✳ P✉✐sq✉✬♦♥ ✈❡✉t ❞❛♥s ❝❡tt❡
t❤ès❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞✬✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ✭♦✉✱ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱
❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ s❛♥s ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✮✱ ✐❧ ✈❛ ❢❛❧❧♦✐r ✐♥t❡r❞✐r❡
❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳ ❈✬❡st ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ q✉❡st✐♦♥s✴ré♣♦♥s❡s q✉✐ ✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ s✬❡♥
❞é❜❛r❛ss❡r✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞✬✐♠♣♦s❡r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❜♦♥ ♣❛r❡♥t❤és❛❣❡ ✿ ❝❤❛q✉❡ q✉❡st✐♦♥ ❞❡✈r❛ r❡❝❡✈♦✐r
s❛ ré♣♦♥s❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❧♦rsq✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s q✉❡st✐♦♥s q✉✐ ❧❛ s✉✐✈❡♥t ❛✉r♦♥t r❡ç✉ ❧❛ ❧❡✉r✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❝✐✲❞❡ss✉s s❡r❛ ✐♥t❡r❞✐t❡ ❝❛r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ② r❡ç♦✐t ❞❡✉① ❢♦✐s ✉♥❡
ré♣♦♥s❡✳
✷✳✸✳✶ ❇♦♥ ♣❛r❡♥t❤és❛❣❡
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❛rè♥❡✱ ❡t s ∈ LA✳ ❙✐ sj ♣♦✐♥t❡ ✈❡rs si✱ q✉❡ si ❡st ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥
❡t sj ✉♥❡ ré♣♦♥s❡✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ sj ré♣♦♥❞ à si✳ ❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❞✐t❡ ♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❛♥s s s✐ ❝✬❡st
❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ s s❛♥s ré♣♦♥s❡✳ s ❡st ❞✐t❡ ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥t❤ésé❡ s✐ t♦✉t❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦✐♥t❡
t♦✉❥♦✉rs s✉r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t❡✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❡♥t❤és❛❣❡ t✐❡♥t s♦♥ ♥♦♠ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛r❡♥t❤ès❡s✳
❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡ ♦✉✈r❛♥t❡ ′(′ ❡t ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡ ❢❡r♠❛♥t❡ ′)′✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♠♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉r
❧✬❛❧♣❤❛❜❡t {(, )} ❡st ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥t❤ésé✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳ ❙♦✐t σ : A ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥♥♦❝❡♥t❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ σ ❡st ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥t❤ésé❡ s✐
♣♦✉r t♦✉t s ∈ pσq✱ s ❡st ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥t❤ésé❡✳
▼♦♥tr♦♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❛ P ✲✈✉❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡
♣❛r❡♥t❤és❛❣❡✳
▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✶✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❛rè♥❡ ❡t s ∈ LA ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥t❤ésé❡✳ ❙✐ ❝✬❡st à ❏♦✉❡✉r ❞❡ ❥♦✉❡r✱ ❛❧♦rs
❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ s ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r psq✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r |s|✳ ❙✐ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ❡st ✐♥✐t✐❛❧✱ ❛❧♦rs ❝✬❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬❖♣♣♦s❛♥t ❡t ❧✬é♥♦♥❝é ❡st tr✐✈✐❛❧ ❀ ❝❡ ❝❛s ❝♦♠♣r❡♥❞ ❧❡ ❝❛s ❞❡
✺✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❉❊ ❏❊❯❳
❜❛s❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝✬❡st à ❏♦✉❡✉r ❞❡ ❥♦✉❡r✳ ❆❧♦rs s✐ m ❡st ✐♥✐t✐❛❧ m ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡
q✉❡st✐♦♥✱ ♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❛♥s sm ❡t ❛✉ss✐ ❞❛♥s psmq = m✳ ❙✐♥♦♥✱ sm ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s1ns2m ♦ù m
♣♦✐♥t❡ s✉r n✱ ❡t psmq = ps1qnm✳ ❙✐ m ❡st ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥✱ ❧❡ rés✉❧t❛t à ♠♦♥tr❡r ❡st tr✐✈✐❛❧✳ ❙✐♥♦♥
❝✬❡st ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ à n ❡t ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❡♥t❤és❛❣❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ sm ❡st ❝❡❧❧❡
❞❡ s1✳ ▼❛✐s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❞✐t q✉❡ ❝✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ps1q✱
❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ps1qnm = psmq ❝♦♠♠❡ r❡q✉✐s✳
▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✷✳ ❙♦✐❡♥t σ : A ⇒ B ❡t τ : B ⇒ C ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥t❤ésé❡s ❡t s♦✐t
u ∈ σ || τ ✉♥❡ ♣ré✲✈✉❡✱ ❛❧♦rs u ❡st ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥t❤ésé❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▼♦♥tr♦♥s✲❧❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r u✱ ❡♥ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥
q✉❡ s✐ ❝✬❡st à σ ✭r❡s♣✳ τ✮ ❞❡ ❥♦✉❡r✱ ❛❧♦rs ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ u ❡st ❞❛♥s A ⇒ B ✭r❡s♣✳
B ⇒ C✮✳ ❙✐ u ❡st ✈✐❞❡ ❝✬❡st é✈✐❞❡♥t✱ s✐♥♦♥ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ♣ré✲✈✉❡ ua✳ ❙✐ a ❡st ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥
❝✬❡st é✈✐❞❡♥t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡ ❝❛s ♦ù a ❡st ✉♥❡ ré♣♦♥s❡✳ ❙✐ ❝✬❡st ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ σ ♦✉ τ ✱
❝♦♥s✐❞ér♦♥s s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ σ✳ P✉✐sq✉❡ σ ❡st ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥t❤ésé❡✱ a ♣♦✐♥t❡
s✉r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ pu↾A⇒Bq✱ ♠❛✐s ❝✬❡st ❛✉ss✐ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ u↾A⇒C ♣❛r ❧❡
▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✶✳ ❖r ♣✉✐sq✉❡ ❝✬ét❛✐t à σ ❞❡ ❥♦✉❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ u ét❛✐t ❜✐❡♥ ❝❡❧❧❡ ❞❡
u↾A⇒C ❡t u ❡st ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥t❤ésé❡✳ ❙✐ a ❡st ❞❛♥s A ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s r✐❡♥ à ♠♦♥tr❡r ♣♦✉r ❝❡ ❝❛s✳ ❙✐
a ❡st ❞❛♥s B✱ ❛❧♦rs ua ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ u1qu2a ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ a ré♣♦♥❞ à q✳ ▼❛✐s ❛❧♦rs
q ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ❝♦✉♣ ❞❡ τ ❞❛♥s B✱ ❝❡ q✉✐ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❧❛
q✉❡st✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ u1 ét❛✐t ❞❛♥s B ⇒ C✱ ♦r ❝✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ua ❡t
❝✬❡st ❜✐❡♥ à τ ❞❡ ❥♦✉❡r✳ ❘❡st❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù a ❡st ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧✬❖♣♣♦s❛♥t ❡①t❡r♥❡✱ ♠❛✐s ❝❡❧✉✐✲❝✐
♣♦✐♥t❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝♦✉♣ ♣ré❝é❞❡♥t ♣✉✐sq✉❡ u ❡st ✉♥❡ ♣ré✲✈✉❡✱ ❞♦♥❝ ❝❡ ❝♦✉♣ ♣ré❝é❞❡♥t
ét❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t❡ ❡t ua ❡st ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥t❤ésé❡✳ u ét❛✐t ❡♥ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ u′qa ❡t q ét❛✐t ✉♥ ❝♦✉♣ ❞❡ σ ✭r❡s♣✳ τ✮✳ ▼❛✐s ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ u′qa ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ u′✱
♦r ❡❧❧❡ ét❛✐t ❞❛♥s A⇒ B ✭r❡s♣✳ B ⇒ C✮ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r u′✳ ❖r ❝♦♠♠❡ a ❡st ✉♥
❝♦✉♣ s✉r A⇒ C✱ ❝✬❡st t♦✉❥♦✉rs à σ ✭r❡s♣✳ τ✮ ❞❡ ❥♦✉❡r✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
❖♥ ❞é❞✉✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥✲
t❤ésé❡s ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s σ : A ⇒ B ❡t τ : B ⇒ C ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥t❤ésé❡s✳ ❆❧♦rs σ; τ ❡st
t♦✉❥♦✉rs ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥t❤ésé❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ♣ré✲✈✉❡ u ∈ σ || τ ✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✷✱ u ❡st ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥t❤é✲
sé❡✳ ❘❡str❡✐♥❞r❡ à A,C ♥❡ ❢❛✐t q✉✬❡♥❧❡✈❡r ❞❡s ♣❛✐r❡s q✉❡st✐♦♥✴ré♣♦♥s❡ ❛ss♦❝✐é❡s✱ ❞♦♥❝ u↾A,C
❡st t♦✉❥♦✉rs ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥t❤ésé❡✳ ❖r✱ t♦✉t❡ P ✲✈✉❡ s ∈ pσ; τq ❛ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣ré✲✈✉❡ té♠♦✐♥✱ ❞♦♥❝ σ; τ
❡st ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥t❤ésé❡✳
■❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥t❤ésé❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
t♦✉t❡s ❧❡s str❛té❣✐❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s r❡❧❛t✐✈❡s à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡ ✭❛✈❡❝ ❝♦♣r♦❞✉✐ts
❢❛✐❜❧❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧s✮ ❞❡ Inn✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ Par ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡ ❡t éq✉✐♣é❡
❞❡ ❝♦♣r♦❞✉✐ts ❢❛✐❜❧❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧s✱ ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s ❛rè♥❡s ❡t ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s s♦♥t ❧❡s
str❛té❣✐❡s ✐♥♥♦❝❡♥t❡s ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥t❤ésé❡s✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❡t s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s q✉✐ s♦♥t à ❧❛
❜❛s❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❝♦♠♣❧❡ts ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳
✷✳✸✳✷ ❉é✜♥✐ss❛❜✐❧✐té
❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ✈❛ ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é✜♥✐ss❛❜✐❧✐té✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡❝♦♠✲
♣♦s❡r ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ t❡r♠❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥♥♦❝❡♥t❡ ❡t ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥t❤ésé❡✳ P✉✐sq✉✬♦♥
✷✳✸✳ ❱❊❘❙ ▲❆ ❈❖▼P▲➱❚❯❉❊ ✺✾
✈❡✉t q✉❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ r❡st❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❡t ♣❛s ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♦✉ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡
❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ♥❡ ✜①❡r❛ ♣❛s ❞❡ s②♥t❛①❡ ✿ à ❧❛ ♣❧❛❝❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❝♦♠♠❡
s②♥t❛①❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ❢❡r♠é❡s ❛✈❡❝ ❝♦♣r♦❞✉✐ts ❢❛✐❜❧❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧s✳ ▲❛
♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é✜♥✐ss❛❜✐❧✐té s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s t②♣❡s✱ ❛✉ss✐ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s②♥t❛①❡
❞❡ t②♣❡s s✐♠♣❧❡s ✿
τ ::= 0 | 1 | τ + τ | τ × τ | τ → τ
➚ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s t②♣❡s s✐♠♣❧❡s ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ JτK ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r τ ✱ ❝❤❛q✉❡
❝♦♥str✉❝t❡✉r ét❛♥t ✐♥t❡r♣rété ♣❛r ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛té❣♦r✐q✉❡ ❞❡
Par✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ Par ❡st ♣♦✐♥té❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❛rè♥❡ A ❡st ❤❛❜✐té❡
♣❛r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ⊥ : A ♥❡ ré♣♦♥❞❛♥t ♣❛s à ❧✬é✈❡♥t✉❡❧ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ❧✬❖♣♣♦s❛♥t✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
❛❧♦rs q✉✬♦♥ ❛✐t σ : JτK ✐♥♥♦❝❡♥t❡ ❡t ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥t❤ésé❡✱ r❛✐s♦♥♥♦♥s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r τ ✿
❈❛s ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡s✳ ■❧ s❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡s ♦ù ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é✲
✜♥✐ss❛❜✐❧✐té ❡st s✐♠♣❧✐✜é❡✳ ❖♥ ♥❡ ✈❛ ♣❛s ❧❡s tr❛✐t❡r t♦✉s ✐❝✐✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❡st ✐♥✈✐té à ❝♦♥s✉❧t❡r
❬▼❝❈✾✻❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳ ❉é❝r✐✈♦♥s t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡s ❝❛s ✿ s✐ σ ♥❡ ré♣♦♥❞
♣❛s✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ str❛té❣✐❡ ⊥✳ ❙✐ τ ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉①✱ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ ♣❛r
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ t②♣❡s ❛✉ ❝❛s ♦ù ❝✬❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t✱ ❡t ❧✬✐♥♥♦❝❡♥❝❡ ❞❡ σ ♣❡r♠❡t ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r
à ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é✜♥✐ss❛❜✐❧✐té s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t✳ ❙✐ ❝✬❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡✱ ❧✬✐♥✲
♥♦❝❡♥❝❡ ❡t ❧❡ ❜♦♥ ♣❛r❡♥t❤és❛❣❡ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ σ ❞♦✐t êtr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ σ′; in1 ♦✉ σ′; in2✱ ❡t ♦♥
❝♦♥t✐♥✉❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ s✉r σ′✳
❈❛s ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡t ♣❛r ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ t②♣❡s✱ ♦♥ s❡
r❛♠è♥❡ ❛✉ ❝❛s ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦ù σ : J−→υ × ρ→ τK✱ ♦ù ρ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿ ρ = ρ′1 × · · · × ρ′n →
ρ1 + ρ2✱ ❡t ♦ù σ ❥♦✉❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ρ✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉ ❞❡ σ ❡st
❛❧♦rs r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧✬❖♣♣♦s❛♥t ❞❛♥s ✉♥❡
P ✲✈✉❡ ❞❡ σ✳
−→υ × ((ρ′1× ×ρ
′
n)
// ρ1 + ρ2) // τ
q
q
q1 . . . . . . qn L R
❚♦✉t❡ P ✲✈✉❡ ❞❡ σ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧✬✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣ré✜①❡s✳ ❖♥ ✈❛ ❛❧♦rs ❡①tr❛✐r❡ n + 2 s♦✉s✲
str❛té❣✐❡s ❞❡ σ✱ ✉♥❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣ré✜①❡s✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t ♣❛r ❧❡✉rs P ✲✈✉❡s ✿
parg1(σ)q = {q1s | qqq1s ∈ pσq} : Jρ′1K
. . . . . .
pargn(σ)q = {qns | qqqns ∈ pσq} : Jρ′nK
pcont1(σ)q = {s | qqLs ∈ pσq} : J−→υ × (ρ′1 × · · · × ρ′n → ρ1 + ρ2)→ τK
pcont2(σ)q = {s | qqRs ∈ pσq} : J−→υ × (ρ′1 × · · · × ρ′n → ρ1 + ρ2)→ τK
❈❡s str❛té❣✐❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡s✱ ❧❡✉r ✐♥♥♦❝❡♥❝❡ ❡t ❧❡✉r ❜♦♥ ♣❛r❡♥t❤és❛❣❡ s♦♥t ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s
❞✐r❡❝t❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ σ✳ ❈❡ s♦♥t ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞♦♥t ❧❡s P ✲✈✉❡s s♦♥t str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦✉rt❡s
✻✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❉❊ ❏❊❯❳
q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ σ✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❧❡s ❞é✜♥✐r ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ t❡r♠❡s
❝❛té❣♦r✐q✉❡s✱ ❡t σ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ à s♦♥ t♦✉r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s str❛té❣✐❡s✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣❡r♠❡t
❜✐❡♥ ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ✉♥ t❡r♠❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✜♥✐❡✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛
❝♦♥s✉❧t❡r ❬▼❝❈✾✻❪✱ ♦ù ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧s ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❥❡✉① très
s✐♠✐❧❛✐r❡ à Par✳
✷✳✹ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s♣é❝✐✜q✉❡s
❖♥ ❛ ✜♥✐ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Inn ❞❡s ❛rè♥❡s ❡t str❛té❣✐❡s ✐♥♥♦❝❡♥t❡s✱ ❛✈❡❝ t♦✉t❡ s❛
str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❜❛s❡✳ ■❧s ♥♦✉s r❡st❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t à ♣rés❡♥t❡r q✉❡❧q✉❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s
s❛♥s ❧✐❡♥s ❢♦rts ❡♥tr❡ ❡✉①✱ ♠❛✐s q✉✐ s❡r✈✐r♦♥t ♣♦✉r ❞❡s ♣❛rt✐❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳ ❚♦✉t
❞✬❛❜♦r❞✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ♣rés❡♥t❡r q✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s Inn ♣❛r
▼❝❈✉s❦❡r❬▼❝❈✵✵❪ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r s♦♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ❛❜str❛✐t ❞❡ ❋P❈✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s t②♣❡s
ré❝✉rs✐❢s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛✉r❡♥t ❬▲❛✉✵✺❪ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ s✉r ❧❡s ❛rè♥❡s ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❞❛♥s Inn s♦✐❡♥t
✐s♦♠♦r♣❤❡s ❛✉ s❡♥s ❝❛té❣♦r✐q✉❡✳
✷✳✹✳✶ ❚②♣❡s ré❝✉rs✐❢s à ❧❛ ▼❝❈✉s❦❡r
P♦✉r ♣ré♣❛r❡r ❧❡ t❡rr❛✐♥ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❥❡✉① ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é
❞❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ✉s✉❡❧❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s t②♣❡s
✐♥✜♥✐s ❡♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉①✱ ❝♦♠♠❡ ❢♦r♠❛❧✐sé❡ ♣❛r ▼❝❈✉s❦❡r✳ ❈♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s
t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s r❡✈✐❡♥t à s❛✈♦✐r rés♦✉❞r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s ❞✬❛rè♥❡s
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
X = F (X,X)
❡t ❝❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs F : Innop × Inn → Inn ❧❛ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❖♥ ✈❡✉t
❞♦♥❝ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ F ✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ✉s✉❡❧❧❡✱ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡
❞❡ ❑♥❛st❡r✲❚❛rs❦✐ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✐tér❡r ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r F à ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❡t ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❧❡s ❝❛s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s
❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✳ ❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡✉① ❛rè♥❡s✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬♦r❞r❡ E s✉r ❧❡s ❛rè♥❡s ♣❛r AEB
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿
MA ⊆ MB
λA = λB↾MA
⊢A = ⊢B ∩(MA ×MA)
IA = IB ∩MA
▲❡♠♠❡ ✷✳✹✳✶✳ ▲✬♦r❞r❡ E ❞é✜♥✐t ✉♥ ♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ ❝♦♠♣❧❡t✳ ❙♦♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t é❧é♠❡♥t ❡st ❧✬❛rè♥❡
✈✐❞❡ I ❡t ❧❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✐r✐❣és s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧✬✉♥✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣❛r
❝♦♠♣♦s❛♥t❡✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s éq✉❛t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s ❞✬❛rè♥❡s✳ ❊♥
❡✛❡t✱ s♦✐t F ✉♥ ❜✐❢♦♥❝t❡✉r s✉r Inn ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ♠♦♥♦t♦♥❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à E✱ ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿
X = F (X,X)
✷✳✹✳ P❘➱▲■▼■◆❆■❘❊❙ ❙P➱❈■❋■◗❯❊❙ ✻✶
❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✐♠♣❧❡♠❡♥t✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✿
D0 = I
Dn+1 = F (Dn, Dn)
❖♥ ♣♦s❡ ❡♥s✉✐t❡ D =
⊔∞
n=0Dn✱ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❜✐❡♥ F (D,D) = D✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t
❞♦♥❝ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s ❞✬❛rè♥❡s✱ ♠❛✐s ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r
q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ❡st ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❝❡tt❡ ❝❛♥♦♥✐❝✐té ❡st ❝❡❧❧❡
❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❬❋r❡✾✵✱ ❋r❡✾✶✱ ❋r❡✾✷❪✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛♣t✉r❡r ❛❜str❛✐t❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐é✲
tés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❣❛r❛♥t✐❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥❝❡ ❧✐♠✐t❡s✴❝♦❧✐♠✐t❡s ♦❜s❡r✈é❡ s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞é✜♥✐s
ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❙❝♦tt ❬❙P✽✷❪✳ ▼❝❈✉s❦❡r ♠♦♥tr❡❬▼❝❈✵✵❪ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ❞♦♥♥❡ ❜✐❡♥ ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♠✐♥✐♠❛✉①✱ ❞✉ ♠♦✐♥s à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ F s❛t✐s❢❛ss❡ ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ AEB✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ❡t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛✐r❡
♣❛r ✿
inAEB = idB↾A⇒B
prAEB = idB↾B⇒A
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✸ ✭❋♦♥❝t❡✉rs ❢❡r♠és✮✳ ▲❡s ❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉rs ❢❡r♠és ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▼❝❈✉s❦❡r s♦♥t
❝❡✉① ❞♦♥t ❧✬❛❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♥❛❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♦♥
❧❡s ❞é✜♥✐t ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s ✿
✕ ❙♦✐t F : Inn → Inn ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r s✉r Inn✳ F ❡st ❢❡r♠é s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ A ❡t B ✿
fFA,B : A⇒ B → F (A)⇒ F (B)
❚❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t σ : A→ B✱ ‘F (σ)′ = ‘σ′; fFA,B✳
✶✶
✕ ❙♦✐t F : Innop → Inn✱ F ❡st ❢❡r♠é s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ A ❡t B ✿
fFA,B : B ⇒ A→ F (A)⇒ F (B)
❚❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t σ : B ⇒ A✱ ‘F (σ)′ = ‘σ′; fFA,B✳
✕ ❙♦✐t F : (Innop)k× Innp → Inn✱ F ❡st ❢❡r♠é s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡st ❢❡r♠é ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
♣❛r ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✷ ✭▼❝❈✉s❦❡r✮✳ ❙♦✐t F ✉♥ ❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉r ❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r E✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ♣ré✲
s❡r✈❡ ❧❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ❡t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s✱ ❡t q✉✬✐❧ ❡st ❢❡r♠é ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▼❝❈✉s❦❡r✳ ❆❧♦rs
D =
⊔∞
i=1 F
n(I) ❡st ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦✉r F ✳
❈❡ rés✉❧t❛t s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❛✉① ❢♦♥❝t❡✉rs ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠✐①t❡✱ ❡t ❞✬❛r✐té q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r
❡st ✐♥✈✐té à s❡ r❡❢ér❡r à ❬▼❝❈✵✵❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳
✷✳✹✳✷ ■s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❡♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉①
❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ✈❛ ♣rés❡♥t❡r ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣✉✐ss❛♥t ❞❡s ❥❡✉① ❞✬❛rè♥❡s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
ré❞✉✐r❡ ❧❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛✉ s❡♥s ❝❛té❣♦r✐q✉❡ ❞❛♥s Inn à ❞❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ♣❧✉s ❝♦♥❝r❡ts s✉r
❧❡s ❛rè♥❡s✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡✱ ♣rés❡♥té ❞✬❛❜♦r❞ ♣❛r ▲❛✉r❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬❛rè♥❡s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s
❬▲❛✉✵✺❪✱ ❡st ❣é♥ér❛❧✐sé ✐❝✐ ❛✉① ❛rè♥❡s ❝②❝❧✐q✉❡s✳
✶✶❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ s✐ σ : A→ B✱ ‘σ′ : 1→ A⇒ B ❡st ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ σ✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ♣❛r ‘σ′ = Λ(π1;σ)✳
✻✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❉❊ ❏❊❯❳
◆♦t❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡ ip ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣ré✜①❡ ✐♥st❛♥t❛♥é✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ip(ǫ) = ǫ ❡t ip(sa) = s✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ jp ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣ré✜①❡ ❥✉st✐✜❡✉r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ jp(ǫ) = ǫ✱ jp(si) = ǫ s✐
i ❡st ✐♥✐t✐❛❧✱ ❡t jp(s1ns2m) = s1n s✐ m ♣♦✐♥t❡ s✉r n✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✹✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❛rè♥❡✳ ❯♥ ❝❤❡♠✐♥ s✉r A ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s ❣r❛♣❤❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ✜♥✐❡ x1x2 . . . xn t❡❧❧❡ q✉❡ x1 ∈ IA✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t
i ∈ {1, . . . , n− 1} xi ⊢A xi+1✳ ❖♥ ♥♦t❡ CA ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s s✉r A✳ ▲❡s ❝❤❡♠✐♥s s♦♥t ✉♥
❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❧é❣❛❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs CA ⊆ LA✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✺✳ ❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡✉① ❛rè♥❡s✳ ❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ A à B ❡st ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ φ : CA → CB q✉✐ ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣ré✜①❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ✿
φ ◦ ip = ip ◦ φ
❉❡ ♠ê♠❡✱ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ A à B ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ φ : LA → LB q✉✐ ❝♦♠♠✉t❡
❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ♣ré✜①❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
φ ◦ ip = ip ◦ φ
φ ◦ jp = jp ◦ φ
❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡s ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ✿ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❝♦♥t✐❡♥t ❞♦r❡s ❡t
❞é❥à s✉✣s❛♠❡♥t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✸✳ ❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡✉① ❛rè♥❡s✱ ❡t φ : CA → CB✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s φ∗ : LA → LB t❡❧ q✉❡ s✐ φ∗↾CA = φ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t s ∈ LA✳ ▼♦♥tr♦♥s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r s q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ s❡✉❧ ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ φ∗(s′) ♣♦✉r t♦✉t s′ ⊑ s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡✳ ❙✐ s = ǫ✱ ♦♥ ❛
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t φ∗(s) = φ(s) = ǫ✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ sa ∈ LA✳ ◆♦t♦♥s csa ❧❡ ❝❤❡♠✐♥
❝♦✉r❛♥t ❞❡ sa✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ s♦✉s✲séq✉❡♥❝❡ ❞❡ sa s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥t❡✉rs ❞❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❥✉sq✉✬❛✉ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ❞❡ sa✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❝❤♦✐① ✉♥✐q✉❡
❞❡ φ∗(s′) ♣♦✉r t♦✉t s′ ⊑ s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣❛rt✐❡s✳ ▼❛✐s ♣✉✐sq✉✬♦♥
❞♦✐t ❛✈♦✐r ip(φ∗(sa)) = φ∗(ip(sa)) = φ∗(s)✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ φ∗(sa) ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ φ∗(s)b✱ ♦ù b ❡st
✉♥ ❝♦✉♣ s✉r B✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ jp(φ∗(s)b) = jp(φ∗(sa)) = φ∗(jp(sa)) ✐♠♣♦s❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉
♣♦✐♥t❡✉r ❞❡ b ❞❛♥s φ∗(s)✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ jp ❞❡ φ∗ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
s′ ⊑ sa✱ ♦♥ ❛ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ s✉r s′ ❧✬é❣❛❧✐té φ(cs′) = cφ∗(s′)✳ ❆✐♥s✐✱ cφ∗(s)b = φ(csa)
❝❡ q✉✐ ❢♦r❝❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ b✳ ❖♥ ❛ ❜✐❡♥ ♠♦♥tré ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s
φ∗ ét❡♥❞❛♥t φ✳
P♦✉r ❝❡t é♥♦♥❝é✱ ♦♥ ❛ ❞és✐❣♥é ♣❛r φ∗ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ φ ❡♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s ♣♦✉r ❝❧❛r✐✜❡r
❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss✐♠✐❧❡r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡
❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❡t ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s✱ ❛✐♥s✐ s✐ φ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥✱ ♦♥ ❞és✐❣♥❡r❛
t♦✉❥♦✉rs ♣❛r φ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❡♥❣❡♥❞ré✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✻✳ ❙♦✐t s ∈ LA⇒B✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ s ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❡♥ ③✐❣✲③❛❣ s✐ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❡s
tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❈❤❛q✉❡ ❝♦✉♣ ❏♦✉❡✉r s✉✐✈❛♥t ✉♥ ❝♦✉♣ ❖♣♣♦s❛♥t ❞❛♥s A ❡st ❞❛♥s B ❀
✕ ❈❤❛q✉❡ ❝♦✉♣ ❏♦✉❡✉r s✉✐✈❛♥t ✉♥ ❝♦✉♣ ❖♣♣♦s❛♥t ❞❛♥s B ❡st ❞❛♥s A ❀
✕ s↾A ❡t s↾B ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦✐♥t❡✉rs✳
✷✳✹✳ P❘➱▲■▼■◆❆■❘❊❙ ❙P➱❈■❋■◗❯❊❙ ✻✸
❙✐ s ♥❡ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛❧♦rs s ❡st ♣ré✲③✐❣✲③❛❣✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥
❞és✐❣♥❡ ♣❛r s ❧✬✉♥✐q✉❡ ♣❛rt✐❡ ♣ré✲③✐❣✲③❛❣ ❞❛♥s LB⇒A t❡❧❧❡ q✉❡ s↾A = s↾A ❡t s↾B = s↾B ✭à
ré❛❞r❡ss❛❣❡ ♣rès✮✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✹ ✭▲❛✉r❡♥t✮✳ ❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡✉① ❛rè♥❡s✳ ❖♥ ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s
φ : CA → CB s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ iφ : A→ B ❞❛♥s Inn✳
■❞é❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ▲❛ ❣é♥ér❛❧✐té s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞♦♥♥é❡ ✐❝✐ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ q✉✐ ♣❡✉t
êtr❡ ❝♦♥s✉❧té❡ ❞❛♥s ❬▲❛✉✵✺❪✳ ❉♦♥♥♦♥s ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ✐❞é❡s✳ ❙✐ φ : CA → CB ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
❝❤❡♠✐♥✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✿
iφ = {s ∈ LA⇒B | ∀s
′ ⊑P s, φ(s′↾A) = s
′
↾B}
i−1φ = iφ−1
❈❡s str❛té❣✐❡s s♦♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✐♥♥♦❝❡♥t❡s✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦✉r❛♥t
❧❡ q✉❡❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❛ P ✲✈✉❡✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t ✐♥✈❡rs❡s ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❡st
✐♠♠é❞✐❛t à ♣❛rt✐r ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ φ ❡t φ−1 s♦✐❡♥t ✐♥✈❡rs❡s✳
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐ i : A⇒ B ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❛♥s Inn✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❞✬❛❜♦r❞ ♣❛r
✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r s q✉❡ s ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ③✐❣✲③❛❣✱ ❡t q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s s ❞❡ i s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t
❧❡s ♣❛rt✐❡s ✓à ❧✬❡♥✈❡rs✔ s ❞❡ i−1 ✿ ✐❧ s✉✣t ♣♦✉r ç❛ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ s ∈ idA ❡t ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❡
té♠♦✐♥ ❞❛♥s i || i−1 ❞❡ s✳ ▼❛✐s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ t♦✉t s ∈ i s♦✐t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ③✐❣✲③❛❣ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡
i ❡st ❣é♥éré ♣❛r ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s φ✱ q✉✐ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✈✐❡♥t ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s
♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✸✳
❯♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❛rè♥❡ ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝②❝❧✐q✉❡✮
❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥❡ ❛rè♥❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✼ ✭❉é♣❧✐❛❣❡✮✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❛rè♥❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬❛rè♥❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ♦✉ ❧❡ ❞é♣❧✐❛❣❡
❞❡ A✱ ♥♦té A˜✱ ❧✬❛rè♥❡ s✉✐✈❛♥t❡✳
M eA = CA \ {ǫ}
λ eA = ca 7→ λA(a)
⊢ eA = {(c, ca) | c, ca ∈ CA}
I eA = {i | i ∈ IA}
▲❡s ❝♦✉♣s ❞❡ A˜ s♦♥t ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ A✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ✐♥✉t✐❧❡ ❞❡ ❧❡✉r s♣é❝✐✜❡r ❞❡s ❛❞r❡ss❡s✱
♣✉✐sq✉✬♦♥ ♥❡ s❡r❛ ❥❛♠❛✐s ❛♠❡♥és à ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ s♦✉s✲❛rè♥❡ ❞❡ A˜✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✺✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❛rè♥❡✱ ❛❧♦rs A ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à s❛ ❢♦r♠❡ ❞é♣❧✐é❡✳ ◆♦t♦♥s
γA : A→ A˜ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✹✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s✳ ▼❛✐s
❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s A˜ s♦♥t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s C = c0c1c2 . . . cn✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ci ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s A
❡t ci = ip(ci+1) ✿ ♦♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs φ(C) = cn✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ φ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐ ❡st ✉♥
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s✱ ❡t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ♣♦✉rq✉♦✐ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❛rè♥❡s ❡♥ ❛rè♥❡s ❝②✲
❝❧✐q✉❡s ♥✬✐♥✢✉❡ ❡♥ ❛✉❝✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Inn✳ ❈✬❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t
♣❛r❝❡ q✉✬à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛rè♥❡ ♥✬❡st ♣❛s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✿ s❡✉❧❡ ❝♦♠♣t❡ ❧❛
❢♦rêt ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❣é♥éré❡✳
✻✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❉❊ ❏❊❯❳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❖♥ ❛ ♦♠✐s ✐❝✐ ❞❡ ♣❛r❧❡r ❞❡s ◗✉❡st✐♦♥s✴❘é♣♦♥s❡s✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❝❤♦s❡ à ❣❛r❛♥t✐r ❡st
q✉❡ ❧❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s γA ❡t γ
−1
A s♦✐❡♥t ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥t❤ésés✱ ❡t ♣♦✉r ç❛ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡r
é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉① ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s✴ ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❞❡ ♣rés❡r✈❡r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ✭◗✉❡st✐♦♥✴❘é♣♦♥s❡✮
❞❡s ❝♦✉♣s✳
Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡
■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡t ❚♦t❛❧✐té
✻✺

❈❤❛♣✐tr❡ ✸
λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
❙♦♠♠❛✐r❡
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✸✳✷✳✸ ◆♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼
✸✳✸ ▼❛❝❤✐♥❡s ❛❜str❛✐t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
✸✳✸✳✶ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞✐r✐❣é❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
✸✳✸✳✷ ▼❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❑r✐✈✐♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
✸✳✸✳✸ ▼❛❝❤✐♥❡ à ♣♦✐♥t❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡✈✐s✐t❡r ❞✐✛ér❡♥ts ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❝♦♥♥✉❡ ❡♥tr❡ ❧❛
ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉① ❬❉❍❘✾✻❛❪✳ ❊♥ s♦✐✱
❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ tr❛✈❛✉① ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♥♦✈❛t❡✉rs✱ ♠❛✐s ❡st à ♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ q✉✐ ✈❛ êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❡①❛♠❡♥ ✭s②♥t❛①✐q✉❡✮ ❞❡
❧❛ t♦t❛❧✐té ❡♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉① ❡t ✐♥s♣✐r❡r❛ ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ sé♠❛♥t✐q✉❡✱ ♣❛r ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✱
❞❡ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦t❛❧✐té ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ s✉r♣r❡♥❛♥t❡ ♦♥ s✬❛♣❡rç♦✐t q✉❡ ♣♦✉r ❡①❛♠✐♥❡r ❝❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st
✐♥✉t✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❡♥t✐❡r ✿ ✐❧ s✉✣t ❞❡ s❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❛✉① t❡r♠❡s ✉♥❛✐r❡s✱ ❡♥ ❝❡
s❡♥s q✉❡ ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❢❛✐r❡ q✉❡ ✉♥❡ à ❧❛ ❢♦✐s✳ ▲✬❛✉tr❡ ✐♥térêt
❡st q✉❡ ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡r❛ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ à ♣♦✐♥t❡✉rs
❬❉❘❪✳ ▲❡s t②♣❡s s❡r♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ✿ ✐❧ ❡st ✐♥✉t✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r t♦✉s ❧❡s t②♣❡s s✐♠♣❧❡s
♣♦✉r t②♣❡r ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ✉♥❛✐r❡✱ ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s t②♣❡s ♣✉rs✳ ❊♥ r❡t♦✉r ❞❡ ❝❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s✱
✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t r❛❥♦✉t❡r à ♥♦tr❡ ❝❛❧❝✉❧ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ s♦♠♠❡ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ❛✐♥s✐ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ q✉✐ s❡r❛ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❛✈❡❝ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳
❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ✉♥❛✐r❡ ❡t ✈❡rr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ♣r♦✉✈❡r s❛
♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ têt❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✳ ❖♥ ❞é♠♦♥tr❡r❛ ❛✉ss✐ ❛✉ ♣❛ss❛❣❡
❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐r❛ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ♣♦✉r ❝❡
❝❛❧❝✉❧✱ ❡t ♦♥ ❞é❞✉✐r❛ s❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ✈❡rr❛ ❞❛♥s
❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ♣♦✐♥t❡✉r ❡t ❞❡ ❑r✐✈✐♥❡ s✉r ❝❡ ❝❛❧❝✉❧✳
✻✼
✻✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ λ✲❈❆▲❈❯▲ ❊❚ ◆❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆
✸✳✶ λ✲❝❛❧❝✉❧ ✉♥❛✐r❡✱ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
❈♦♠♠❡ ❛♥♥♦♥❝é✱ ♦♥ ✈❛ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❞❡s λ✲t❡r♠❡s ✉♥❛✐r❡s✱ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡ q✉✬✉♥
s❡✉❧ ❛r❣✉♠❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❡st q✉✬✐❧ ❡st ♥♦t❛❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❧❡
λ✲❝❛❧❝✉❧ ❝♦♠♣❧❡t✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s t②♣❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ r❡st❡ ❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r ❧❛ ❞✐✈❡r✲
❣❡♥❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ t♦✉t❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❝❤❛î♥❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ λ✲t❡r♠❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t
t②♣é ♣❡✉t êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ✉♥❛✐r❡✱ ❞✉ ♠♦✐♥s
❛✈❡❝ ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝❤♦✐① ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s λ✲t❡r♠❡s ✉♥❛✐r❡s ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿
❚❡r♠❡s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s x, y, z . . . ▲❡s t❡r♠❡s s♦♥t
♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
M,N ::= (M)N | λx.M | M | M +N | z
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ t❡r♠❡s ❧❡s ♠♦ts ❣é♥érés ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳
❚②♣❡s✳ ▲❡s t②♣❡s ❝♦♥s✐❞érés s♦♥t ❥✉st❡ ❞❡s t②♣❡s ♣✉rs✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧s s♦♥t ❝♦♠♣♦sés
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❛t♦♠❡ ❞❡ ❜❛s❡ o✱ ❡t q✉✬✐❧s s♦♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ♣❛r❡♥t❤èsés à ❣❛✉❝❤❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t
❞✐t✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ✉♥ ❡♥t✐❡r n ∈ N✱ ♣❛r ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
0 = o
n+ 1 = n→ o
➚ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ✉♥ t②♣❡ t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r k t❡❧ q✉❡ k = t✳
❱♦✐❝✐ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ✿
λ✲❝❛❧❝✉❧ ✉♥❛✐r❡
ax
Γ, x : k ⊢ x : k
dem
Γ ⊢ z : k
Γ, x : k ⊢M : 0
lam
Γ ⊢ λx.M : k + 1
Γ ⊢M : k + 1 Γ ⊢ N : k
app
Γ ⊢MN : 0
Γ ⊢M : k Γ ⊢ N : k
plus
Γ ⊢M +N : k
❖♥ éq✉✐♣❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
(λx.M)N  M [N/x] (β)
zN  z (z)
M +N  M (+l)
M +N  N (+r)
✸✳✶✳ λ✲❈❆▲❈❯▲ ❯◆❆■❘❊✱ ❉➱❋■◆■❚■❖◆ ❊❚ ◆❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆ ✻✾
Prés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s✳ ❖♥ ❛ ♣rét❡♥❞✉ ♣❧✉s ❤❛✉t q✉❡ t♦✉t❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ♣♦✉r ✉♥ λ✲t❡r♠❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ❞♦♥♥❛✐t ❧✐❡✉ à ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
✐♥✜♥✐❡ ♣♦✉r ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ✉♥❛✐r❡✳ ❙❛♥s r❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s✱ ❞♦♥♥♦♥s✲❡♥ ✉♥❡ ❜rè✈❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥✳
❖♥ ♥❡ ❞♦♥♥❡r❛ ♣❛s ✐❝✐ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ s❡ ré❢ér❡r à
❬❇❛r✽✺❪✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ()⋆ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ✿
(λx1 . . . xn.M)
⋆ = λx.(M [x/xi])
⋆
(M U1 . . . Up)
⋆ = M⋆ (U⋆1 + · · ·+ U
⋆
p )
x⋆ = x
❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥ t❡r♠❡ t②♣é
❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ✉♥❛✐r❡✱ ❡t q✉❡ ❝❡tt❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ tr❛♥s♣♦rt❡ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧
s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ✈❡rs ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ✉♥❛✐r❡✳ ❖♥ ♥❡ ✈❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❡♥ ❞♦♥♥❡r ❧❡s ❞ét❛✐❧s✱ ❝❛r
❝❡tt❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ✉t✐❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❊❧❧❡ s♦✉s✲t❡♥❞
❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬é❝r❛s❡♠❡♥t q✉✐ s❡r❛ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❥❡✉① ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✱ ❡t ♣❡r♠❡t
❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ s♦♠♠❡ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ✉♥❛✐r❡✳
◆♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡✱ ✐✳❡✳ ♦♥
ré❞✉✐t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧✬é✈❡♥t✉❡❧ r❡❞❡① ❧❡ ♣❧✉s à ❣❛✉❝❤❡✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ Λ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡
❝❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❞és✐❣♥❡r❛ ♣❛r Λ0 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❝❧♦s✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✉♥ t❡r♠❡ ♥♦♥
t②♣é ❞❛♥s Λ0 ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥❛✐r❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ❧❡ t②♣❛❣❡ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♣ré❝✐s❡r❛ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡r❛ ✉♥ t❡r♠❡ t②♣é✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ ✭❘é❛❧✐s❛❜✐❧✐té✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥  ⊆ Λ0 × N ✿
✕ M  0⇔M  ∗ z
✕ M  k + 1⇔ ∀N  k, MN  ∗ z✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✶ ✭❆❞éq✉❛t✐♦♥✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s x1 : n1, . . . , xp : np ⊢ M : k✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t
N1  n1, . . . , Np  np✱ M [N1/x1, . . . , Np/xp]  k✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ M ✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❡s ❝❛s s❡❧♦♥ ❧❛
❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ✉t✐❧✐sé❡✳
✕ ❛①✱ ❞❡♠✳ ❚r✐✈✐❛❧✳
✕ ❧❛♠✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ❡st ✿
Γ, x : k ⊢M : 0
lam
Γ ⊢ λx.M : k + 1
❙♦✐❡♥t N1n1 . . . Npnp✳ ■❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ (λx.M)[Ni/xi]k+1✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s N k✱
❛❧♦rs ✿
((λx.M)[Ni/xi])N = (λx.(M [Ni/xi]))N  M [Ni/xi][N/x] 
∗ z
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❝❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬✉♥✐q✉❡ r❡❞❡① ❞❡ têt❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ ▲❡
t❡r♠❡ M [Ni/xi][N/x] ♥♦r♠❛❧✐s❡ ❡♥s✉✐t❡ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r M ✳
✕ ❛♣♣✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ❡st ✿
Γ ⊢M : k + 1 Γ ⊢ N : k
app
Γ ⊢MN : 0
❙♦✐❡♥t N1  n1 . . . Np  np✳ ■❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ (MN)[Ni/xi]  ∗ z✳ ❈✬❡st ❥✉st❡ ♣❛r
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✱ ♣✉✐sq✉❡ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ M [Ni/xi]
k + 1 ❡t N [Ni/xi]  k✳
✼✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ λ✲❈❆▲❈❯▲ ❊❚ ◆❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆
✕ ♣❧✉s✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ❡st ✿
Γ ⊢M : k Γ ⊢ N : k
sum
Γ ⊢M +N : k
❙♦✐❡♥t N1n1 . . . Npnp✳ ❙✐ k = 0✱ (M+N)[Ni/xi] s❡ ré❞✉✐t ❡♥ ✉♥❡ ét❛♣❡ s✉rM [Ni/xi]
♦✉ N [Ni/xi]✱ ♦r ❝❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s ré❛❧✐s❡♥t 0 ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❞♦♥❝ (M +
N)[Ni/xi]  
∗ z✳ ❙✐ k 6= 0✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ (M + N)[Ni/xi]  k + 1✳ P♦✉r
t♦✉t T  k✱ ((M + N)[Ni/xi])T s❡ ré❞✉✐t ❡♥ ✉♥❡ ét❛♣❡✱ s♦✐t s✉r (M [Ni/xi])T ♦✉ s✉r
(N [Ni/xi])T ✱ ♦r ❝❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs z ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✳
❊♥ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣✉✐ss❛♥t✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡
♠♦♥tr❡r ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ✿
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✳✷✳  ♥♦r♠❛❧✐s❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s t❡r♠❡s t②♣és✱ ✐✳❡✳ ♣♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ ❝❧♦s M
t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ k ∈ N ❛✈❡❝ ⊢M : k ♣r♦✉✈❛❜❧❡✱ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ M ♣♦✉r  ❡st ✜♥✐❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ M  k✳ ❙♦✐t k = 0 ❡t M  ∗ z✱ s♦✐t
k = p + 1✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♥♦t❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ z  p ✭✐♠♠é❞✐❛t✮✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ❛ Mz  ∗ z✳
▼❛✐s s✐ M ❛✈❛✐t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡ ✐♥✜♥✐❡✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ s❡r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡
❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ♣♦✉r Mz✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
❖♥ ♥♦t❡r❛ ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ t❤ès❡ ❞é❢❡♥❞✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st
q✉❡ ❧❡ ❝÷✉r ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉① s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s
❝❡tt❡ ❝♦✉rt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r❡✉✈❡ q✉✬♦♥ ❡♥ ❞♦♥♥❡r❛✱ ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✱ ❝♦♥s✐st❡
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ✉♥❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ r❛♠❡♥❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s à ❧❛ ♥♦r✲
♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡s λ✲t❡r♠❡s ✉♥❛✐r❡s✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ♣❧✉s sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷ ❝♦♥s✐st❡
q✉❛♥t à ❡❧❧❡ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s à r❡❥♦✉❡r ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡
❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✳
❚❡❝❤♥✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥✬✉t✐❧✐s❡r♦♥t q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♣r♦✉✈é ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣❛r s♦✉❝✐ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡
❜r✐è✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❧✬ét❡♥❞r❡ ❡♥ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✳ ❏✉sq✉✬à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡tt❡
s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞és♦r♠❛✐s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥
❞❡s t❡r♠❡s✳ ❖♥ ❛❞❛♣t❡ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t  ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❡♥ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t s ♣❧✉s ❢♦rt ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷ ✭❘❡❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❢♦rt❡✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ s ⊆ Λ0 × N ✿
✕ M s 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ M ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs z ❀
✕ M s k + 1⇔ ∀N s k, MN s 0✳
❈♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ t❡r♠❡ ❡st ✉♥ ré❛❧✐s❛t❡✉r ❢♦rt ❞❡ k ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss✉r❡r q✉✬✐❧ ❡st
❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✸✳ P♦✉r t♦✉t k✱ ♦♥ ❛ zsk✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐Msk ❛❧♦rs M ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r k✳ ❈✬❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✈r❛✐ ♣♦✉r k = 0✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡zsk+1✳
P♦✉r ç❛✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r M s k ❡t ♠♦♥tr❡r q✉❡ zM s❡ ♥♦r♠❛❧✐s❡ ❢♦rt❡♠❡♥t s✉r z✳ ▼❛✐s
♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ M ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t✳ ❉♦♥❝✱ t♦✉t❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ✜♥✐t ♣❛r ré❞✉✐r❡ ❧❡ r❡❞❡① ❞❡ têt❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ z✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱
✸✳✶✳ λ✲❈❆▲❈❯▲ ❯◆❆■❘❊✱ ❉➱❋■◆■❚■❖◆ ❊❚ ◆❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆ ✼✶
♠♦♥tr♦♥s q✉❡ s✐ M s k+1 ❛❧♦rs M ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥
❛ z s k✱ ❞♦♥❝ Mz ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t✳ ▼❛✐s ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
❢❛✐❜❧❡✱ s✐ M ❛✈❛✐t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ❝❡tt❡ ❝❤❛î♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r❛✐t ❛✉ss✐ ♣♦✉r Mz✱
❞♦♥❝ M ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t✳
❖♥ ♠♦♥tr❡ ❧✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♠❛✐s ❧❡ ❝❛s lam ❡st ♣❧✉s s✉❜t✐❧✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡♥ ❡✛❡t
s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s ♦ù ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ré❞✉✐r❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ têt❡✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡
♣❛r ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✹✳ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① t❡r♠❡s M ❡t N ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬♦♥ ❛✐❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ (λx.M)N  
(λx.M ′)N ′ q✉✐ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❡r♠✉t❡r ❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❛✈❡❝ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ✿
(λx.M)N
ww w7
w7 w7
w7 w7
w7 w7
&&&f
&f&f
&f&f
&f
(λx.M ′)N ′
'''g
'g'g
'g'g
'g'g
M [N/x]
∗
xx x8
x8 x8
x8 x8
x8
M ′[N ′/x]
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ ♦♥ ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ (λx.M)N ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
❞❡ têt❡✱ ❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ s♦✐t ❞❛♥s M ✱ s♦✐t ❞❛♥s N ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ❞❛♥s M ✱
♦♥ ❛ ❛❧♦rs (λx.M)N  (λx.M ′)N ✳ ❯♥❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ M ♠♦♥tr❡
❛❧♦rs q✉✬♦♥ ♣❡✉t tr❛♥s♣♦rt❡r ❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ M [N/x] M ′[N/x]✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❡r♠❡r
❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✳
❆✉tr❡♠❡♥t✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❞❛♥s N ✿ ♦♥ ❛ (λx.M)N  (λx.M)N ′✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
N  N ′ s❡ tr❛♥s♣♦rt❡ ❞❛♥s M [N/x]✱ ❡♥ ❛✉t❛♥t ❞✬ét❛♣❡s q✉✬✐❧ ② ❛✈❛✐t ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ x ❞❛♥s
M ✳
P❛r ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✺✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ (λx.M)N  T1  T2  . . . ✱
❛✈❡❝ M ❡t N ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥ts✳ ❆❧♦rs✱ ❝❡tt❡ ❝❤❛î♥❡ s❡ ❢❛❝t♦r✐s❡ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❝✐✲
❞❡ss♦✉s✳
(λx.M)N
∗
 O
O
O
O
O
O
O
O
O
&&&f
&f&f
&f&f
&f
M [N/x]
∗
xx x8
x8 x8
x8 x8
x8 x8
Ti
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ M ❡t N s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥ts✱ t♦✉t❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ré✲
❞✉❝t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ (λx.M)N ✜♥✐t ❢♦r❝é♠❡♥t ♣❛r ré❞✉✐r❡ ❧❡ r❡❞❡① ❞❡ têt❡✱ s♦✐t Ti−1  Ti
❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r i✱ ♦♥ ❢❛✐t r❡♠♦♥t❡r ❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡
(λx.M)N  T1  T2  . . . ❥✉sq✉✬à ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❛♥♥♦♥❝é❡✳
✼✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ λ✲❈❆▲❈❯▲ ❊❚ ◆❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆
❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ✿
▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✻ ✭❆❞éq✉❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s x1 : n1, . . . , xp : np ⊢ M : k✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t
N1  n1, . . . , Np  np✱ M [N1/x1, . . . , Np/xp] s k✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡✳ ▲❡s s❡✉❧s ❝❛s q✉✐ ❞✐✛èr❡♥t ❞✉ ❧❡♠♠❡
❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ s♦♥t lam ❡t plus✳
✕ ❧❛♠✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ❡st ✿
Γ, x : k ⊢M : 0
lam
Γ ⊢ λx.M : k + 1
❙♦✐❡♥t N1 s n1 . . . Np s np✳ ■❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ (λx.M)[Ni/xi] s k + 1✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
N s k✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♥♦t❡r q✉❡ M [Ni/xi] ❡t N s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥ts✳ ❊♥
❡✛❡t✱ N ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t ♣✉✐sq✉❡ N s k✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ M ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r✲
♠❛❧✐s❛♥t✱ s✬✐❧ ❛✈❛✐t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❧❛ tr❛♥s♣♦rt❡r ❞❛♥s
M [z/x1, . . . ,z/xp,z/x] q✉✐ ré❛❧✐s❡ 0 ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛❜s✉r❞❡✳
❖♥ ❞♦✐t ♠♦♥tr❡r q✉❡ (λx.M)[Ni/xi]N = (λx.M [Ni/xi])N ♥♦r♠❛❧✐s❡ ❢♦rt❡♠❡♥t✳ ▼❛✐s
❝♦♠♠❡ M [Ni/xi] ❡t N s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t
q✉❡ t♦✉t❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ (λx.M)[Ni/xi]N s❡ ❢❛❝t♦r✐s❡ ♣❛r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡✳
❖r✱ ❛✉❝✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ♥❡ ♣❡✉t ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡
❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r M ✳
✕ ♣❧✉s✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ❡st ✿
Γ ⊢M : k Γ ⊢ N : k
sum
Γ ⊢M +N : k
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ T ✱ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ (M+N)T q✉✐ ♥❡ ré❞✉✐t
♣❛s ❧❡ r❡❞❡① ❞❡ têt❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ ❡♥tr❡❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ M ✱ N ❡t T ✳
❙♦✐❡♥t Nisni✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ (M+N)[Ni/xi] = (M [Ni/xi]+N [Ni/xi])sk✳
❙✐ k = 0✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♥♦t❡r q✉❡ t♦✉t❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡
(M [Ni/xi] +N [Ni/xi]) ✜♥✐t tôt ♦✉ t❛r❞ ♣❛r ré❞✉✐r❡ ❧❡ r❡❞❡① ❞❡ têt❡✱ ❝❛r ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡
❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ M [Ni/xi] ❡t N [Ni/xi] s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥ts✳ ❉ès ❧♦rs✱ ♦♥ t♦♠❜❡ s✉r
✉♥ ré❞✉✐t ❞❡ M [Ni/xi] ♦✉ ❞❡ N [Ni/xi]✱ q✉✐ s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥ts ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡
❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❙✐ k = p+ 1✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ T s p✳ T ét❛♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t✱ ❧❡ ♠ê♠❡
r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❡t (M [Ni/xi]+N [Ni/xi])T s❡ ré❞✉✐t ❢♦r❝é♠❡♥t ❡♥ ✉♥ ré❞✉✐t ❞❡
M [Ni/xi]T ♦✉ N [Ni/xi]T q✉✐ s❡ ré❞✉✐s❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t s✉r z✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✳
❈❡❝✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬❛❞éq✉❛t✐♦♥✱ ❡t ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✸ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛
❢♦rt❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❜✐❡♥ t②♣és✳ ❖♥ ♣ré❝✐s❡ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ s✐ ❧❛ ❢♦rt❡ ♥♦r♠❛❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥✬❡st ❝❡rt❡s ♣❛s tr♦♣ ❞✉r❡ à ♦❜t❡♥✐r✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡♥ r❡st❡ ♣❛s ♠♦✐♥s ❞✬✉♥ ✐♥térêt
❛ss❡③ ❧✐♠✐té ♣♦✉r ♥♦✉s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ t♦✉t ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s❡rt ❞❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥
❡♥tr❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❡s ❥❡✉①✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡s ❥❡✉① ❧❛ s❡✉❧❡ ré❞✉❝t✐♦♥ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❡st ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
❞❡ têt❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❝✬❡st ♠ê♠❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡✱ ❞♦♥t ❧✬ét✉❞❡ ✈✐❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✳
✸✳✷ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡
▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡✱ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s λ✲t❡r♠❡s ❡①trè♠❡♠❡♥t ♣❛r❡ss❡✉s❡✱
s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❛♣♣❛r✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s s♦✉s ❝❡ ♥♦♠ ❞❛♥s ❬▼P✾✹❪✱ ♦ù ❡❧❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
✸✳✷✳ ❘➱❉❯❈❚■❖◆ ▲■◆➱❆■❘❊ ❉❊ ❚✃❚❊ ✼✸
♠♦♥tr❡r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ à ❧❛ ❇ö❤♠ s✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♣r❡✉✈❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t
❡♥ tr♦✉✈❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣ré❝✉rs❡✉rs ✿ ❝✐t♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❬❉❇✽✼❪ ét✉❞✐é❡
♣❛r ❉❡ ❇r✉✐❥♥✳ ❉❛♥s ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❉❛♥♦s✱ ❍❡r❜❡❧✐♥ ❡t ❘❡❣♥✐❡r ❬❉❍❘✾✻❛❪✱ ❡❧❧❡ ❡st ♣rés❡♥té❡
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ r❡❝♦✉♣❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❥❡✉① ❍❖ ❡t ❆❏▼ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✲
❝❤✐♥❡s ❛❜str❛✐t❡s ✭❧❛ P❆▼✶ ❡t ❧❛ ■❆▼✷ ✖ ❧❛ P❆▼ s❡r❛ ❞é❝r✐t❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧ ♣❧✉s t❛r❞✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡s t❡r♠❡s ✉♥❛✐r❡s✮✳ ❉❛♥s ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ s✉✐✈❛♥t ❬❉❘❪ ✭à ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛✉t❡✉r✱ t♦✉❥♦✉rs ♥♦♥
♣✉❜❧✐é✮✱ ❉❛♥♦s ❡t ❘❡❣♥✐❡r r❡✈✐❡♥♥❡♥t ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ s✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ❡t s✉r ❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s q✉✬❡❧❧❡ ❡♥tr❡t✐❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❜str❛✐t❡s✳
▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✳ ❊❧❧❡ s❡r❛ ❛✉ss✐
✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♥♦tr❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡✱ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳ ▼❛✐s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ t♦✉t❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ t✐r❡ s♦♥ ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
❡♥tr❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉① ❡t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡✱ ❡t ❝❡ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s
❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❛✐ssé ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡ ❝ôté ❡t q✉❡ ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✬♦❜❥❡ts sé♠❛♥✲
t✐q✉❡s✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ❡♥ ❡st q✉❡ ❧❡s tr❛❝❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉① s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts
très ❞✐✣❝✐❧❡s à ❝❡r♥❡r ❡t à ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡✱ ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❛ss❡③ ❞✉rs ❞✬❛tt❡✐♥t❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥✳ ■❧
s✬❡st ❛✈éré ❛ss❡③ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✕ ♠ê♠❡ s✐♠♣❧❡s ✕ s✉r ❝❡s ♦❜❥❡ts✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡
❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ s✬❡♥ ❛✈✐s❡r ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ▲✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡✱ ✉♥❡ ❢♦✐s
tr❛♥s♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❛❝❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥❝rèt❡ ❞❡ ❝❡s ♦❜❥❡ts
❛❜str❛✐t✱ ❡t ❞❡ s❛✈♦✐r ♠✐❡✉① ❛♥t✐❝✐♣❡r q✉❡❧❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❛tt❡♥❞r❡✳
▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛✉ s❡♥s ♣r♦♣r❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt
♣❛r❝❡ q✉❡ s❡s r❡❞❡① ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❞❡s β✲r❡❞❡①✸✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ✿ s✐ ♦♥ ✈❡✉t ré❞✉✐r❡ (λx.M)N ✱ ♦♥ ♥❡ ✈❛ ♣❛s r❡♠♣❧❛❝❡r t♦✉t❡s ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ x
♣❛r M ✱ ♠❛✐s ✉♥❡ s❡✉❧❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬❛r❣✉♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ❡✛❛❝é ♣❛r
❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❧❛ r❡♥❞ str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡♥ t❛✐❧❧❡✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ❢❛♠✐❧✐❡r ❛✈❡❝ ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❬❊❘✵✸❪ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ♣❛rt❛❣❡ ❛✈❡❝ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧✬❡♠♣❧♦✐
❝r✉❝✐❛❧ ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳
❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❬❉❘❪ ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ❞❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
✉s✉❡❧✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♦♥ s✬✐♥s♣✐r❡r❛ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉✬♦♥ ❛❞❛♣t❡r❛ ❛✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ s♦♠♠❡ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳
✸✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s
▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ét❛♣❡s✳ P♦✉r ❝❡tt❡
♣r❡♠✐èr❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡✱ ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✐❣♥♦r❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❙✉♣♣♦✲
s♦♥s ❞♦♥♥é ✉♥ λ✲t❡r♠❡ T ✳
✶✳ ❖♥ r❡♣èr❡ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ têt❡ xi ❞❡ T ✿ ❝✬❡st ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❛ ♣❧✉s à ❣❛✉❝❤❡
❞❛♥s ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ T ✳ ❊♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉①✱ ❝✬❡st ❡❧❧❡ q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝♦✉♣
❥♦✉é ♣❛r ❧❛ str❛té❣✐❡✳
✷✳ ❖♥ r❡♣èr❡ ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ M ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à xi✳ ❈✬❡st ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ T
q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r λx. . . . ✱ ♦ù λx ❡st ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ q✉✐ ❧✐❡ xi✳
✸✳ ❖♥ r❡♣èr❡ ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t N ❞❡ M ✳ ❈✬❡st✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡✱ ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ q✉✐ ❡st ❡♥
♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬❛r❣✉♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ λx.✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡ s❡r❛ ♣ré❝✐sé ♣❧✉s t❛r❞✱ (λx,N)
♥❡ ❢♦r♠❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ β✲r❡❞❡① ✦
✹✳ ❖♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ xi ♣❛r N ✳
✶♣♦✉r P♦✐♥t❡r ❆❜str❛❝t ▼❛❝❤✐♥❡✱ ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s ▼❛❝❤✐♥❡ ❆❜str❛✐t❡ à P♦✐♥t❡✉rs✳
✷♣♦✉r ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❆❜str❛❝t ▼❛❝❤✐♥❡✱ ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s ▼❛❝❤✐♥❡ ❆❜str❛✐t❡ ❞✬■♥t❡r❛❝t✐♦♥
✸❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ✉♥❛✐r❡
✼✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ λ✲❈❆▲❈❯▲ ❊❚ ◆❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆
❍❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♥✬❛ ❞❛♥s ✉♥ t❡r♠❡ T q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ têt❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❛
ré❞✉❝t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ■❝✐✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s
❞❡ têt❡✳
◆♦t❛t✐♦♥s ❡t ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ s✉✐✈r❛ ❧❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❞❡ ❬❉❘❪✳ ▲❡s
❧❡ttr❡s ❝❛♣✐t❛❧❡s s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❞❡s t❡r♠❡s✱ ❡t ❧❡s ❧❡ttr❡s ♠✐♥✉s❝✉❧❡s x, y, z, . . .
♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙✐ x ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s x0, x1, x2, . . . ♣♦✉r
❞és✐❣♥❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ T ❡st ✉♥ t❡r♠❡ q✉✐ ❝♦♠♣r❡♥❞
♣❧✉s✐❡✉rs ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞✉ ❞é♠♦♥ ✭z✮✱ ♦♥ ❧❡s ❞és✐❣♥❡r❛ ♣❛rz1,z2, . . . ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ❛✉ss✐ q✉✬♦♥
r❡s♣❡❝t❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❇❛r❡♥❞r❡❣t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ♦♥t t♦✉❥♦✉rs
✉♥ ♥♦♠ ❞✐✛ér❡♥t✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳ ❙♦✐t T ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ Λ✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ hoc(T ) ❞❡ s❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡
têt❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r T ✱ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
hoc(T1T2) = hoc(T1)
hoc(λx.T ) = hoc(T )
hoc(xi) = {xi}
hoc(T1 + T2) = hoc(T1) ∪ hoc(T2)
hoc(zj) = {}
▲✬✐❞é❡✱ ❝✬❡st q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ✈❛ ❝❤♦✐s✐r ✭❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✮ ✉♥❡
♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ têt❡✳ ❖♥ ✈❛ ❡♥s✉✐t❡ ❛❧❧❡r ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ ❡t
❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ P♦✉r ❛ss♦❝✐❡r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❜str❛✐t❡s ❛✉① s♦✉s✲t❡r♠❡s
❛r❣✉♠❡♥ts q✉✐ ❧❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♣ré✲r❡❞❡①✳ P❧❛ç♦♥s✲♥♦✉s ❞❛♥s ✉♥
t❡r♠❡ T ✱ ✉♥ ♣ré✲r❡❞❡① ❞❡ T ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (λx,M) ❛✈❡❝ x ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❜str❛✐t❡ ❞❛♥s T ❡t
M ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ T ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r λx✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❡st
❞❡st✐♥é à r❡♠♣❧❛❝❡r x✳ ❇✐❡♥ sûr✱ t♦✉t ❝❡❧❛ s❡r❛ ❞é✜♥✐ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ✐♥st❛♥t✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❛❝t✉❡❧ ✭✐✳❡✳ ♥♦♥ t②♣é✱ ❛✈❡❝ ❧❛ s♦♠♠❡ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✮✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❛ss❡③ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡
r❡tr♦✉✈❡r✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t q✉✐ ❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✳ ❈❡tt❡
❞✐✣❝✉❧té ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉✐ s✉✐t✳ ❇✐❡♥ s✉r✱ ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ✉♥❛✐r❡s
t②♣és✱ t♦✉t ❝❡❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞r❛st✐q✉❡♠❡♥t s✐♠♣❧✐✜é✳ P♦✉r ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡r❛ q✉✬✉♥❡
❢♦rêt ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥s ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t s♦✐t ❧❛
❢♦rêt ✈✐❞❡✱ s♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s (λx, F ) ♦ù λx ❡st ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ❡t F ❡st ✉♥❡
❢♦rêt ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥s✳ ❙✐ F1, . . . , Fn s♦♥t ❞❡s ❢♦rêts ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥s✱ ♦♥ ♥♦t❡ [F1, . . . , Fn] ❧❛ ❢♦rêt
♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❧❡s ❢♦rêts F1, . . . , Fn ❝ôt❡ à ❝ôt❡✱ ♦❜t❡♥❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦rêt✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳ ❙♦✐t T ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ Λ✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é✜♥✐r ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❧❛ ❢♦rêt ❞❡s
❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞❡ T ✱ ♥♦té❡ λh(T ) ✿
✕ ❙✐ T = T1T2✱ ❛❧♦rs s✐ λh(T1) ❡st ✈✐❞❡✱ λh(T ) ❡st ✈✐❞❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ♦♥ ❛ λh(T1) = {(λx1, F1),
. . . , (λxn, Fn)}✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t λh(T ) = [F1, . . . , Fn]✳
✕ λh(λx.T ′) = {(λx, λh(T ′))}
✕ λh(xi) = ∅
✕ λh(T1 + T2) = [λh(T1), λh(T2)]
✕ λh(zi) = ∅
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦té red(T ) ❞❡ s❡s ♣ré✲r❡❞❡① ✿
✸✳✷✳ ❘➱❉❯❈❚■❖◆ ▲■◆➱❆■❘❊ ❉❊ ❚✃❚❊ ✼✺
✕ ❙✐ T = T1T2 ❛❧♦rs s✐ λh(T1) = ∅✱ red(T ) = red(T1)✳ ❙✐♥♦♥✱ s✐ λh(T1) = {(λx1, F1), . . . ,
(λxn, Fn)}✱ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s ♦♥ ❞é✜♥✐t ✿
red(T ) = red(T1) ∪ {(λx
1, T2), . . . , (λx
n, T2)}
✕ red(λx.T ) = red(T )
✕ red(xi) = ∅
✕ red(T1 + T2) = red(T1) ∪ red(T2)
✕ red(zi) = ∅
▲✬✐❞é❡ ❡st ❞✬❛ss♦❝✐❡r à ❝❤❛q✉❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t q✉✐ ❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❝❡t ❛r❣✉♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ à ré❝✉♣ér❡r✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ t❡r♠❡
(λx.λy.M)N1N2✳ ■❝✐ ❧❡ ♣ré✲r❡❞❡① (λy,N2) ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ β✲r❡❞❡①✱ ❡t N2 ♥✬❡st s✉r❡♠❡♥t ♣❛s ❡♥
♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬❛r❣✉♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ λy.M ✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛
ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳ ❙♦✐t M ✉♥ t❡r♠❡✳ ❙✐ xi ∈ hoc(M)✱ ❡t s✐ (λx,N) ∈ red(M) ❛✈❡❝ xi ♦❝❝✉r✲
r❡♥❝❡ ❞❡ x✱ ❛❧♦rs ✿
M  LHR M [N/xi]
❖ù M [N/xi] ❞és✐❣♥❡ M ♦ù s❡✉❧❡ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ xi ❛ été r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r N ✱ ❡♥ ❧❛✐ss❛♥t ❧❡ r❡st❡ ❞✉
t❡r♠❡ ✐♥❝❤❛♥❣é✳ ❖♥ ♣❛ss❡ s♦✉s s✐❧❡♥❝❡ ❧❡s ét❛♣❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❞✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r
♣rés❡r✈❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❇❛r❡♥❞r❡❣t✳ ❆✈❛♥t ré❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❧❡ tr✐♣❧❡t (λx, xi, N) ✉♥
r❡❞❡① ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡✳
❊①❡♠♣❧❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s❛♥s s♦♠♠❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r à
❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ têt❡✱ ❡t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ P♦✉r ❝❧❛r✐✜❡r
❧❡s ❝❤♦s❡s✱ ♦♥ ✈❛ s♦✉❧✐❣♥❡r ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ têt❡ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❡t s✉r❧✐❣♥❡r ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♣ré✲r❡❞❡① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳
(λx.xx)(λy.yy)  LHR (λx.(λz.zz)x)(λy.yy)
 LHR (λx.(λz.xz)x)(λy.yy)
 LHR (λx.(λz.(λu.uu)z)x)(λy.yy)
 LHR (λx.(λz.(λu.zu)z)x)(λy.yy)
 LHR (λx.(λz.(λu.xu)z)x)(λy.yy)
 LHR (λx.(λz.(λu.(λv.vv)u)z)x)(λy.yy)
 LHR . . .
❈❡tt❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s✬ét❡♥❞❛♥t à ❧✬✐♥✜♥✐✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡
s♦♠♠❡ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉✬♦♥ ❛ ♣❧✉s ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ têt❡✳ ❖♥
❣❛r❞❡r❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♠❛✐s ✐❧ ② ❛✉r❛ ♣❛r❢♦✐s ✉♥ ❝❤♦✐① ✐♠♣❧✐❝✐t❡
❞❡ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ têt❡ à s✉❜st✐t✉❡r✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ ♦♥ ❢❡r❛ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❡♥ ❝♦✉❧❡✉r t♦✉t❡s ❧❡s
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ têt❡✳
(λx.x(λy.x+ y))(λz.z)  LHR (λx.(λz.z)(λx.x+ y))(λz.z)
 LHR (λx.(λz.(λu.x+ u))(λy.x+ y))(λz.z)
 LHR (λx.(λz.(λu.(λv.v) + u))(λy.x+ y))(λz.z)
➚ ❝❡ ♣♦✐♥t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s✬❛rrêt❡✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ♥✐ v ♥✐ u ♥❡ ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ ♣ré✲r❡❞❡①✳
✼✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ λ✲❈❆▲❈❯▲ ❊❚ ◆❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆
❙✉r ❧❛ σ✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ❞✐t✱ ❧❡s ♣ré✲r❡❞❡① ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ♥❡
s♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡s β✲r❡❞❡①✳ ■❧ ♣❛r❛✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♣ré❝✐s❡r q✉✬✐❧s ❧❡ r❡st❡♥t
à σ✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣rès✳ ▲❛ σ✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉r ❧❡s λ✲t❡r♠❡s ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❘❡❣♥✐❡r ❞❛♥s
❬❘❡❣✾✹❪✱ ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ ❛✐t été ❝♦♥s✐❞éré❡ ❛✉♣❛r❛✈❛♥t s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ✓éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣❛r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✔✱
♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❤❡③ ❞❡ ❱r✐❥❡r ❬❉❱✽✼❪✳ ❈❡tt❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss✐♠✐❧❡r ❧❡s λ✲t❡r♠❡s q✉✐ s❡
tr❛❞✉✐s❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ♠ê♠❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❬❘❡❣❪✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ✉♥ t❡r♠❡ s❡ tr❛❞✉✐t
❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ❛✈❡❝ n ❝♦✉♣✉r❡s✱ ♦♥ ✈❡✉t ♣♦✉✈♦✐r ✐❞❡♥t✐✜❡r n r❡❞❡① ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ♦r✐❣✐♥❡❧✳
❚❡❝❤♥✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
((λx.U)V )W →σ (λx.UW )V
(λxy.U)V →σ λy.(λx.U)V
▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ∼=σ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❣é♥éré❡ ♣❛r →σ✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs
♥♦t❡r q✉❡ s✐ ❧❡s r❡❞❡① ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡s β✲r❡❞❡①✱
✐❧s ❧❡ r❡st❡♥t à σ✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣rès✳
✸✳✷✳✷ Pr♦♣r✐étés
❈♦rr❡❝t✐♦♥ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡✳ ❯♥❡ ♣r♦♣r✐été ❝r✉❝✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ r❡st❡ ❝♦rr❡❝t❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡  q✉❡ ❞❡ β s❡✉❧❡✳ ❈❡❧❛ ❡st
❡①♣r✐♠é ♣❛r ❧✬é♥♦♥❝é s✉✐✈❛♥t ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳ ❙♦✐t T ✉♥ t❡r♠❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ T  LHR T ′✱ ❛❧♦rs T ❡t T ′ s♦♥t β✲
éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ têt❡ s✉❜st✐t✉é❡ ❞❛♥s T  LHR T ′ s♦✐t zi✱ ❡t
q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t s✉❜st✐t✉é❡ ♣❛r ✉♥ t❡r♠❡ Ai✳ T ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
T = . . . (λz. . . . zi . . . )Ai . . .
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ T ′ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
T ′ = . . . (λz. . . . Ai . . . )Ai . . .
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ♥✬é❧✐♠✐♥❡ ♣❛s ❧❡ β✲r❡❞❡①✱ ✐❧ s✉✣t
❞❡ ❧❡ ré❞✉✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♠ê♠❡ t❡r♠❡✳ ➱❝r✐✈♦♥s T s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
T = C[(λz.M)Ai]
❡t T ′ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
T ′ = C[(λz.M ′)Ai]
❖ù C[] ❡st ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡✹✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛ T  β C[M [Ai/z]] ❡t T ′  C[M ′[Ai/z]]✱ ♠❛✐s ♦♥ ❛
❛✉ss✐ M [Ai/z] = M ′[Ai/z]✱ ♣✉✐sq✉✬❛✉❝✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ z ♥❡ ♣❡✉t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧✐❜r❡♠❡♥t ❞❛♥s
Ai✳
◆♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t  LHR ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ β✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ♠❛✐s ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s
❞❡ têt❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ t❡r♠✐♥❡♥t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s❡s  ✲ré❞✉❝t✐♦♥s t❡r♠✐♥❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✿ ❝✬❡st
❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✳
✹■❧ ♥❡ ♣❛r❛✐t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡✳ ■♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t
❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ✓tr♦✉s✔ ♥♦tés []✱ ❡t é❝r✐r❡ C[M ] r❡✈✐❡♥t à r❡♠♣❧❛❝❡r ❞❛♥s C[] t♦✉s ❧❡s tr♦✉s ♣❛r M ✱
s❛♥s ❡✛❡❝t✉❡r ❞✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳
✸✳✷✳ ❘➱❉❯❈❚■❖◆ ▲■◆➱❆■❘❊ ❉❊ ❚✃❚❊ ✼✼
❙éq✉❡♥❝❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳ P♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡
❡t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❜str❛✐t❡s q✉✬♦♥ ✈❛ ét✉❞✐❡r✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❣❛r❞❡r tr❛❝❡ ❞❡s s✉❜st✐✲
t✉t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❙✐ T ❡st ✉♥ t❡r♠❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t s❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡
s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✳ ❙♦✐t T1 ✉♥ t❡r♠❡✱ ❡t C = (T1  LHR T2  LHR T3  LHR . . . ) ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡
✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡✮ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ têt❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s
❞❡ C ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ❝❤❛î♥❡
(z1, A1), (z2, A2), . . .
❖ù zi ❡st ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ têt❡ ❞❡ Ti s✉❜st✐t✉é❡ ❞❛♥s Ti  LHR Ti+1 ❡t Ai ❡st ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡
Ti ♣❛r ❧❡q✉❡❧ zi ❡st s✉❜st✐t✉é❡✳
❙✐ T ❡st ✉♥ t❡r♠❡✱ s♦♥ ❛r❜r❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡st ❧✬❛r❜r❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✱
♣♦✉r t♦✉t❡s s❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡s✳
✸✳✷✳✸ ◆♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✓❢♦rt❡✔ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❞❡ têt❡ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s t②♣és ❞❡ Λ✳ ■❧ ❡st q✉❡❧q✉❡ ♣❡✉ ♠❛❧❛❞r♦✐t ❞❡ ♣❛r❧❡r ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
❢♦rt❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣ré❝✐s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ r❡st❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ s❡✉❧
♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s r❡❞❡① ✈✐❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱
❡t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ♥✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣❛s ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❛♠❡♥❡r ✐❝✐ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ à
❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡ ✉s✉❡❧❧❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❡st ♣❛r✉❡
✭r❡str❡✐♥t❡ ❛✉ ❝❛s s❛♥s s♦♠♠❡ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✮ ❞❛♥s ❬❈❍✵✾❪✱ ♠❛✐s ♥❡ s❡♠❜❧❛✐t ♣❛s êtr❡ ❝♦♥♥✉❡
❛✉♣❛r❛✈❛♥t ✿ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s r❡❧✐❛♥t ❝❡s ❞❡✉① ❝❛❧❝✉❧s ❧❡ ❢♦♥t ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡
❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛❜str❛✐t❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❑❆▼✳
❙✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♦♥ ❞♦✐t ❣ér❡r ✉♥ ❧é❣❡r ❞és❛❝❝♦r❞ ❡♥tr❡
❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ré❞✉❝t✐♦♥s ❣èr❡♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱  s❡❧❡❝t✐♦♥♥❡
✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝ôtés ✿
M +N  M
❉❡ s♦♥ ❝ôté✱  LHR ✈❛ ❡①♣❧♦r❡r ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡✱ ❡t
♥✬❡✛❛❝❡r❛ ❥❛♠❛✐s ❧❡ + ❡♥ têt❡✳
M0 +N0  
LHR M1 +N0  
LHR M2 +N0  
LHR M2 +N1
❈✬❡st ♥❛t✉r❡❧✱ ♣❛r❝❡ q✉✬♦♥ s✬❛tt❡♥❞ à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ t♦✉❥♦✉rs ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❛rr✐✈❡r❛✐t s✐ ♦♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛✐t ✉♥ ❞❡s ❝ôtés ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡✳
P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡  LHR✱ ✐❧ s❡r❛ ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ s✬❛♣♣✉②❡r ♥♦♥ ♣❛s s✉r ❧❛
♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ têt❡ ❞❡ ✱ ♠❛✐s s✉r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡ ✭❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱
♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❧✉s ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ s❡ r❛♣♣♦rt❛♥t ❛✉ ❞é♠♦♥ ♦✉ à ❧❛ s♦♠♠❡ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✮✱
❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ s✉r ❧❡s s♦♠♠❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥
✼✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ λ✲❈❆▲❈❯▲ ❊❚ ◆❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆
s✉r T ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ head(T ) ❞❡ s❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ têt❡ ✿
head(T1T2) = {T1} ∪ head(T1)
head(λx.T ) = {λx.T} ∪ head(T )
head(xi) = {xi}
head(T1 + T2) = head(T1) ∪ head(T2)
head(zj) = {zj}
▲❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡ ❡st ❛❧♦rs ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ q✉✐ ♥❡ ré❞✉✐t q✉❡ ❧❡s β✲r❡❞❡① ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ têt❡✱
❝✬❡st à ❞✐r❡ t❡❧s q✉❡ (λx.M)N ∈ head(T )✳ ❙❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❞✉✐t❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ✭♣❛r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t à ❧❛ ❑ö♥✐❣✮ ♠❛✐s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ✐♠♠é❞✐❛t❡✱
❡❧❧❡ s❡ ❞é❞✉✐t ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ♣♦✉r  ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ t♦✉t ♣❛s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r
 hβ ❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥ ♣❛s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r  ✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳ ❙♦✐t M ✉♥ t❡r♠❡ t❡❧ q✉❡ Γ ⊢ M : k ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡✳ ❆❧♦rs✱ t♦✉t❡s ❧❡s
séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ❞❡ M s♦♥t ✜♥✐❡s✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡s t❡r♠❡s t❡♠♣♦r❛✐r❡♠❡♥t ét❡♥❞✉❡ ♣❛r ✉♥ t❡r♠❡ T
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ T ✱ ❛✈❡❝ ❧❛ rè❣❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ✿
T  pop T
❈❡tt❡ rè❣❧❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥❡ ❜♦ît❡ T ❛rr✐✈❡ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ têt❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬♦♥ ❛✐❡ ⊢M : k ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡
M  LHR M1  
LHR M2  
LHR M3  
LHR . . .
❖♥ ✈❛ r❛✐s♦♥♥❡r ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡ ❞❡M ✱ q✉✐ ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✜♥✐❡ ♣✉✐sq✉❡ M ❡st ❜✐❡♥ t②♣é✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥
❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿
✶✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✭β✮ (λx.M)N  βM [ N /x]
✷✳ ❖✉✈❡rt✉r❡✳ ✭−1✮ ❊♥ ✉♥❡ ét❛♣❡✱ ♦♥ ♦✉✈r❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❜♦ît❡s ❞❛♥s M ✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ M  β M ′✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs tr❛♥s♣♦rt❡r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ❝✐✲
❞❡ss✉s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
M
LHR //
β

M1
LHR //M2
LHR //M3
LHR // . . .
M ′
LHR∨pop //M ′1
LHR∨pop //M ′2
LHR∨pop //M ′3
LHR∨pop // . . .
▲✬✐❞é❡ ❡st q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬♦♥ ré❞✉✐s❛✐t✱ ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ✐♥✜♥✐❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ❧❡ ♠ê♠❡ r❡❞❡①
q✉❡ ♣♦✉r M  β M ′✱ ♦♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞✬♦✉✈r✐r ❧❛ ❜♦ît❡ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥
❞❡ têt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ✐♥✜♥✐❡ ✿
❡♥ ❡✛❡t✱ ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♣❛s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳
✸✳✸✳ ▼❆❈❍■◆❊❙ ❆❇❙❚❘❆■❚❊❙ ✼✾
❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬❡♥❧❡✈❡r t♦✉t❡s ❧❡s ét❛♣❡s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡s ✐♥✉t✐❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
✐♥❢ér✐❡✉r❡✳
M ′
LHR∨pop //
−1

M ′1
LHR∨pop //M ′2
LHR∨pop //M ′3
LHR∨pop // . . .
M ′′
LHR //M ′′σ(1)
LHR //M ′′σ(2)
LHR //M ′′σ(3)
LHR // . . .
■❝✐✱ σ : N → N ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♠❛sq✉❡r ❧❡s ét❛♣❡s
❞✐s♣❛r✉❡s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❜♦ît❡✳
▲❡ ♣♦✐♥t ❝❧é ❡st q✉❡ s✐ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ M ′ ❡st ✐♥✜♥✐❡✱ ❛❧♦rs ❝❡❧❧❡ ❞❡ M ′′ ❛✉ss✐✳
❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❝✬❡st é✈✐❞❡♥t s✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❢♦✐s ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ pop ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡
❞❡ M ′✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ têt❡ ❞♦✐t êtr❡ ❧✉✐ ❛✉ss✐
✐♥✜♥✐ ✖ s✐♥♦♥✱ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ M ′ s❡ t❡r♠✐♥❡r❛✐t ♣❛r ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ pop✱ ❝❡ q✉✐
❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♣✉✐sq✉✬✉♥ pop ♥❡ ❝ré❡ ❥❛♠❛✐s ❞❡ pop✲r❡❞❡①✳ ❉♦♥❝ q✉♦✐ q✉✬✐❧ ❛rr✐✈❡✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥
♥♦♠❜r❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ têt❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ M ′✱ ♠❛✐s ❝❡ s♦♥t ♣ré❝✐sé♠❡♥t
❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ♣rés❡r✈é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ M ′′ ✦ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❞♦✐t êtr❡ ❡❧❧❡
❛✉ss✐ ✐♥✜♥✐❡✳
❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ ♦♥ s❛✐t ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❞❡ têt❡ ❞❡ M ′′ ❞♦✐t êtr❡ ✜♥✐❡✱ ♣✉✐sq✉❡ M  hβ M ′′✳ Pré❝✐s♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❜❛s❡ ❡st tr✐✈✐❛❧✱
♣✉✐sq✉✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛
ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡✳
✸✳✸ ▼❛❝❤✐♥❡s ❛❜str❛✐t❡s
❇✐❡♥ q✉✬✐❧ s♦✐t✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉✱ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡
têt❡ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❡t ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r ❞❡ss✉s✱ ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✉❡r q✉✬❡❧❧❡ s❡♠❜❧❡ ❞é♥✉é❡ ❞❡ ❧✬❛s♣❡❝t
❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥✺✱ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ s❡s r❡❞❡① ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s β✲r❡❞❡①✳
P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❡❧❧❡ ❛♣♣❛r❛ît ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❜str❛✐t❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ P❆▼✱ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❞❡ ♣❛r
s❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉①✱ ❡t ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❑r✐✈✐♥❡ ✭❑❆▼✮✳ ❖♥ ✈❛ ♣rés❡♥t❡r ✐❝✐
❝❡s ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❜str❛✐t❡s✱ ❡t ♠♦♥tr❡r q✉✬❡❧❧❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❡♥t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡
♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ Λ✳
✸✳✸✳✶ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞✐r✐❣é❡
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r✱ ❧❛ ❑❆▼ ❡t ❧❛ P❆▼ ✐♠♣❧é♠❡♥t❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❞ét❛✐❧s ❞♦✐✈❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t êtr❡ ♣ré❝✐sés✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥
❧❡ ✈❡rr❛ à ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ❧❛ ❑❆▼ ❞❛♥s s❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡ ✿ ❡❧❧❡ ♥❡ ré❞✉✐t ♣❛s s♦✉s ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✳ ❈❡❧❛ ❞✐t✱ ❝✬❡st s✉rt♦✉t
✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ♦♥ ② ❛❝❝♦r❞❡r❛ ♣❛s ♣❧✉s ❞✬❛tt❡♥t✐♦♥ q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳
❯♥ ❛✉tr❡ é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❜str❛✐t❡s ❡t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ❡st ❧❡✉r ❣❡st✐♦♥
❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❜str❛✐t❡s s✐♠✉❧❡♥t ❝❡ q✉✬♦♥ ✈❛ ❛♣♣❡❧❧❡r
✐❝✐ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✐r✐❣é❡ ✿ q✉❛♥❞ ♦♥ ✈✐❡♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡
✺▼❛✐s ❝✬❡st ❛✉ss✐ à ❝❛✉s❡ ❞❡s ❝❤♦✐① ♣ré❝✐s ❞❡ s②♥t❛①❡ ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❀ ❞❛♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦st✜①❡ ❞❡ ❬❉❇✽✼❪
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡✳
✽✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ λ✲❈❆▲❈❯▲ ❊❚ ◆❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆
♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ têt❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ q✉✬♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ s✉❜st✐t✉❡r✱ ❡t ♣❧✉s ❞❛♥s
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ t❡r♠❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳ ❙♦✐t C = T1  LHR T2  LHR T3  LHR . . . ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s
❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ têt❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s s❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s (z1, A1), . . . ✳ C ❡st ❞✐r✐❣é❡ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t i ≥ 1✱ zi+1 ❡st ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ têt❡ ❞❡ Ai✳
❙✐ ✉♥ t❡r♠❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s♦♠♠❡ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ s♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❞❡ têt❡ ❡st ❞✐r✐❣é❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ❛✈❡❝ s♦♠♠❡ ❞♦♥♥é ❡♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ② ❡st ❛✉ss✐ ❞✐r✐❣é❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ à ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ét❛♣❡ ♦♥ ❝❤♦✐s✐ss❛✐t
❞❡ s✉❜st✐t✉❡r ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ têt❡ u✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❡ss❡r❛✐t ❞✬êtr❡ ❞✐r✐❣é❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s
✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✐r✐❣é❡ ❣❛r❞❡ ❧❡s s♦♠♠❡s ❡t ❛✉❣♠❡♥t❡ t♦✉❥♦✉rs ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ t❡r♠❡✱ ♠❛✐s ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡
❝❤♦✐s✐t ✉♥ ❝ôté ❞✬✉♥❡ s♦♠♠❡ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ❝❡ ❝❤♦✐① ❡st ❞é✜♥✐t✐❢ ✿ ❧✬❛✉tr❡ ❝ôté ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡
♥❡ s❡r❛ ♣❧✉s ❥❛♠❛✐s ✈✐s✐té✳
✸✳✸✳✷ ▼❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❑r✐✈✐♥❡
▲❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❑r✐✈✐♥❡ ❬❑r✐✽✺❪ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥ ét❛t✱ ❡t ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s s✉r
❝❡s ét❛ts✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✱ ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧❛ ❑❆▼ ✈❛ êtr❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ✉♥ tr✐♣❧❡t (M,σ, π)✱
♦ù M ❡st ❧❡ t❡r♠❡ ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ s✬❡①é❝✉t❡r✱ σ ❡st ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐❛♥t ✉♥❡ ❢❡r♠❡t✉r❡
✭✐✳❡✳ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❡t ❞✬✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✮ à ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ M ✱ ❡t π ❡st ❧❛
♣✐❧❡✱ ✐✳❡✳ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐✈❡ s✉r M ✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s
s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✈❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❑r✐✈✐♥❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❧❡s ❢❡r♠❡t✉r❡s ❡t ❧❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts✳ ❙✐ M ❡st
✉♥ t❡r♠❡✱ fv(M) ❞és✐❣♥❡r❛ ❝♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❛♥s M ✳
✕ ❯♥❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (M,σ)✱ ♥♦té Mσ✱ ♦ù M ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ✭♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
❝❧♦s✮ ❡t σ ❡st ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r M ✳ ◆♦t♦♥s C ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢❡r♠❡t✉r❡s✳
✕ ❯♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r M ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ σ : fv(M) → C ✭✈✐❞❡ s✐ M ❡st
❝❧♦s✮✱ ❡t q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ❞❡s ❢❡r♠❡t✉r❡s ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✳
❯♥❡ ❢♦✐s q✉✬♦♥ ❛ ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ét❛t ♣♦✉r ❧❛ ❑❆▼ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥ tr✐♣❧❡t
(M,σ, π)✱ ♥♦té Mσ ⋆π✱ ♦ù M ❡st ✉♥ t❡r♠❡✱ σ ❡st ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r M ✱ ❡t π ❡st ✉♥❡ ♣✐❧❡✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡s s❡ t❡r♠✐♥❛♥t ♣❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ s②♠❜♦❧❡ π0 ❞❡ ✜♥
❞❡ ♣✐❧❡✳ ▲❛ ♣✐❧❡ π s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛ ❛❥♦✉té ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ c s❡r❛ ♥♦té❡ c · π✳ ❖♥ éq✉✐♣❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❛
♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳
❚r❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❑❆▼
(M1M2)
σ ⋆ π → Mσ1 ⋆ M
σ
2 · π ✭♣✉s❤✮
(λx.M)σ ⋆ N τ · π → Mσ∪{x 7→N
τ} ⋆ π ✭♣♦♣✮
xσi ⋆ π → σ(xi) ⋆ π ✭❝❛❧❧✮
(M1 +M2)
σ ⋆ π → Mσ1 ⋆ π ✭+g✮
(M1 +M2)
σ ⋆ π → Mσ2 ⋆ π ✭+d✮
▲❛ ♠❛❝❤✐♥❡ s✬❛rrêt❡ ❧♦rsq✉✬❛✉❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♥✬❡st ❞é✜♥✐❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❝❡❧❛
❛rr✐✈❡ ❧♦rsq✉✬❛rr✐✈❡♥t ❡♥ têt❡ ✉♥ ❞é♠♦♥ ♦✉ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♥✬❡st
♣❛s ❞é✜♥✐✱ ♦✉ ❛❧♦rs ❧♦rsq✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ têt❡ ❡st ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❡t q✉❡ ❧❛ ♣✐❧❡ ❡st
✈✐❞❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛rrêt ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❑r✐✈✐♥❡ ✈❛ ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
✸✳✸✳ ▼❆❈❍■◆❊❙ ❆❇❙❚❘❆■❚❊❙ ✽✶
❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡ ✿ ❡❧❧❡ ♥❡ ✈❛ ♣❛s ré❞✉✐r❡ s♦✉s ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❜✐❡♥ sûr ré❝✉♣ér❡r
❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
(λx.M)σ ⋆ π0 →M
σ ⋆ π0
❆✐♥s✐ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ✈❛ s❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡✳ ❙✐ ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ x ❛rr✐✈❡ ✉♥ ❥♦✉r ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ têt❡✱
❝❡❧❧❡✲❝✐ s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s✬❛rrêt❡r❛✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱
♦♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r❛ ❞❡s rè❣❧❡s é❝r✐t❡s ♣❧✉s ❤❛✉t ✿ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❡♥ ❡✛❡t ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❑❆▼✳
❊①❡♠♣❧❡✳ ●❛r❞♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ (λx.xx)(λy.yy)✳ ❈❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❡st ✉♥ ❞❡s ét❛ts s✉❝❝❡ss✐❢s ❞❡
❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✳
❚❡r♠❡ ❊♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t P✐❧❡
(λx.xx)(λy.yy) ∅ π0
λx.xx ∅ (λy.yy, ∅) · π0
xx {x 7→ (λy.yy, ∅)} π0
x {x 7→ (λy.yy, ∅)} (x, {x 7→ (λy.yy, ∅)}) · π0
λy.yy ∅ (x, {x 7→ (λy.yy, ∅)}) · π0
yy {y 7→ (x, {x 7→ (λy.yy, ∅)})} π0
❖♥ s✬❛rrêt❡ ❧à✱ ❝❛r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❞❡✈✐❡♥t ✈✐t❡ très ✈❡r❜❡✉s❡✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ❛✈❡rt✐
♥♦t❡r❛ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡s q✉❡❧q✉❡s ❧✐❣♥❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❑❆▼✱ ♦♥ ❛ ❡♥ ❢❛✐t ❡✛❡❝t✉é q✉✬✉♥ s❡✉❧
éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ✿ ❝✬❡st ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ ❧✐❣♥❡✱ ❧♦rsq✉✬♦♥ ré❝✉♣èr❡ ❞❛♥s
❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ x✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ét❛♣❡s r❡✈✐❡♥♥❡♥t à ❝✐❜❧❡r ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ têt❡ q✉❡
❧✬♦♥ ❞♦✐t s✉❜st✐t✉❡r✱ t♦✉t ❡♥ t❡♥❛♥t ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t à ❥♦✉r✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❙✐ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ s✉♣♣♦sé ♦♥ r❡s♣❡❝t❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❇❛r❡♥❞r❡❣t✱ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥
σ∪{x 7→ c} ♥❡ ❞❡✈r❛✐t ❥❛♠❛✐s ❝❛✉s❡r ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ♣✉✐sq✉❡ x ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❞é❥à ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s
σ✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✜①❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ q✉✬♦♥ é❝r❛s❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❡ x
❞❛♥s σ✱ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❛ ♠♦♥tré ❙②❧✈❛✐♥ ▲✐♣♣✐
❞❛♥s ❬▲✐♣✵✷❪✱ ❧✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✳
❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉✬✉♥ ét❛t ❞❡ ❧❛ ❑❆▼ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡❞♦♥✲
❞❛♥❝❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣❧✉s é❝♦♥♦♠❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♦ù ❧✬ét❛t s❡r❛ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té
❛❝②❝❧✐q✉❡ ✿ ♦♥ ❛✉r❛ ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ♣❛rt❛❣és ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢❡r♠❡t✉r❡s✳ P❛r s♦✉❝✐ ❞❡
s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ♦♥ ❣❛r❞❡r❛ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❛r❜r❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t r❡❧✐❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❑r✐✈✐♥❡ à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡
têt❡ ❞✐r✐❣é❡✳ P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ♦♥ ✈❛ ❞♦♥♥❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❑❆▼ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡
à ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✳ ❙♦✐t T1 ✉♥ t❡r♠❡✱ ❡t s♦✐t R = T
σ1
1 ⋆ π1, T
σ2
2 ⋆ π2, . . . ✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❑❆▼ s✉r T ✳ ▲❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ R ❡st ❧❛ séq✉❡♥❝❡ (z1, A1), (z2, A2), . . . ♦ù ❧❡s zi✱
Ai s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ têt❡ ❡t ❧❡ t❡r♠❡ ♣❛r ❧❡q✉❡❧ zi ❡st r❡♠♣❧❛❝é
❧♦rs ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭❝❛❧❧✮ ❞❡ R✳
❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡✱ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ T1 ❡st ❧✬❛r❜r❡
❞❡ s❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s s❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ♣❛r ❧❛ ❑❆▼ ♣♦ss✐❜❧❡s✳
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✶✳ ❙♦✐t T ✉♥ t❡r♠❡✱ ❛❧♦rs ❧✬❛r❜r❡ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞✐r✐❣é❡s ❡t ❢❛✐❜❧❡s ✭ ✐✳❡✳ ❧✬❛r❜r❡
❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐r✐❣é❡s✱ s❛♥s ré✲
❞✉✐r❡ s♦✉s ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✮ ❡t ❧✬❛r❜r❡ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❑❆▼✮ ❞❡ T ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t✳
✽✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ λ✲❈❆▲❈❯▲ ❊❚ ◆❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆
■❞é❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬❉❘❪ s❛♥s ❧❡s s♦♠♠❡s✱ ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs
❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s λ✲t❡r♠❡s ♣♦✐♥tés ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❞❡s λ✲t❡r♠❡s ❛✈❡❝ ✉♥
s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞✐st✐♥❣✉é✳ ❙✉r ❧❡s λ✲t❡r♠❡s ♣♦✐♥tés✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
C[M1M2] → C[M1M2]
C[λx.M ] → C[λx.M ] ✭s✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ♣ré✲r❡❞❡① (λx,N)✮
C[xi] → C[M ] ✭s✐ (λx,M) ❡st ✉♥ ♣ré✲r❡❞❡①✮
C[M1 +M2] → C[M1 +M2]
C[M1 +M2] → C[M1 +M2]
■❧ ❡st ❛❧♦rs ❢❛❝✐❧❡ ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❑❆▼ ❡t ❝❡❧❧❡s
s✉r ❧❡s λ✲t❡r♠❡s ♣♦✐♥tés✳ ■❧ ❡st ❛✉ss✐ ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡✱ q✉✐ ✐♥t❡r♥❛❧✐s❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ têt❡✳
✸✳✸✳✸ ▼❛❝❤✐♥❡ à ♣♦✐♥t❡✉rs
▲❛ P❆▼ s❡♠❜❧❡ ❛✈♦✐r été ❢♦r♠✉❧é❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❡♥ ✶✾✽✽✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ t♦✉t❡
✐❞é❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❡t ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞✬✐❞é❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❞❡ ❈♦q✉❛♥❞ ❬❈♦q✾✺❪✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛
sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉① ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ❍❖✴◆✮ ❬❉❍❘✾✻❛❪ ❛ été ❝♦♠♣r✐s❡ ♣❧✉s t❛r❞✳ ❉❡s
✈❛r✐❛♥t❡s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été ét✉❞✐é❡s ♣❛r ❈✉r✐❡♥ ❡t ❍❡r❜❡❧✐♥ ❬❈❍✾✽❪✳
❏✉st✐✜♦♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ P❆▼ ♣❛r ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❑❆▼ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ ❛❧t❡r♥❛♥❝❡s ❞❡ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ✉♥❡
♣❤❛s❡ ❞❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ têt❡✱ ❡t ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s (push, pop,+)✳ ▲❛
s❡❝♦♥❞❡ ♣❤❛s❡ ❡st ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❡t ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ (call) ✿
❝✬❡st ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ q✉✐ ❡✛❡❝t✉❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ à ♣♦✐♥t❡✉rs
✭P❆▼✮ ❡st ❞❡ ♥❡ ❣❛r❞❡r q✉❡ ❝❡s ét❛♣❡s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡t ❞❡ s❡ ❞é❜❛r❛ss❡r ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s
❝♦ût❡✉s❡s ét❛♣❡s ❞✬❡♥tr❡t✐❡♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❈❤❛q✉❡ ét❛t ❞❡ ❧❛ P❆▼ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛ à ✉♥
ét❛t ❞❡ ❧❛ ❑❆▼ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥ têt❡✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛ à
✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ (call) ❞❡ ❧❛ ❑❆▼✱ s✉✐✈✐❡ ❞❡ t♦✉t❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s r❛♠❡♥❛♥t ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ têt❡✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ ♦♥ ❣❛r❞❡ tr❛❝❡ ❞❡ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ têt❡ ❡t ❞✉
t❡r♠❡ ♣❛r ❧❡q✉❡❧ ❝❡tt❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞♦✐t êtr❡ s✉❜st✐t✉é❡✳ ❈❤❛q✉❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♠✉♥✐❡
❞✬✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ♣❛r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡❧❧❡ ❡st ❧✐é❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❛r✈✐❡♥t à s✐♠✉❧❡r ❧❛
ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ s❛♥s ❥❛♠❛✐s ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ♦✉ ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳
P♦✉r ♣rés❡♥t❡r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ à ♣♦✐♥t❡✉rs ✐❧ ✈❛ ❢❛❧❧♦✐r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡
s✉r ❧❡s t❡r♠❡s✱ ✐♥s♣✐rés ❞❡ ❬❉❘❪✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❡st
❡♠♣r✉♥té❡ à ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉①✱ ♠❛✐s ❧❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥s ✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉① ♥❡
s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ✈r❛✐♠❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s très ♣ré❝✐s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ P❆▼ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝❡ q✉✬♦♥
❛♣♣❡❧❡r❛ ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❡✉①✳ P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ P❆▼ s❡r❛ ❞❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❡✉①
❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ s❡r❛ ❡①é❝✉té❡ s✉r ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ UV ✱ ♦ù U ❡t V s♦♥t ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ❇ö❤♠✱
❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞❡s t❡r♠❡s β✲♥♦r♠❛✉① ❡t η✲❧♦♥❣s✳ ▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s✬❛♣♣✉✐❡r♦♥t s✉r
❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣r✐s ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❡✉①✱ ❛✜♥ q✉❡ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ✈❡♥❛♥t ❞❡s ❥❡✉① ♣✉✐ss❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡r✳
✸✳✸✳ ▼❆❈❍■◆❊❙ ❆❇❙❚❘❆■❚❊❙ ✽✸
❆r❣✉♠❡♥ts ❞♦rs❛✉① ❞✬✉♥ t❡r♠❡✳ ❙♦✐t M ✉♥ t❡r♠❡✳ ❙♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts ❞♦rs❛✉①
dor(M) ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
dor(T1T2) = {T2} ∪ dor(T1)
dor(λx.T ) = dor(T )
dor(T1 + T2) = dor(T1) ∪ dor(T2)
dor(xi) = ∅
dor(zi) = ∅
▲✬✐❞é❡ ❡st q✉✬♦♥ ♣❛r❝♦✉rt t♦✉t❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞♦rs❛❧❡ ❞❡M ✱ ✐✳❡✳ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ♣❛ss❛♥t t♦✉❥♦✉rs à ❣❛✉❝❤❡
❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡t q✉✬♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬❛r❣✉♠❡♥t à ❝❡tt❡ ❝❤❛î♥❡✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞♦rs❛✉① ❞❡ T = (λx.x0(λy.y0z0))z1 s♦♥t λy.y0z0 ❡t z1✳
❏✉st✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❙✐ T ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❡t z0 ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❛♥s T ✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♥♦t❡ Tz0
❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ T q✉✐ ❛❞♠❡t z0 ❝♦♠♠❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ têt❡✳ ❙✐ M ❡st ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t
❞♦rs❛❧ ❞❡ Tz0 ✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ z0 ❥✉st✐✜❡ M ✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ x0 ❥✉st✐✜❡ s❡s ❞❡✉① ❛r❣✉♠❡♥ts
❞♦rs❛✉① ❡t y0 ❥✉st✐✜❡ z0✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉①✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❡✉① ✿
T = (λx.x0M)N
■❝✐✱ M ❡t N s♦♥t s✉♣♣♦sés êtr❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ❇ö❤♠ t②♣és ❞❡ Λ✳ ❆❧♦rs✱ x0 ❥✉st✐✜❡ M ❡t N ✳
❚♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥❡ ❥✉st✐✜❡♥t q✉❡ s❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❛✉ s❡♥s ♣r♦♣r❡✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ y0 ♥❡ ❥✉st✐✜❡ U q✉❡ s✐ y0U ❡st ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ T ✳
❆r❣✉♠❡♥ts✳ ❙♦✐t T ✉♥ t❡r♠❡✱ ❡t x0 ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❛♥s T ✳ ▲❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡
x0 s♦♥t ❧❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❞❡ T ❥✉st✐✜és ♣❛r x0 q✉✐ ♥❡ ❢♦♥t ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ ♣ré✲r❡❞❡① ❞❡ Tx0 ✳
▲❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ s❡s ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ♦r❞♦♥♥é❡
❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡✳ ❖♥ ❧❛ ♥♦t❡ arg(x0)✳ ❈❡tt❡ ❧✐st❡ ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ♣❛r❧❡r ❞❡
❢❛ç♦♥ ♥♦♥ ❛♠❜✐❣ü❡ ❞✉ i✲è♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ x0✳ ❖♥ ♣❛r❧❡r❛ ❛✉ss✐ ❞❡ ❧✬❛r✐té ❞❡ x0
♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ s❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ t❡r♠❡
T = (λz.(λxy.x0N1)N2)N3N4N5
■❝✐✱ t♦✉s ❧❡s Ni s♦♥t ❥✉st✐✜és ♣❛r x0✳ ❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ N1 ❡st ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ x0 ♣✉✐q✉✬✐❧ ❡st s♦♥
❛r❣✉♠❡♥t ❛✉ s❡♥s ♣r♦♣r❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ N2 ♥✬❡st ♣❛s ❛r❣✉♠❡♥t✱ ✐❧ ❢❛✐t ❡♥ ❡✛❡t ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ ♣ré✲
r❡❞❡① (λx,N2)✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ N3 ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ ♣ré✲r❡❞❡① (λz,N3) ❡t N4 ❞✬✉♥ ♣ré✲r❡❞❡① (λy,N4)✳
▲❡ ❞❡r♥✐❡r ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ x0 ❡st ❞♦♥❝ N5✱ ❞✬♦ù ♦♥ ❞é❞✉✐t arg(x0) = [N1, N5]✳ x0 ❡st ❞♦♥❝ ❞✬❛r✐té
2✳
❉❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❡✉① T = UV ✱ ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♦♥t
t♦✉❥♦✉rs s❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❛✉ s❡♥s ♣r♦♣r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ T ❡st t②♣❛❜❧❡✱ ❝❤❛q✉❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
♥❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r q✉✬✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❞r❛st✐q✉❡♠❡♥t
❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ à ♣♦✐♥t❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❡✉①✳
✽✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ λ✲❈❆▲❈❯▲ ❊❚ ◆❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆
▲✐❛s♦♥✳ ❙♦✐t T ✉♥ t❡r♠❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞♦rs❛❧❡s ❞❡ T ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥
s✉r T ✿
λ(T1T2) = λ(T1)
λ(λx.T ) = {λx} ∪ λ(T )
λ(T1 + T2) = λ(T1) ∪ λ(T2)
λ(xi) = ∅
λ(zi) = ∅
λ(T ) ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à λh(T ) à ❝❡❝✐ ♣rès q✉✬♦♥ ♥❡ r❡t✐r❡ ♣❛s ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣ré✲
r❡❞❡①✳ ❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t x0 ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❛♥s T ✳ ▲❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❧✐❡✉r ❞❡ x0 ❡st
❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ M ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ T t❡❧ q✉❡ λx ∈ λ(M)✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ t❡r♠❡ T = (λz.(λxy.x0(λu.u0y0)))✳ ❖❜s❡r✈♦♥s s♦♥ ❛r❜r❡ ❞❡
s②♥t❛①❡ ✿
λz
ww
λxy
yy
@
|| G
GG
x0 λu
www
@
{{ G
GG
u0 y0
P♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❧✐❡✉r ❞❡ x0 ❞❛♥s ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣❛rt✐r ❞❡ x0 ❡t ❞❡
r❡♠♦♥t❡r ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ❖♥ t♦♠❜❡ ❞♦♥❝ s✉r T t♦✉t ❡♥t✐❡r✳ ❖♥ ❢❛✐t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r y0✱ ♠❛✐s
✉♥❡ ❢♦✐s ❛rr✐✈és à λu ♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs ♣❛s ❝r♦✐sé ❞❡ λy✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ❞♦♥❝ à ❣❛✉❝❤❡✱ ❡t ♦♥ t♦♠❜❡ s✉r
T t♦✉t ❡♥t✐❡r✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❧✐❡✉r ❞❡ u0 ❡st ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ λu.u0y0✳
❉❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❡✉①✱ ❧❡ ❧✐❡✉r ❞✬✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ x0 ❡st t♦✉❥♦✉rs ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦✉s✲t❡r♠❡
❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ λx. . . . ❧✐❛♥t x0✳
❈❤❛î♥❡ ❞❡ s♦✉s✲t❡r♠❡s✳ ❙♦✐t T ✉♥ t❡r♠❡ ❡t x0 ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❛♥s T ✳ ▲❛
❝❤❛î♥❡ ❞❡ s✉r✲t❡r♠❡s ❞❡ x0 ❡st ❧❛ ❝❤❛î♥❡ (A0, . . . , Ak) ❞❡ s✉r✲t❡r♠❡s ❞❡ T t❡❧s q✉❡ A0 = T ✱
♣♦✉r t♦✉t i✱ Ai+1 ❡st ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞♦rs❛❧ ❞❡ Ai ❡t x0 ❡st ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ têt❡ ❞❡ Ak✳ ❈❡tt❡
❝❤❛î♥❡ ❡st ✉♥✐q✉❡✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s T ❞❡♣✉✐s ❧❛ r❛❝✐♥❡ ✈❡rs
x0✱ q✉✐ ❡st ✉♥✐q✉❡ ♣✉✐sq✉❡ T ❡st ✉♥ ❛r❜r❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ x0 ❡st ❧✐é❡ ❞❛♥s T s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ s♦♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❧✐❡✉r ❡st ♣rés❡♥t ❞❛♥s s❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ s✉r✲t❡r♠❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✹✳ ❙♦✐t M ✉♥ t❡r♠❡✳ ❯♥ ét❛t ❞❡ ❧❛ P❆▼ s✉r M ❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ tr✐♣❧❡ts
(h1, A1, p1), . . . , (hn, An, pn) ♦ù ❝❤❛q✉❡ hi ❡st ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ T ✱ ❝❤❛q✉❡ Ai ❡st
✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ T ✱ ❡t 0 ≤ pi ≤ i✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✭✶✮ h1 ∈ hoc(T ) ❡t ♣♦✉r t♦✉t i ≥ 1✱ hi+1 ∈ hoc(Ai) ❀
✭✷✮ P♦✉r t♦✉t i ≥ 1✱ Ai ❡st ❥✉st✐✜é ♣❛r hpi✳
P♦✉r ❞♦♥♥❡r s❡♥s à ✭✷✮ ❛✉ ❝❛s ♦ù pi = 0✱ ♦♥ ♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❥✉st✐✜és ♣❛r h0 s♦♥t
❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡✉① ❥✉st✐✜és ♣❛r h1✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ♣♦s❡r❛ ♣❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ A0 = T ♣♦✉r t♦✉t ❧❡
r❡st❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥✳
✸✳✸✳ ▼❆❈❍■◆❊❙ ❆❇❙❚❘❆■❚❊❙ ✽✺
❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❡✉①✳ ❙✐ ♦♥ ❛
T = UV ✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❛✈❡❝ h1 ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ têt❡ ❞❡ U ❡t A1 = V ✳ P♦✉r
♣❛ss❡r ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ i à ❧✬ét❛♣❡ i+ 1✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ têt❡ hi+1 ❞❛♥s Ai✱ ♣✉✐s ♦♥ ✈❛
✐❞❡♥t✐✜❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♣♦✐♥t❡✉rs ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ Ai+1 q✉✐ ❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ s❡ r❡♥❞
❝♦♠♣t❡ q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s s✉r ❞❡✉①✱ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ têt❡ ❡st ❞❛♥s U ✱ ❧❡ r❡st❡ ❞✉ t❡♠♣s ❡❧❧❡ ❡st ❞❛♥s
V ✿ ♦♥ ❛ ❛❧t❡r♥❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐té✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❧✬ét❛t ❞❡ P❆▼ (h1, A1, p1), . . . , (hn, An, pn) s✉r T ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ T ′ q✉✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ T ❛♣rès ❛✈♦✐r ❡✛❡❝t✉é ❧❡s n ét❛♣❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① s✉❜st✐t✉t✐♦♥s (h1, A1), . . . , (hn, An)✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ P❆▼ ♥✬❡✛❡❝t✉❡
❥❛♠❛✐s ✈r❛✐♠❡♥t ❝❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳ ❆ ❧❛ ♣❧❛❝❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❧❡s Ai ❡t ❧❡s hi ❝♦♠♠❡ ✉♥ r❡❣✐str❡
❞❡s ❝♦♣✐❡s ❞❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❡t ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ T q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ré❞✉✐t T ′✳
P♦✉r q✉❡ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦✐t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♦♥ ❡♥tr❡t✐❡♥t
❛✉ss✐ ❧❡s ♣♦✐♥t❡✉rs pi ♣♦✉r ❡♥r❡❣✐str❡r ❝♦♠♠❡♥t ❝❡s ❝♦♣✐❡s s✬♦r❣❛♥✐s❡♥t ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❧❡ ♠♦♥tr❡✱ ✐❧ s✉✣t ❡♥ ❢❛✐t ❞❡ s❡ s♦✉✈❡♥✐r✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ Ai✱
♣❛r q✉❡❧❧❡ ❝♦♣✐❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡❧❧❡ ❡st ❥✉st✐✜é❡✳
❱✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ét❛t ❞❡ ❧❛ P❆▼ ❢♦r❝❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été str✉❝t✉r❡❧❧❡
q✉✐ ❡st ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ♣♦✉r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ P❆▼✱ ❝✬❡st ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ✈✉❡✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✷✳ ❙♦✐t S = (h1, A1, p1) . . . (hn, An, pn) ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧❛ P❆▼ ♣♦✉r ✉♥ t❡r♠❡ T ✱ ❡t
s♦✐t h ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ têt❡ ❞❡ An✳ ❖♥ ♣♦s❡ φS(i) = max(pi−1, 0)✳ ❙♦✐t k ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r
t❡❧ q✉❡ φkS(n) = 0✳ ❆❧♦rs {Aφk(n), . . . , Aφ(n), An} ❡st ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ s✉r✲t❡r♠❡s ❞❡ h✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ k ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ ♣✉✐sq✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i✱
φS(i) < i✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ AφkS(n) = T ❡t h ❡st ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ têt❡ ❞❡ An✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t
i✱ Ai ❡st ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞♦rs❛❧ ❞❡ AφS(i) ❀ ❡♥ ❡✛❡t Ai ❡st ❥✉st✐✜é ♣❛r hpi q✉✐ ❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✉♥❡
♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ têt❡ ❞❡ Api−1 ❞♦♥❝ Ai ❡st ❛r❣✉♠❡♥t ❞♦rs❛❧ ❞❡ Api−1✳ ❖r✱ s✐ pi 6= 0✱ pi−1 = φS(i)✳
❙✐ pi = 0✱ ❛❧♦rs Ai ❡st ❥✉st✐✜é ♣❛r h0 = h1 q✉✐ ❡st ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ têt❡ ❞❡ A0 = T ✱ ❡t ❞♦♥❝ ❡st
❜✐❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞♦rs❛❧ ❞❡ AφS(i) = A0✳
▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❡st q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❧❡
s♦✉s✲t❡r♠❡ ❧✐❡✉r ❞✬✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ h ❞♦✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡
s✉r✲t❡r♠❡s ❞❡ h✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ {Aφk(n), . . . , Aφ(n), An} ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ P ✲
✈✉❡ ❡♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉①✻✳ ❉❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❡✉①✱ ❧❛ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉① s♦✉s✲t❡r♠❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧✐❡r ✭❛✉ s❡♥s
♣r♦♣r❡✮ ❝❡tt❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❛✉ss✐ ❝r✉❝✐❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ à ♣♦✐♥t❡✉rs✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ✈❡rr❛ q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♣♦✐♥t❡✉rs ♣rés❡r✈❡ ❡♥
♣❡r♠❛♥❡♥❝❡ ❧❛ ✈✐s✐❜✐❧✐té✳
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ P❆▼✳ ❖♥ ✈❡✉t ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❛ P❆▼ s✉r ✉♥ t❡r♠❡ M ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♣♦✉r
❝♦♠♠❡♥❝❡r q✉❡ M ❡st ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧
♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ r❡❞❡① (λx, x0, N)✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ s❡✉❧ ét❛t ❞❡ P❆▼ ❝♦rr❡❝t s✉r M ❡st ❧❛ séq✉❡♥❝❡
✈✐❞❡ ✿ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ♥❡ s✬✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ♣❛s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥♥é ❧✬✉♥ ❞❡ ❝❡s r❡❞❡① ❡t ♦♥
❞é✜♥✐t ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ P❆▼ s✉r M ❛✈❡❝ ❧❡ r❡❞❡① (λx, x0, N) ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
✕ ❖♥ ✜①❡ h1 = x0 ❀
✕ ❖♥ ✜①❡ A1 = N ❀
✕ ❖♥ ✜①❡ p1 = 0✳
✻P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❝♦✉♣s ❖♣♣♦s❛♥ts ❞❡ ❧❛ P ✲✈✉❡✳
✽✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ λ✲❈❆▲❈❯▲ ❊❚ ◆❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆
❘é❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❛r❣✉♠❡♥t✳ P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ ❝❧❛rté✱ ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é❝r✐r❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧ ✉♥❡
❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ♦♥ ❛ ✉♥ ét❛t ❞❡ P❆▼
(h1, A1, p1), . . . , (hn, An, pn) s✉r ✉♥ t❡r♠❡ T ✳ P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ♥♦t♦♥s Tj ❧❡ t❡r♠❡ ♦❜t❡♥✉ ❞❡ T
♣❛r j ét❛♣❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡✱ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ✐♥❞✐q✉é❡s ♣❛r ❧✬ét❛t ❞❡
❧❛ P❆▼✳ ❖♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ Ai✱ ❡t ♦♥ ✈❡✉t ré❝✉♣ér❡r s♦♥ k✲✐è♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❢♦rêt ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥s λh(Ai) s✉♣♣♦sé❡ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❛✉ ♠♦✐♥s
k✱ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ λx ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r k✼✳ ❧❡ k✲✐è♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ Ai✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡✱
s❡r❛ ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ M ❞❡ Tn t❡❧ q✉❡ (λx,M) s❡r❛ ✉♥ ♣ré✲r❡❞❡① ❞❡ Tn✳ ❚♦✉t❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❞❡
r❡tr♦✉✈❡r M s❛♥s ❝♦♥str✉✐r❡ Tn✱ ❥✉st❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥t❡✉rs✳ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
➱t❛♣❡ ✶✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ Ai ❛ r❡♠♣❧❛❝é hi à ❧❛ i✲è♠❡ ét❛♣❡ ✭✈✐rt✉❡❧❧❡✮ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❞♦♥❝ ♦♥
❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❡❣❛r❞❡r ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ hi ❞❛♥s T ✳ ❙✐ hi ❡st ❞✬❛r✐té ❛✉ ♠♦✐♥s k ❞❛♥s T ✱
♦♥ ré❝✉♣èr❡ s♦♥ k✲✐è♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♥♦té B ❡t ♦♥ r❡♥✈♦✐❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (B, i)✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t q✉❡ hi
❥✉st✐✜❡ B✳ ▲❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡ ❝♦✉♣❧❡ s❡r♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥
❞❡ ❧❛ P❆▼✳ ❙✐ hi ❡st ❞✬❛r✐té a < k✱ ♦♥ ♣❛ss❡ à ❧✬ét❛♣❡ 2✳
➱t❛♣❡ ✷✳ ❙✐ ♦♥ ❡st ✐❝✐✱ ❝✬❡st q✉❡ hi ♥✬❛ ♣❛s s✉✣s❛♠❡♥t ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts ❞❛♥s T ✳ ▼❛✐s ✐❧ ♣❡✉t ❡♥
❛✈♦✐r s✉✣s❛♠❡♥t ❞❛♥s Tn ✦ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛r✐té ❞✬✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❡✉t ❛✉❣♠❡♥t❡r
❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st ❝♦♣✐é❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ t❡r♠❡ T = (λx.x0AB)(λy.y0CD)✳
■❝✐✱ y0 ❡st ❞✬❛r✐té 2✳ ▼❛✐s ❛♣rès ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t T ′ =
(λx.(λz.z0CD)AB)(λy.y0CD)✱ ❡t z0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡ y0 q✉✐ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✬❛r✐té 3✳
❙✐ i = 1✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♥❡ tr♦✉✈❡r❛ ♣❧✉s ❞✬❛r❣✉♠❡♥t ❡t ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ s✬❛rrêt❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ♦♥ ♥♦t❡ q✉✬♦♥
♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s à hi ❞❛♥s ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ hi−1✱ ♣✉✐sq✉❡
hi ❡st ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ têt❡ ❞❡ Ai−1 q✉✐ ❛ r❡♠♣❧❛❝é hi−1 ❛ ❧❛ i− 1✲✐è♠❡ ét❛♣❡✳ ❙❡✉❧❡♠❡♥t✱
s✐ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❛✐t ❧❡ k✲✐è♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ hi ♦♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡ (k − a+ l)✲✐è♠❡
❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ hi−1✱ ♦ù a ❡st ❧✬❛r✐té ❞❡ hi ❡t l ❡st ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦rêt ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥s
❞❡ Ai−1✳ ❖♥ r❡❝♦♠♠❡♥❝❡ ❞♦♥❝ à ❧✬➱t❛♣❡ ✶ ❛✈❡❝ ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳
❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣❡✉t s❡♠❜❧❡r ❝♦♠♣❧✐q✉é❡✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❡st ❧❡ ♣r✐① à ♣❛②❡r ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r
à ❡♥tr❡t❡♥✐r ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ♦✉ à ❢❛✐r❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡✳ ❊ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧✬ét❛♣❡
✷ ❛rr✐✈❡ q✉❛♥❞ ❧❡ t❡r♠❡ ❡①❛♠✐♥é ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t η✲❡①♣❛♥sé✳ ❍❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ ♥✬❛r✲
r✐✈❡r❛ ♣❛s ❞❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❡✉①✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ✉♥❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞r❛st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
♣r♦❝é❞✉r❡✳
❚r❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ P❆▼✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬♦♥ ❛✐t ✉♥ ét❛t (h1, A1, p1), . . . , (hn, An, pn) ❞❡ ❧❛
P❆▼ s✉r ✉♥ t❡r♠❡ M ✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ét❛t s✉❝❝❡ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✭✶✮ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ têt❡ hn+1 ∈ hoc(An)✳ ❙✐ hn+1 ❡st ✉♥ ❞é♠♦♥✱ ♦♥ s✬❛rrêt❡✳
✭✷✮ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r tr♦✉✈❡r ❧❡ ❧✐❡✉r ❞❡ hn+1✳ ❙✐ hn+1 ❡st ❧✐❜r❡✱ ❛✉❝✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♥❡ s✬❛♣✲
♣❧✐q✉❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ♦♥ s❛✐t ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✷ q✉✬✐❧ ❡st ❧✐é ❞❛♥s s❛ ✈✉❡ {Aφk(n), . . . , Aφ(n), An}✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ j t❡❧ q✉❡ Aφj(n) ❧✐❡ hn+1✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs k = φ
j(n)✳
✭✸✮ ❖♥ s❛✐t ❞♦♥❝ q✉❡ Ak ❡st ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❧✐❡✉r ❞❡ hn+1✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬❛❜str❛❝✲
t✐♦♥ λx ❞❛♥s s♦♥ é♣✐♥❡ ❞♦rs❛❧❡✳ ❉❡✉① ❝❛s s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s ✿ ❡st✲❝❡ q✉❡ Ak
❛tt❡♥❞ ✈ér✐t❛❜❧❡♠❡♥t x ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ②✬❛✲t✲✐❧ ✉♥ ♣ré✲r❡❞❡① (λx,B) à ❧✬✐♥tér✐❡✉r
❞❡ Ak ❄
✭❛✮ Pr❡♠✐❡r ❝❛s✱ ✐❧ ② ❛ ❜✐❡♥ ✉♥ ♣ré✲r❡❞❡① (λx,B) ❞❛♥s Ak✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ hn+1 ❡st s✉r ❧❡
♣♦✐♥t ❞✬êtr❡ ✭✈✐rt✉❡❧❧❡♠❡♥t✮ s✉❜st✐t✉é ♣❛r B✱ ♦♥ ♣♦s❡ ❞♦♥❝ An+1 = B✳ ❙✐ k = 0✱ ♦♥
♣♦s❡ pn+1 = 0✳ ❙✐♥♦♥✱ ♦♥ ♣♦s❡ pn+1 = n+1 ❝❛r hn+1 ❥✉st✐✜❡ ❜✐❡♥ B✱ ❡t ♦♥ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛
✼▲❛q✉❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♣❛rt✐❝✐♣❡♥t ❡♥ ❡✛❡t t♦✉t❡s
❛✉① ♠ê♠❡s ♣ré✲r❡❞❡①✳
✸✳✸✳ ▼❆❈❍■◆❊❙ ❆❇❙❚❘❆■❚❊❙ ✽✼
♣r♦♣r✐été ✭✷✮ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧❛ P❆▼✳
✭❜✮ ❙❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ t❡❧ ♣ré✲r❡❞❡①✳ λx ❛♣♣❛r❛ît ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦rêt ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥s
λh(Ak)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬❡❧❧❡ ❛rr✐✈❡ ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r k ✿ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ hn+1 s❡r❛ s✉❜st✐t✉é
♣❛r ❧❡ k✲✐è♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ Ak✳ ▼❛✐s Ak ❛ ✭✈✐rt✉❡❧❧❡♠❡♥t✮ r❡♠♣❧❛❝é ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ hk ❛
❧❛ k✲✐è♠❡ ét❛♣❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❞♦♥❝ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❧❡ k✲✐è♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡
hk✳ ❖♥ ❧❛♥❝❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❛r❣✉♠❡♥t ❛✈❡❝ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❙♦✐t ❧❛
♠❛❝❤✐♥❡ s✬❛rrêt❡✱ s♦✐t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (B, i)✱ ♦♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs An+1 = B ❡t pn+1 = i✱
q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ❜✐❡♥ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✮ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧❛ P❆▼✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ■❧ ② ❛ ✉♥❡ s✉❜t✐❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ P❆▼ ♣rés❡♥té❡ ✐❝✐ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❬❉❘❪✳ ■❝✐✱ ❧❡s
pi ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♥✉❧❧❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❬❉❘❪✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡st 1✳ ■❧ s❡ tr♦✉✈❡ q✉❡
❝❡tt❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❞✐r❡❝t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❥❡✉① ❞❛♥s
❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❡✉①✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞♦♥♥❡ ❧✬❛❧t❡r♥❛♥❝❡ ❏♦✉❡✉r✴❖♣♣♦s❛♥t
❞❛♥s ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❡✉①✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉❡r♦♥s ♣❧✉s t❛r❞✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❡❝❤♥✐q✉❡
❝❡❧❛ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❣r❛♥❞ ❝❤♦s❡✱ ❡♥ ❡✛❡t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡
❡t ❧❡s ✈✉❡s r❡st❡♥t ✐♥❝❤❛♥❣é❡s✳
❊①❡♠♣❧❡ ✶✳ ◆♦tr❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ s❡r❛ ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❡✉①✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ❢❛♠❡✉① t❡r♠❡
❞❡ ❑✐❡rst❡❛❞ Kx = λf.f(λx.f(λy.x))✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ P❆▼ s✉r Kx ❛♣♣❧✐q✉é à
❧✉✐✲♠ê♠❡✱ s♦✐t ❛♣rès α✲r❡♥♦♠♠❛❣❡ ❧❡ λ✲t❡r♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
T = (λf.f0(λx.f1(λy.x0)))(λg.g0(λz.g1(λw.z0)))
▲✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ à ♣♦✐♥t❡✉rs s✉r ❝❡ t❡r♠❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳ P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱
♦♥ ✈❛ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ i s♦✉❧✐❣♥❡r hi ❡t ❡♥❝❛❞r❡r Ai✳ ❖♥ r❡♣rés❡♥t❡r❛ ❧❡s pi ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t✱ ❡♥
r❡♣rés❡♥t❛♥t ♣❛r • ❧❡s ❝♦✉♣s ✓❏♦✉❡✉r✔✱ ♦ù ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ têt❡ ❡st ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ❡t
♣❛r ◦ ❧❡s ❝♦✉♣s ✓❖♣♣♦s❛♥t✔✱ ♦ù ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ têt❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✳ ❈❡tt❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡✈r❛✐t s❡♠❜❧❡r ❢❛♠✐❧✐èr❡ ❛✉① ❧❡❝t❡✉rs ❤❛❜✐t✉és à ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ❥❡✉① ✿ s✉r ❝❡ ❣❡♥r❡
❞❡ t❡r♠❡s ♦ù ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ✐♥t❡r♥❡ ✭❥✉st❡ ✉♥❡ ❝♦✉♣✉r❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① t❡r♠❡s
❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✮✱ ❧❛ P❆▼ ❝❛❧❝✉❧❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥♥♦❝❡♥t❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① str❛té❣✐❡s✱
❡t ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ❛❞♠❡t ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❧t❡r♥❛♥❝❡ ❏♦✉❡✉r✴❖♣♣♦s❛♥t ❡t
❧❛ ✈✐s✐❜✐❧✐té✳ ➚ ❧❛ ✜♥✱ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ s✬❛rrêt❡ ♣❛r❝❡ q✉✬♦♥ ❛✉r❛✐t h10 = z0✱ p10 = 5 ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ s❡✉❧❡
❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡ z ❞❛♥s ❧❛ ✈✉❡ ❞❡ 9 ❡st ❛✉ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ♣❛s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ♠❛✐s ♣♦s❡r A10 = arg(h5)
❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✈✉ q✉❡ h5 = x0 ♥✬❛ ♣❛s ❞✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❛♥s T ✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳ ❉♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❤♦rs ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❡✉①✳ ❈✬❡st ❧✬❡①❡♠♣❧❡
❞❡ (λx.xx) ❛♣♣❧✐q✉é à ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ❖♥ ❣❛r❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♥♦t❡r • ❧❡s ❝♦✉♣s ✓❏♦✉❡✉r✔ ❡t ◦
❧❡s ❝♦✉♣s ✓❖♣♣♦s❛♥t✔✱ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ t❡r♠❡ ♥♦♥ η✲❡①♣❛♥sé ❝❛ss❡
t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬❛❧t❡r♥❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ✈✐s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❧❡
rés✉❧t❛t s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳
■❧ ❡st ❛ss❡③ ✐♥t❡r❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣♦✐♥t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ t❡r♠❡Kx ❡st ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❇ö❤♠ ✐♥✜♥✐ ❞❡ λx.xx✱ ❡t ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶
♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ q✉✬♦♥ ❛✉r❛ ❡♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉① ❡♥tr❡ λx.xx ❡t ❧✉✐✲♠ê♠❡✳
❈❡tt❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r q✉❡ ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ❛✉① s✐① ♣r❡♠✐❡rs ❝♦✉♣s
❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬♦✉❜❧✐❡r ❝❡rt❛✐♥s ❝♦✉♣s✳ ❈❡ s♦♥t ❧❡s ❝♦✉♣s ✓❝♦♣②❝❛t✔ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
à ❧✬η✲❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❡t ✐❧ ❡st ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧ q✉❡ ❧❡✉r ♦✉❜❧✐ ❛♠è♥❡ à ♣❡r❞r❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❝♦♠♠❡
❧✬❛❧t❡r♥❛♥❝❡ ❞❡s ❥♦✉❡✉rs ♦✉ ❧❛ ✈✐s✐❜✐❧✐té✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts
❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✷✳❜ r❡✈✐❡♥t à ❥♦✉❡r s✐❧❡♥❝✐❡✉s❡♠❡♥t ❝❡s ❝♦✉♣s ❝♦♣②❝❛t✳
✽✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ λ✲❈❆▲❈❯▲ ❊❚ ◆❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆
0. ◦ (λf.f0(λx.f1(λy.x0)))(λg.g0(λz.g1(λw.z0)))
1. • (λf.f0(λx.f1(λy.x0))) (λg.g0(λz.g1(λw.z0)))
2. ◦ (λf.f0 (λx.f1(λy.x0)) )(λg.g0(λz.g1(λw.z0)))
3. • (λf.f0(λx.f1(λy.x0))) (λg.g0(λz.g1(λw.z0)) )
4. ◦ (λf.f0(λx.f1 (λy.x0)) )(λg.g0(λz.g1(λw.z0)))
5. • (λf.f0(λx.f1(λy.x0)))(λg.g0 (λz.g1(λw.z0) ))
6. ◦ (λf.f0 (λx.f1(λy.x0) ))(λg.g0(λz.g1(λw.z0)))
7. • (λf.f0(λx.f1(λy.x0))) (λg.g0(λz.g1(λw.z0)) )
8. ◦ (λf.f0(λx.f1 (λy.x0) ))(λg.g0(λz.g1(λw.z0)))
9. • (λf.f0(λx.f1(λy.x0)))(λg.g0(λz.g1 (λw.z0) ))
❋✐❣✳ ✸✳✶ ✕ ▲✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ P❆▼ s✉r KxKx✳
0. ◦ (λx.x0x1)(λy.y0y1)
1. • (λx.x0x1) (λy.y0y1)
2. ◦ (λx.x0 x1 )(λy.y0y1)
3. • (λx.x0x1) (λy.y0y1)
4. ◦ (λx.x0x1)(λy.y0 y1 )
5. ◦ (λx.x0 x1 )(λy.y0y1)
6. • (λx.x0x1) (λy.y0y1)
7. ◦ (λx.x0x1)(λy.y0 y1 )
8. ◦ (λx.x0x1)(λy.y0 y1 )
9. ◦ (λx.x0 x1 )(λy.y0y1)
10. • (λx.x0x1) (λy.y0y1)
❋✐❣✳ ✸✳✷ ✕ ▲✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ P❆▼ s✉r δδ✳
✸✳✸✳ ▼❆❈❍■◆❊❙ ❆❇❙❚❘❆■❚❊❙ ✽✾
❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ P❆▼✳ ❖♥ ✈❛ r❡❧✐❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ P❆▼ à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✺✳ ❙♦✐t S = (h1, A1, p1), . . . , (hp, Ap, pp) ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧❛ P❆▼✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s
t♦✉t❡s ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ✭ ✐✳❡✳ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✮ ❞❡ S ♣❛r ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s
❞é✜♥✐❡s ♣❧✉s ❤❛✉t✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡s (h1, A1, p1), . . . , (hn, An, pn)✱
♦♥ ❡①tr❛✐t ❧❛ ❝❤❛î♥❡ (hp+1, Ap+1), . . . , (hn, An)✳ ▲✬❛r❜r❡ rés✐❞✉❡❧ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♣♦✉r S ❡st
❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❝❡s séq✉❡♥❝❡s✳
▲✬❛r❜r❡ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ P❆▼ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ M ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛r❜r❡ rés✐❞✉❡❧ ❞❡
s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ P❆▼ ✈✐❞❡ s✉r M ✳ ▲✬❛r❜r❡ ❞✐r✐❣é s✉r A ❡st ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡s s✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ P❆▼ ❞❡ M ♦ù ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ têt❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
❝❤♦✐s✐❡ ❞❛♥s A✳
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ P❆▼ ❡t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ❞✐r✐❣é❡ ✈❛ êtr❡ ❢❛✐t❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r✲
♠é❞✐❛✐r❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✸✳ ❙♦✐t M ✉♥ t❡r♠❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ M  LHR M ′ ♣❛r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ (λx, x0, N)✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ P❆▼ s✉rM ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬ét❛t S = (x0, N, 0)✳ ❆❧♦rs✱ ❧✬❛r❜r❡
rés✐❞✉❡❧ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞❡ S ❡st é❣❛❧ à ❧✬❛r❜r❡ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ P❆▼ ❞❡ M ′ ❞✐r✐❣é s✉r
N ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ P❆▼ s✉r M ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à ✉♥❡ ❡①é✲
❝✉t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ P❆▼ s✉r M ′✱ ❞♦♥♥❛♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ❛r❜r❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳
❖♥ ♠♦♥tr❡r❛ ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡✳
P♦✉r t♦✉t❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ P❆▼ S = (h1, A1, p1), . . . , (hn, An, pn) s✉r M ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①é❝✉✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ P❆▼ S′ = (h′1, A
′
1, p
′
1), . . . , (h
′
n−1, A
′
n−1, p
′
n−1) s✉r M
′ ❞✐r✐❣é❡ s✉r N t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t i✱ h′i = hi+1, A
′
i = Ai+1 ❡t s✐ pi+1 > 1✱ p
′
i = pi+1 − 1 ❡t s✐ pi+1 ∈ {0, 1}✱ p
′
i ∈ {0, 1}✳
❖♥ ✈❛ ❝♦♥str✉✐r❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r n ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ P❆▼ s✉r M ′ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à S✳
❉✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡ S′ ❛✈❡❝ (h2, A2, 0)✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✐r✐❣é❡ s✉r N ❝♦♠♠❡
r❡q✉✐s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬♦♥ ❛ ❝♦♥str✉✐t S′i = (h
′
1, A
′
1, p
′
1), . . . , (h
′
i, A
′
i, p
′
i)✳ ❙✐ i = n− 1✱
❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✜♥✐❡✳ ❙✐♥♦♥✱
✕ ❖♥ s❛✐t q✉❡ h′i+1 ∈ hoc(A
′
i) ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡st ❝♦rr❡❝t❡ s✉r S✳
✕ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ✈✉❡ V = {AφkS(i+1), . . . , AφS(i+1), Ai+1} ❞❡ hi+2 = h
′
i+1 ❞❛♥s S ❡t s❛ ✈✉❡
V ′ = {A′
φk
′
S′
(i+1)
, . . . , A′φS′ (i+1)
, A′i+1} ❞❛♥s S
′✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✷✱ V ❡st ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡
s✉r✲t❡r♠❡s ❞❡ hi+2 ❞❛♥s M ✱ ❡t V ′ s❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ s✉r✲t❡r♠❡s ❞❛♥s M ′✳ P✉✐sq✉❡ M ′ ❡st
♦❜t❡♥✉ ❞❡ M ♣❛r s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ têt❡✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s
❞♦✐✈❡♥t ❝♦✐♥❝✐❞❡r s❛✉❢ ♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r é❧é♠❡♥t✱ q✉✐ ❡st r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t M ❡t M ′✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ❧✐❡✉r ❞❡ hi+2 ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s✱ à ♠♦✐♥s q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❧❡
t❡r♠❡ t♦✉t ❡♥t✐❡r ❛✉q✉❡❧ ❝❛s ❝✬❡st r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t M ❡t M ′✳ ❖♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❛r
❝❛s s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣♦✉r S✳
✸✳❛ ❙✐ ❧❡ ❧✐❡✉r ❞❡ hi+2 ♣♦✉r S ❡st A0 = M ❡t q✉✬✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ♣ré✲r❡❞❡① (λx,B)
♣♦✉r hi+2✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣ré✲r❡❞❡① ❡①✐st❡ ❛✉ss✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s M ′✱ ♣✉✐sq✉✬❡♥ ❡✛❡t
❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ♥✬❡✛❛❝❡ ❥❛♠❛✐s ❞❡ ♣ré✲r❡❞❡①✳ ▲❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs
Ai+2 = A
′
i+1 = B ❡t pi+2 = p
′
i+1 = 0✱ ❝❡ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❜✐❡♥ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❛tt❡♥❞✉❡ ❞❡ S
′✳
❙✐ ❧❡ ❧✐❡✉r ❞❡ hi+2 ❞❛♥s S ❡st ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ Aj ❞❛♥s S✱ ❛❧♦rs ❞❛♥s S′ ❝❡ s❡r❛ A′j−1 = Aj ✳
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✸✳❛✱ ❝✬❡st q✉❡ Aj ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ♣ré✲r❡❞❡① (λx,B) ❧✐❛♥t hi+2✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛❥♦✉t❡ (hi+2, B, i+ 2) à S ❡t (h′i+1, B, i+ 1)
à S′✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ S′✳
✾✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ λ✲❈❆▲❈❯▲ ❊❚ ◆❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆
✸✳❜ ▲❛ ♠❛❝❤✐♥❡ S ❧❛♥❝❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❛r❣✉♠❡♥t✳ ▲à ❡♥❝♦r❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs
s♦✉s✲❝❛s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❙✐ ❧❡ ❧✐❡✉r ❞❡ hi+2 ❡st ❡♥ ❢❛✐t A1✱ q✉❡ A1 ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ r❡❞❡①
✐♥tér✐❡✉r ❡t q✉❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ λy ❧✐❛♥t hi+2 ❡st à ♣r♦❢♦♥❞❡✉r k ❞❛♥s λh(Ai+2)✱ ❛❧♦rs S
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧❡ k✲✐è♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ h1 = x0 ❞❛♥s M ✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡✳ ▼❛✐s ❧❡ k✲✐è♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t
❞❡ x0 ❞❛♥s M ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ B é✈❡♥t✉❡❧ t❡❧ q✉❡ (λy,B) ❡st ✉♥ ♣ré✲r❡❞❡① ❞❛♥s M ′✳
P♦✉r rés✉♠❡r✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s✉r S ❝❤♦✐s✐t An+2 ❧❡ k✲✐è♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ x0✱ ❡t pi+2 = 1✳
P❛r ❝♦♥tr❡ ♣♦✉r S′ ❧❡ ❧✐❡✉r ❞❡ h′i+2 ❡st A
′
0 ♣✉✐sq✉❡ A1 ♥❡ ✜❣✉r❡ ♣❧✉s ❞❛♥s ❧❛ ✈✉❡✳
P✉✐sq✉❡ B ❡st ❧❡ k✲✐è♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ x0 ❞❛♥s M ✱ ❝✬❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
♣ré✲r❡❞❡① (λy,B) ❞❛♥s M ′ = A′0✳ ▲❛ ♠❛❝❤✐♥❡ S
′ ❝❤♦✐s✐t ❞♦♥❝ A′i+1 = B = Ai+2 ❡t
p′i+1 = 0 = pi+2−1✱ ❝❡ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❜✐❡♥ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❛tt❡♥❞✉❡✳ ❆✉tr❡ s♦✉s✲❝❛s✱ s✐ hn+2
❛❞♠❡tt❡♥t ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❧❡ ♠ê♠❡ ❧✐❡✉r Aj ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞❛♥s S q✉❡ ❞❛♥s S′✱ ❡t q✉❡ Aj ♥❡
❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ♣ré✲r❡❞❡① ❧✐❛♥t hn+2✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ❧❛♥❝❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts
❞❡s ❞❡✉① ❝ôtés✳ ❙✐ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r S ♥✬❛tt❡✐♥t ❥❛♠❛✐s h1✱ ❛❧♦rs ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ s❡ ♣❛ss❡
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s S′✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t✱ ✈✉ q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✳ ❈♦♠♠❡
♦♥ s❛✐t q✉✬♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❝♦♠♠❡♥❝é ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❛r h1 ✭❧❡ ❧✐❡✉r ❞❡ hi+2 ét❛♥t s✉♣♣♦sé
❞✐✛ér❡♥t ❞❡ A1✮✱ ♦♥ s❛✐t q✉✬à ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ r❡❝❤❡r❝❤❛✐t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ r✲✐è♠❡
❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ h2 = h′1✳ ▼❛✐s ❡♥ ❢❛✐t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ h
′
1
❞❛♥s M ′ s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝❡✉① ❞❡ h2 ❞❛♥s M s✉✐✈✐s ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ x0 ❞❛♥s M ✦ ❙♦✐t a
❧✬❛r✐té ❞❡ h2 ❞❛♥sM ✱ ❡t s♦✐t l ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦rêt ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞❡ A2✳ ❉❛♥s S✱ ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ r✲✐è♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ h2 s❡ ré❞✉✐t à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ r−a+l✲✐è♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t
❞❡ x0 ✿ ♦♥ ré❝✉♣èr❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ q✉❡ ❧❡ r✲✐è♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ h2 ❞❛♥s
M ′✳ ❙♦✐t B ❝❡ s♦✉s✲t❡r♠❡✱ ➚ ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ❛❥♦✉té ❧❡ tr✐♣❧❡t (hi+2, B, 1) à S
❡t (hi+2, B, 1) à S′✱ ❝❡ q✉✐ ✈❛❧✐❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❛tt❡♥❞✉❡✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ P❆▼ S′ = (h′1, A
′
1, p
′
1), . . . , (h
′
n−1, A
′
n−1, p
′
n−1)✱ ♦♥
♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ S éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ s❡♥s q✉✬é❝r✐t ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ▲❡s ❞ét❛✐❧s
❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ♥❡ ❧❡s ré♣èt❡ ♣❛s✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ét❛t S✱ ❧✬ét❛t S′ ❝♦♥str✉✐t ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡
s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ❧✬é♥♦♥❝é ❞✉ ❧❡♠♠❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✹✳ ▲❛ P❆▼ ❡st ❝♦rr❡❝t❡ ✿ s✐ M ❡st ✉♥ t❡r♠❡✱ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞✐r✐❣é❡s
❞❡ M ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à s♦♥ ❛r❜r❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ P❆▼✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥R ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (M,N)✱ ♦ùN ❡st ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡
M ✱ ❡t ❧❡s ét❛ts ❞❡ ❧❛ P❆▼ ❡♥ ❞✐s❛♥t q✉❡ (M,N)RS s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ P❆▼ s✉r M ❞✐r✐❣é❡ s✉r N ❡st é❣❛❧ à ❧✬❛r❜r❡ rés✐❞✉❡❧ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞❡ S✳ ❖♥ r❛✐s♦♥♥❡
❡♥s✉✐t❡ ♣❛r ❝♦✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t R ❝♦♠♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳
❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ (M,M)RSM ♦ù SM ❡st ❧✬ét❛t ❞❡ P❆▼ ✈✐❞❡ s✉rM ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
q✉✬♦♥ ❛✐❡ ❞❡s t❡r♠❡s U ❡t V ❡t ✉♥ ét❛t ❞❡ P❆▼ S✱ ❛✈❡❝ (U, V )RS✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬♦♥ ❛✐❡
U  LHR U ′ ♣❛r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ (x0,W )✱ ♦ù x0 ∈ hoc(V )✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❛❧♦rs ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ (U, V )RS ✿
❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❡♥ ❡✛❡t q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ (x0,W ) ❞❛♥s ❧❛ P❆▼ ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ✉♥ ét❛t S′✳ ▼❛✐s ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✸✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ❡♥❝♦r❡ (U ′,W )RS′✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ (U, V )RS ❡t S ❢❛✐t ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ (x0,W ) ♣♦✉r ❛rr✐✈❡r ❞❛♥s S′✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t
q✉❡ U ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ré❞❡① ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ (λx, x0,W ) ❛✈❡❝ x0 ∈ hoc(V )✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝
❛✉ss✉ U  LHR U ′ ♣❛r ❝❡tt❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✸ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ (U ′,W )RS′✳
▲✬é♥♦♥❝é ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❛r ❝♦✐♥❞✉❝t✐♦♥✳
✸✳✸✳ ▼❆❈❍■◆❊❙ ❆❇❙❚❘❆■❚❊❙ ✾✶
▲❛ P❆▼ ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❏❡✉①✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s ♣ré❝✐✲
s✐♦♥s s✉r ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ P❆▼ ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❡✉①✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♦♥ ✈❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r
❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❛r❜r❡s ❞❡ ❇ö❤♠ ✉♥❛✐r❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ s✉✐✈❛♥t❡s ✿
❆r❜r❡s ❞❡ ❇ö❤♠ ❯♥❛✐r❡s
Γ ⊢ λx.z : k
Γ, x : k ⊢M1 : p . . . Γ, x : k ⊢M|I| : p
Γ ⊢ λx.⊕i∈I xiMi : k + 1
❆✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ rè❣❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ I✱ (xi : p+ 1) ∈ Γ∪{x : k}✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✻✳ ❯♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❡✉① ♣♦✉r ❧❛ P❆▼ ❡st ✉♥ t❡r♠❡ t②♣é ❞❡ Λ0 UV ✱ ❛✈❡❝ U
❡t V ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ❇ö❤♠ ✉♥❛✐r❡s✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✺✳ ❙♦✐t T = UV ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❡✉①✱ ❛❧♦rs ❝❤❛q✉❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
x0 ❞❡ T ❛ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❛♥s T ✱ ♥♦té arg(x0)✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ x0 ❡st s♦✐t ❞❛♥s U s♦✐t ❞❛♥s V ✱ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥
s✉r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❇ö❤♠✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬♦♥ ❛✐t ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧❛ P❆▼ (h1, A1, p1), . . . , (hn, An, pn) s✉r ✉♥
t❡r♠❡ UV ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❡✉①✳ ❊ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s s✉✐✲
✈❛♥t❡s s✉r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ P❆▼✳
✶✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t hn+1 ∈ hoc(An)✳ ❙✐ hn+1 ❡st ✉♥ ❞é♠♦♥✱ ♦♥ s✬❛rrêt❡✳
✷✳ ❙✐♥♦♥✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❡ ❧✐❡✉r Aj ❞❡ hn+1✳ ❖♥ ♣♦s❡ pn+1 = j
✸✳ ❖♥ ♣♦s❡ An+1 = arg(hpn+1)✳
❈❡s ét❛♣❡s s✐♠♣❧✐✜é❡s s♦♥t ❥✉st✐✜é❡s ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❡✉①✱ ♦♥ ✈❛ t♦✉❥♦✉rs
✉t✐❧✐s❡r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✸✳❜ ❞❡ ❧❛ P❆▼✱ ✭s❛✉❢ s✐ ❧❡ ❧✐❡✉r ❡st A0✱ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s ♦♥ ❛✉r❛ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡
pn+1 = 0 ❡t An+1 = V ✮✱ ❡t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts ✈❛ t♦✉❥♦✉rs t❡r♠✐♥❡r à s❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡
♣✉✐sq✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t η✲❡①♣❛♥sé✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ s✐♠♣❧✐✜é✱ ❧❛
♠❛❝❤✐♥❡ à ♣♦✐♥t❡✉rs ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛✉ss✐ q✉✬❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❡✉①✱ ♦♥ ❛✉r❛
❛❧t❡r♥❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ U ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ V ✱ ❡t ❝❤❛q✉❡
❥♦✉❡✉r ♣♦✐♥t❡r❛ ❞❛♥s s❛ ✈✉❡✳
❈❡tt❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ P❆▼ ♥✬❡st ♣❛s r❡str❡✐♥t❡ ❛✉ ❝❛s ✉♥❛✐r❡✱ ♠❛✐s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❛✉ss✐
❞ès ❧♦rs q✉✬♦♥ ❧✬❡①é❝✉t❡ s✉r UV ✱ ❛✈❡❝ U ❡t V ❞❡s t❡r♠❡s s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣és✱ β✲♥♦r♠❛✉① ❡t
η✲❧♦♥❣s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ♠❛✐s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ k✲✐è♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t
❞✬✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡♠❡✉r❡ ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t ✿ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♠♠é❞✐❛ts
❞❡ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✳
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❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❡t ❡①♣❧♦r❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✳ ■❧
② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛ç♦♥s ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡
❞❡ ❥❡✉① ❍❖ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡s ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ❧❡ sq✉❡❧❡tt❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❡ q✉✬✐❧ r❡st❡ ❞❡s
♣❛rt✐❡s ❛♣rès ❛✈♦✐r ♦✉❜❧✐é ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡s ❝♦✉♣s✱ ❡t ❝❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❡♥ ❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ q✉✬❡♥ ❛♣♣❡❧
♣❛r ✈❛❧❡✉r✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ✈✐s✐❜❧❡ ❞❛♥s ❬❍❍▼✵✼❪✱ ♦ù ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞é✜♥✐❡✶ ❝♦♠♠❡ ✉♥
❝♦✉♣❧❡ (ϕ, s)✱ ♦ù ϕ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ♣❛✐rs✷✱ ♥♦t✐♦♥ très ♣r♦❝❤❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡
♣♦✐♥t❡✉rs✱ ❡t s ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦✉♣s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ✈♦✐r t♦✉t❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ❝♦♠♠❡
❧❛ séq✉❡♥❝❡ pi ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ P❆▼ ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❡✉①✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ✈❡rr❛ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥
✹✳✷✳✶✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❛r✉❡ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
tr❛✈❛✉① ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❡t sé♠❛♥t✐q✉❡ ❬❈✉r✾✽✱ ❈♦q✾✺❪✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡
♥♦t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝♦♥t❡①t❡s ❞✐✛ér❡♥ts✱ ✐❧ ♣❛r❛✐t ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ s✬② ✐♥tér❡ss❡r✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❝❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡s ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t ❞✬❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞✐❛❧♦❣✉❡ ✐♥✜♥✐ ❝❛✉s❛♥t ❧❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s r✉♣t✉r❡s
❞❡ ❧❛ t♦t❛❧✐té ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ♦♥ ✈❛ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❝❡s str✉❝t✉r❡s ❞❛♥s ✉♥
❝❛❞r❡ ❞❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉①✱ ❡t ❡♥s✉✐t❡ ❡♥ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❛①✐♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❧❛
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ♦♥ é♥♦♥❝❡r❛ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❜❛♥♥✐r ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❞✐❛✲
❧♦❣✉❡ ✐♥✜♥✐✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡r❛ ❡♥s✉✐t❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❝❡s t❤é♦rè♠❡s ✿ ❞✬❛❜♦r❞ ❡♥ ❧❡s r❡❧✐❛♥t
à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ à ♣♦✐♥t❡✉rs ❞é✜♥✐❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♣✉✐s ♣❛r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ sé♠❛♥✲
t✐q✉❡ ♣❛r ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ t♦✉t❡ s②♥t❛①❡✱ ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❧✉s
✶❊♥ ❢❛✐t ❝✬❡st ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❡st ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
✷♣❛r✐t② ♣♦✐♥t❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✳
✾✸
✾✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ P❖■◆❚❊❯❘❙ ❊❚ ◆❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆
❞✐r❡❝t❡ ❞✉❡ à ❈♦q✉❛♥❞ ❬❈♦q✾✺❪✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✱ ♦♥ t✐r❡r❛ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❧❛ss❡s ❞❡ str❛té❣✐❡s
t♦t❛❧❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥t été ♣✉❜❧✐és ❞❛♥s ❬❈❍✵✾❪✳
✹✳✶ ❙tr✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs
✹✳✶✳✶ ❆rè♥❡s ♣✉r❡s ❡t é❝r❛s❡♠❡♥t
❈♦♠♠❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡
❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ str❛té❣✐❡s t♦t❛❧❡s st❛❜❧❡s ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❧❡s ♣❧✉s ❧❛r❣❡s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r
② ✐♥t❡r♣rét❡r ❞✐✈❡rs s②stè♠❡s ❧♦❣✐q✉❡s✳ ❖♥ ✈❛ ♣rés❡♥t❡r ✐❝✐ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ q✉✐ ❡st
❧❡ r❡✢❡t sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ ✉♥❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✿ ❧✬✐❞é❡ ✈❛
êtr❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ♣❛rt✐❡s s❡ ❞ér♦✉❧❛♥t ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❛rè♥❡✱ ♠❛✐s ❥✉st❡
❞❛♥s ✉♥❡ ❛rè♥❡ ✓✉♥❛✐r❡✔✱ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✐♥✜♥✐❡✳ ❖♥ ❥✉st✐✜❡r❛ q✉❡ ❝❡tt❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t
t♦✉❥♦✉rs ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s t♦✉t❡ s❛ ❣é♥ér❛❧✐té✳
❉❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Vis ❞❡s ❛rè♥❡s ❡t str❛té❣✐❡s ✈✐s✐❜❧❡s✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❛rè♥❡s ♣✉r❡s✸ ❝♦♠♠❡
s✉✐t✳ P♦✉r n ∈ N✱ s♦✐t In ❧✬❛rè♥❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
0 // 1 // . . . // n
❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n✱ ❡t Iω ❧✬❛rè♥❡ ✐♥✜♥✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ❈❡ s♦♥t ❧❡s ♣❛rt✐❡s s✉r ❝❡tt❡ ❛rè♥❡ Iω q✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞r♦♥t à ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t
❝♦♠♠❡♥t ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♣❛rt✐❡ s✉r ✉♥❡ ❛rè♥❡ A q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧♦♥❣é❡ ❞❛♥s Iω✳ ❖♥
❞é✜♥✐t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ρA ❞❡ A ✈❡rs In ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❝❤❛q✉❡
♥÷✉❞ x ❞❡ A ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r n ❡st ❡♥✈♦②é ✈❡rs ❧❡ ♥÷✉❞ n ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❡♥tr❡ x ❡t
y✱ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉rs r❡s♣❡❝t✐✈❡s n ❡t n+1✱ ❡st ❡♥✈♦②é ✈❡rs ❧✬✉♥✐q✉❡ ❛rêt❡ ❞❡ Iω ❡♥tr❡ n ❡t n+1✳
❈❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ρA s✬ét❡♥❞ ❛❧♦rs ❧✐❜r❡♠❡♥t ❡♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ρ∗A s✉r ❧❡s ♣❛rt✐❡s
❧é❣❛❧❡s s✉r A✱ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
ρ∗A =


LA → LIω
ǫ 7→ ǫ
sa 7→ ρ∗A(s)ρ(a)
❖ù ρA(a) ♣♦✐♥t❡ ❛✉ ♠ê♠❡ ❡♥❞r♦✐t q✉❡ ❧❡ ❢❛✐s❛✐t a✳ ❈❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❡st ❣❛r❛♥t✐❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
ρA ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳
Pr❡♥❞r❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r ρ∗A r❡✈✐❡♥t à é❝r❛s❡r ❧✬❛rè♥❡ ✿ t♦✉s ❧❡s ❝♦✉♣s s♦♥t ✐❞❡♥t✐✜és à ❧❡✉r
♣r♦❢♦♥❞❡✉r✳ ❖♥ s❡ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❧é❣❛❧❡s ♥❡
r❡♣♦s❛♥t ♣❛s s✉r ❧✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦✉♣s s♦♥t ♣rés❡r✈é❡s✳ ❖♥ ❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡✱ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ s❡s ❝♦✉♣s✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈✐s✐❜✐❧✐té✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s
q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦✉♣s ♥❡ s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s ♣rés❡r✈é❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡tt❡
♦♣ér❛t✐♦♥ ♣❡✉t tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♦ù ❏♦✉❡✉r ❥♦✉❡ ♥♦♥✲✐♥♥♦❝❡♠♠❡♥t ❡♥ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♦ù ✐❧ ❡st
♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ✐♥♥♦❝❡♥t ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮✱ ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✮✳ ▲✬✐♥térêt ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st q✉✬❡♥ ❢❛✐t✱ ❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ♥♦tr❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ ♥❡ r❡♣♦s❡r❛
s✉r ❧✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦✉♣s✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ Iω s❡r❛ ❞♦♥❝ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧❡✳
✹✳✶✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♣r♦♣r✐étés
❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ♦♥ ✈❛ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ ♣♦✉r
❧❡s ♣❛rt✐❡s ❧é❣❛❧❡s s✉r ❧✬❛rè♥❡ ♣✉r❡ Iω✳ ■❧ s❡ tr♦✉✈❡ q✉❡ ❝❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
✸▲❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❡st à r❡❧✐❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ♣✉r ❡♥ λ✲❝❛❧❝✉❧✳
✹✳✶✳ ❙❚❘❯❈❚❯❘❊❙ ❉❊ P❖■◆❚❊❯❘❙ ✾✺
(B +3 B) +3 o I3
q ◦
q •
q
ρ∗ ///o/o/o ◦
tt •
q ◦
ff •
❋✐❣✳ ✹✳✶ ✕ ❈♦♠♠❡♥t ❧✬é❝r❛s❡♠❡♥t ❣é♥èr❡ ❞❡ ❧✬✐♥♥♦❝❡♥❝❡✳
((B × B) +3 o) +3 o I3
q ◦
q •
q
ρ∗ ///o/o/o ◦
tt •
q ◦
q •
❋✐❣✳ ✹✳✷ ✕ ❈♦♠♠❡♥t ❧✬é❝r❛s❡♠❡♥t ❜r✐s❡ ❧✬✐♥♥♦❝❡♥❝❡✳
✾✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ P❖■◆❚❊❯❘❙ ❊❚ ◆❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆
s✐♠♣❧❡s✱ ❡♥ ❝❡ s❡♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r t♦✉s ❧❡s ♦✉t✐❧s ❡t ❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ❞❡
❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉① ♣♦✉r ❡♥ ♣❛r❧❡r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✐❧s
❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❞❡s ❝❛❞r❡s ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉①✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❞❛♥s ❧❡s tr❛❝❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ à ♣♦✐♥t❡✉rs✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ✈❛ ❡♥ ❞♦♥♥❡r ✐❝✐
✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉①✱ ❡t ♦♥ r❛✐s♦♥♥❡r❛ ♣♦✉r ❧❡
♠♦♠❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳
❙tr✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ≡2 ♣♦✉r ❧❛
❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ♠♦❞✉❧♦ 2 s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✱ ❡t N∗ ❞é❝r✐r❛ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s
♣r✐✈é ❞❡ 0✳ ▲✬❛①✐♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ q✉✬♦♥ ✈❛ ♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ❡st très s✐♠✐✲
❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ♣❛✐rs ❞❡ ❬❍❍▼✵✼❪ ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶ ✭❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✮✳ ❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
ϕ : N −→ N ∪ {⊥}.
➚ ❝❤❛q✉❡ ❡♥t✐❡r ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✉ ❝♦✉♣ ✈❡rs ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ♣♦✐♥t❡ ❀ ⊥ ❡st ✉♥ ✓♣♦✐♥t❡✉r ♥✉❧✔✱
s♣é❝✐✜❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡st t❡r♠✐♥é❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ❧❡s ❛①✐♦♠❡s
s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ P❛rt✐❡ t❡r♠✐♥é❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N✱ s✐ ϕ(i) = ⊥ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t j > i✱ ϕ(j) = ⊥
✕ P♦✐♥t❡✉rs ❡♥ ❛rr✐èr❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N∗✱ s✐ ϕ(i) 6= ⊥ ❛❧♦rs ϕ(i) < i
✕ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛r✐té ✿ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N∗✱ i 6≡2 ϕ(i)
✕ ❩ér♦ ✿ ϕ(0) = 0
❖♥ ♥♦t❡r❛ Ptr ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✳
❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡♥ 0 ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ❡st s✉♣♣♦sé❡ êtr❡
0✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ♥✬❡st ♣❛s ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❛✉r❛✐t ❡♥ ❢❛✐t ❝♦♥✈❡♥✉✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t
❛✉① ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s✱ ❧❡s ❝♦✉♣s ❞❡ ❧✬❖♣♣♦s❛♥t s♦♥t ✐❝✐ r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛✐r❡s
❡t ❧❡s ❝♦✉♣s ❞❡ ❏♦✉❡✉r ♣❛r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♠♣❛✐r❡s✳
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❧❡s ♣❛rt✐❡s
✜♥✐❡s q✉✬✐♥✜♥✐❡s✳ P♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡r✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ϕ✱ ♥♦té Dϕ✱ ❡st ❞é✜♥✐
♣❛r ✿
Dϕ = {n ∈ N∗ | ϕ(n) 6= ⊥}
❖♥ ❞✐t q✉❡ ϕ ❡st ✜♥✐❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Dϕ ❡st ✜♥✐✳ ❙✐♥♦♥✱ ϕ ❡st ✐♥✜♥✐❡✳ ❙✐ ϕ ❡st ✜♥✐❡✱ ♦♥
❞é✜♥✐t s❛ t❛✐❧❧❡ |ϕ| ❝♦♠♠❡ |Dϕ|✳
❱✉❡✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s
❞❡ ✭O✴P ✮✲✈✉❡✳ P❛r ❝♦♠♠♦❞✐té✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ✐❝✐ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉♥ r✐❡♥ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡ q✉✬♦♥ ❛
❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st q✉✬❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡
❞é✜♥✐r ❧❛ ✈✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❥♦✉❡✉r ❞♦♥♥é✱ ♦♥ ✈❛ ❞é✜♥✐r ❧❛ ✈✉❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣ ✿ ❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛ à ❧❛
P ✲✈✉❡ s✐ ❧❡ ❝♦✉♣ ❡st ❏♦✉❡✉r ✭✐✳❡✳ ✐♠♣❛✐r✮ ❡t à ❧❛ O✲✈✉❡ s✐ ❧❡ ❝♦✉♣ ❡st ❖♣♣♦s❛♥t ✭✐✳❡✳ ♣❛✐r✮✳
❉✉❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛✉r❛ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✲✈✉❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✳ ❙❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈✉❡ pϕy : Dϕ → P(N)
❡t s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✲✈✉❡ xϕq : Dϕ → P(N) s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ré❝✉rs✐✈❡
✹✳✶✳ ❙❚❘❯❈❚❯❘❊❙ ❉❊ P❖■◆❚❊❯❘❙ ✾✼
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
pϕy(0) = {0}
xϕq(0) = {0}
pϕy(i+ 1) = {i+ 1} ∪ xϕq(i)
xϕq(i) = {i} ∪ pϕy(ϕ(i))
❇✐❡♥ sûr✱ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ❞❡ P ✲✈✉❡ ❡t ❞✬O✲✈✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t r❡tr♦✉✈é❡s
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
pϕq(i) =
{
pϕy(i) s✐ i ❡st ✐♠♣❛✐r
xϕq(i) s✐ i ❡st ♣❛✐r
xϕy(i) =
{
pϕy(i) s✐ i ❡st ♣❛✐r
xϕq(i) s✐ i ❡st ✐♠♣❛✐r
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❧✉✐ ♣ré❢èr❡r♦♥s s♦✉✈❡♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
r❛✐s♦♥♥❡r ❛✈❡❝ ❧❡s ✈✉❡s s❛♥s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡ ❝❛s s❡❧♦♥ ❧❛ ♣♦❧❛r✐té ❞✉ ❝♦✉♣ ❝♦✉r❛♥t✳ ❈❡tt❡ s✐♠♣❧✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✹✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ϕ ❡st ✈✐s✐❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ ✿
∀i ∈ Dϕ, ϕ(i) ∈ pϕy(i)
❉❡ ♠ê♠❡✱ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ϕ ❡st ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿
∃N ∈ N, ∀i ≥ N, i ∈ Dϕ =⇒ ϕ(i) ∈ pϕy(i)
❙✐ ϕ ❡st ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡✱ ♦♥ ❞és✐❣♥❡r❛ ❧✬❡♥t✐❡r N à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ❡❧❧❡ ❡st ✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r s♦♥
✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ✈✐s✐❜✐❧✐té✳
Pr♦❢♦♥❞❡✉r✳ ❯♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ❡st ❧❡✉r ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs à ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✜♥✐❡ ❜é♥é✜❝✐❡r♦♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣r♦♣r✐é✲
tés ✐♥tér❡ss❛♥t❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✺✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✳ ▲❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ϕ ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛
♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❡①tr❛✐r❡✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿
pϕ(0) = 0
pϕ(i) = 1 + pϕ(ϕ(i))
prof(ϕ) = sup
i∈Dϕ
pϕ(i)
❙✐ prof(ϕ) = +∞✱ ♦♥ ❞✐r❛ q✉❡ ϕ ❡st à ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✐♥✜♥✐❡✳
❋♦✉r❝❤❡s ❝♦♥s❝✐❡♥t❡s ❡t ♠é♠♦✐r❡✳ ❘❡str❡✐♥❞r❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❡st ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♦✉ ❢♦✉r❝❤❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✻✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✳ ❯♥❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❞❛♥s ϕ ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ψ =
(ψ0, (ϕi)i∈I) ♦ù I ❡st ✉♥ s❡❣♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ N∗✱ ♦ù ✿
✕ ∀i ∈ I, i ∈ Dϕ✱
✾✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ P❖■◆❚❊❯❘❙ ❊❚ ◆❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆
✕ ∀i ∈ I, ϕ(ψi) = ψ0✳
▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦✉r❝❤❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ I✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✼✳ ❙♦✐t ϕ ∈ Ptr✱ s♦✐t ψ = (ψ0, (ψi)i∈I) ✉♥❡ ❢♦✉r❝❤❡ s✉r ψ✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❛
❢♦✉r❝❤❡ ψ ❡st ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿
∀i ≤ j ∈ I, i ∈ pϕy(j)
▲❛ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ϕ ❡st ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ✭❞❛♥s N∪ {∞}✮ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s k t❡❧ q✉❡ ϕ ❛❞♠❡t
✉♥❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ k✳ ❆✐♥s✐✱ ϕ ❡st à ♠é♠♦✐r❡ ✜♥✐❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡
❞❡ ϕ ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✳
❊①❡♠♣❧❡s✳ ■❧❧✉str♦♥s ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣❛r ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ str✉❝✲
t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ δ = λx.xx ❡t ❧✉✐✲♠ê♠❡✱
r❡♣rés❡♥té❡ ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳ ❙❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❡st ✐♥✜♥✐❡✱ ✐❧ s✉✣t ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ✐♥✜♥✐❡
❡①tér✐❡✉r❡ ♣♦✉r s✬❡♥ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ✉♥ ❡①❛♠❡♥ ❞❡s ✈✉❡s ❞❡ δ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r
q✉❡ s❛ ♠é♠♦✐r❡ ❡st 2✱ ❞♦♥❝ ✜♥✐❡✳ P❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ❞♦♥t ❧❡ ❞é❜✉t ❡st
r❡♣rés❡♥té ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ❡st à ♣r♦❢♦♥❞❡✉r 2 ❞♦♥❝ ✜♥✐❡✱ ♠❛✐s à ♠é♠♦✐r❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ❊❧❧❡ ❛ ♠ê♠❡ ✉♥❡
❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ❯♥❡ ❞❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡ ✈♦✐r ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st
q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦ss✐❜❧❡s ✿ t♦✉t❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡
♣♦✐♥t❡✉rs ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥✜♥✐❡ ❛✉r❛ s♦✐t ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✐♥✜♥✐❡✱ s♦✐t ✉♥❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡
✐♥✜♥✐❡✳
❖r❞r❡ ✈✐s✉❡❧✳ ❙✐ ϕ ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✱ ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡
✈✐s✐❜✐❧✐té s✉r Dϕ ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✽✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬♦r❞r❡ ✈✐s✉❡❧ s✉r Dϕ ♣❛r ✿
i 4ϕ j ⇔ (j ∈ pϕy(i) ∧ i ≡2 j)
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ str✐❝t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
i ≺ϕ j ⇔ (i 4ϕ j ∧ i 6= j)
▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ϕ s❡r❛ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡t ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s s❡r♦♥t ❥✉st❡ ♥♦té❡s 4 ❡t ≺✳
❈❡t ♦r❞r❡ ✈✐s✉❡❧ ✭♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r ❥✉st❡ ❡♥ ❞❡ss♦✉s q✉✬✐❧ ❞é✜♥✐t ❜✐❡♥ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡✮ ❡st
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡s ✈✉❡s ✿
▲❡♠♠❡ ✹✳✶✳✶✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✱ ❡t i, j ∈ Dϕ✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés
s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✭✶✮ j ∈ pϕy(i) ∧ j ≡2 i =⇒ pϕy(j) ⊆ pϕy(i)
✭✷✮ j ∈ pϕy(i) ∧ j 6≡2 i =⇒ xϕq(j) ⊆ pϕy(i)
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r i−j✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♥♦t❡ q✉❡ i−j
❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣♦s✐t✐❢✱ ♣✉✐sq✉❡ i ∈ pϕy(j)✳ Pr❡♠✐❡r ❝❛s✱ s✐ i− j = 0✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱
♦♥ ❛ i = j ❞♦♥❝ i ≡2 j ❡t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t pϕy(i) = pϕy(j)✳ ❙❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ i− j = 1✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ❛
i 6≡2 j✱ pϕy(i) = {i} ∪ xϕq(j) ❡t ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ (2)✳ ❙✐♥♦♥✱
pϕy(i) = {i, i− 1} ∪ pϕy(ϕ(i− 1))
✹✳✶✳ ❙❚❘❯❈❚❯❘❊❙ ❉❊ P❖■◆❚❊❯❘❙ ✾✾
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❋✐❣✳ ✹✳✸ ✕ ▲❡ ❞é❜✉t ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✐♥✜♥✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ ✜♥✐❡ ♠❛✐s ✉♥❡
♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✐♥✜♥✐❡ ✿ ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡ δδ✳
✶✵✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ P❖■◆❚❊❯❘❙ ❊❚ ◆❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆
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❋✐❣✳ ✹✳✹ ✕ ▲❡ ❞é❜✉t ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ à ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✜♥✐❡ ♠❛✐s à ♠é♠♦✐r❡ ✐♥✜♥✐❡ ✿ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
Y ❝♦♥tr❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té✳
■❝✐✱ ♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t j ∈ pϕy(ϕ(i − 1))✱ ❡t j ≡2 ϕ(i − 1) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
i ≡2 j✳ ▼❛✐s ϕ(i − 1) − j < i − j ♣✉✐sq✉❡ ϕ(i − 1) < i✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❛
❛❧♦rs pϕy(j) ⊆ pϕy(ϕ(i − 1)) s✐ j ≡2 ϕ(i − 1) ❡t xϕq(j) ⊆ pϕy(ϕ(i − 1)) s✐♥♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ♣❛r
tr❛♥s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t q✉❡ pϕy(ϕ(i− 1)) ⊆ pϕy(i)✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✶✳✷✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✱ ❛❧♦rs 4 ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ s✉r Dϕ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❚r♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s à ✈ér✐✜❡r ✿
✕ ❘❡✢❡①✐✈✐té✳ ❙♦✐t i ∈ Dϕ✳ ❙✐ i = 0✱ pϕy(i) = {0} ❡t 0 ∈ pϕy(0)✳ ❙✐♥♦♥ pϕy(i) = {i}∪xϕq(i−1)
❡t i ∈ pϕy(i)✳
✕ ❆♥t✐s②♠étr✐❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ s✐ j ∈ pϕy(i)✱ ❛❧♦rs j ≤ i ✭♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡ ✉s✉❡❧ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs✮✳
❉♦♥❝ s✐ i 4 j ❡t j 4 i✱ ♦♥ ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t j ≤ i ❡t i ≤ j✱ ❞♦♥❝ i = j✳
✕ ❚r❛♥s✐t✐✈✐té✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✶✳✶✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✶✳✸✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✈✐s✐❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ N ∈ N✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t
i ∈ Dϕ t❡❧ q✉❡ i ≥ N ✱ s✐ ϕ(i) 6= 0 ♦♥ ❛ i ≺ ϕ2(i)✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ ϕ ❡st ✈✐s✐❜❧❡ ❛♣rès N ✱ ♦♥ ❛ ϕ(i) ∈ pϕy(i) ❡t ❝♦♠♠❡ ϕ(i) 6≡2 i ♦♥
❡♥ ❞é❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✶✳✶ q✉❡ xϕq(ϕ(i)) ⊆ pϕy(i)✳ ❖r✱ ♦♥ ❛ xϕq(ϕ(i)) = {ϕ(i), ϕ
2(i)} ∪
xϕq(ϕ
2(i) − 1) ❞♦♥❝ ϕ2(i) ∈ xϕq(ϕ(i)) ⊆ pϕy(i)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ϕ
2(i) ≡2 i ❡t ϕ2(i) 6= i
♣✉✐sq✉❡ ϕ(i) 6= 0 ❡t ♣❛r ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✱ ❞♦♥❝ i ≺ ϕ2(i)✳
▲✬✐♥térêt ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ✈✐s✉❡❧ ❡st q✉❡ s❡s ♣r♦♣r✐étés ✭♦✉ ♣❧✉tôt✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ str✐❝t
≺✮ ❡①♣r✐♠❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥❝✐s❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❡t ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡
♣♦✐♥t❡✉rs ϕ✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣ré❝✐s❡ ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✾✳ ❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ϕ ❡st ❜♦r♥é❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♣r♦✲
♣r✐étés éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ✿
✹✳✶✳ ❙❚❘❯❈❚❯❘❊❙ ❉❊ P❖■◆❚❊❯❘❙ ✶✵✶
✭✶✮ ∃M ∈ N, ∀i ∈ Dϕ, |pϕy(i)| ≤M ✱
✭✷✮ ∃M ∈ N, n1 ≻ n2 ≻ · · · ≻ np ⇒ p ≤M ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ (1)⇔ (2) ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✹✳ ❋✐①♦♥s ϕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❞❡✉①
♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳
✭✶✮ ϕ ❡st ❜♦r♥é❡✳
✭✷✮ ϕ ❡st à ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✜♥✐❡ ❡t à ♠é♠♦✐r❡ ✜♥✐❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ (1)⇒ (2)✳ ❙♦✐t M ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✈✉❡s ❞❡ ϕ✳ ❆❧♦rs ✿
✕ ❉é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs x0 ← x1 ← x2 ← · · · ← xn ❞❛♥s
ϕ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t n + 1✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❝❤❛î♥❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ϕ ❡st ✈✐s✐❜❧❡ ❛✉ ❞❡❧à ❞❡ x0✳
▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ t❡❧❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ❞❛♥s ϕ ❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r M ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛
xi ∈ pϕy(xn) ♣♦✉r t♦✉t 0 ≤ i ≤ n✳ ❙✐ i ≡2 n✱ ♦♥ ❧❡ s❛✐t ♣❛r ✐tér❛t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✶✳✸✳
❙✐♥♦♥✱ ♦♥ ✐tèr❡ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✶✳✸ ❥✉sq✉✬à xi+1✱ ♣✉✐s ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ♣❛r ✈✐s✐❜✐❧✐té ❡t ♣❛r ❧❡
▲❡♠♠❡ ✹✳✶✳✶✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ t♦✉t❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ❞❛♥s ϕ ✈♦✐t s❛ t❛✐❧❧❡ ❜♦r♥é❡ ♣❛r
M + N ✱ ♦ù N ❡st ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ✈✐s✐❜✐❧✐té ❞❡ ϕ ✿ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ à ♣❛rt✐r
❞❡ xN à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ϕ s❡r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ xi+1 > xi ♣♦✉r t♦✉t i✳ ❊♥
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ϕ ❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r M +N ✳
✕ ▲❛ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ϕ ❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r M ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ é❧é♠❡♥t ❞❡
❧❛ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✈♦✐t t♦✉s ❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ s❛ t❛✐❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞é♣❛ss❡r M ✳
(2) ⇒ (1)✳ ❙♦✐t d ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ϕ ❡t m s❛ ♠é♠♦✐r❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s i ∈ Dϕ✱ ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
pϕy(i)✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❡✉t✲êtr❡ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛r❜r❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡s ♣♦✐♥t❡✉rs
❡♥❝♦❞és ❞❛♥s ϕ✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡t ❛r❜r❡✱ ❧❡s s❡✉❧s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❞❡❣ré s✉♣ér✐❡✉r à
1 s♦♥t ❞❡ ♣❛r✐té ♦♣♣♦sé❡ à i✳ ❈✬❡st ❝❧❛✐r ♣❛r❝❡ q✉❡ s✐ ♦♥ ❛ j 6≡2 i ❛✈❡❝ j ∈ pϕy(i)✱ ❛❧♦rs
{ϕ(j) + 1, . . . , j − 1} ∩ pϕy(i) = ∅✱ ❞♦♥❝ s✐ ♦♥ ❛ j1 ❡t j2 ❛✈❡❝ j1 ≡2 j2 6≡2 i ❡t ϕ(j1) = ϕ(j2)✱
❛❧♦rs s✐ ❧✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❡st ❞❛♥s pϕy(i)✱ ❧✬❛✉tr❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ② êtr❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❤❛q✉❡
s♦♠♠❡t ❞❡ ❞❡❣ré p ≥ 2 ❞❛♥s pϕy(i) ❡st ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ ♣♦❧❛r✐té ♦♣♣♦sé❡ à i✱ ❞♦♥❝ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉✱
♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ pϕy(i)✱ à ✉♥❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ p ❞❛♥s ϕ✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ pϕy(i)
❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❞❡❣ré ♠❛①✐♠❛❧ m ❡t ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ d✱ ❞✬♦ù ✿
|pϕy(i)| ≤
md+1 − 1
m− 1
▲❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❝✐✲❞❡ss✉s s❡r♦♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ s✉r
❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✳ ▲✬✐♥tér❡t ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✹ ❛♣♣❛r❛✐t
q✉❛♥❞ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❧é❣❛❧❡s s✉r ✉♥❡ ❛rè♥❡ ✜♥✐❡✱ ❞♦♥❝ à ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❜♦r♥é❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❡s ✈✉❡s s❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❡♥ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❢♦✉r❝❤❡s ❝♦♥s❝✐❡♥t❡s✳
❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s ✐♥t✉✐t✐✈❡✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ très ♣ré❝✐sé♠❡♥t à ♠❡ttr❡
✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✉t♦r✐sé❡s✳
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
✜♥✐t✉❞❡ ♦✉ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✹ s❡r♦♥t ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❡♥ ❞❡s ❤②♣♦✲
t❤ès❡s ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❢♦♥❞❛✐s♦♥✳ ❱♦✐❝✐ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳ ❈❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣❡r♠❡ttr♦♥t
❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✹ ❛❞❛♣té❡ à ❝❡ ❝❛s ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é✳
✶✵✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ P❖■◆❚❊❯❘❙ ❊❚ ◆❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆
◦ • ◦ • ◦ • ◦ • ◦ • ◦ • ◦ • ◦ • ◦ • ◦
❋✐❣✳ ✹✳✺ ✕ ❉❡✉① ❢♦✉r❝❤❡s ❝♦♥s❝✐❡♥t❡s ✐♥✜♥✐❡s ♦♣♣♦sé❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✵✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ϕ ❡st à ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❜✐❡♥
❢♦♥❞é❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ϕ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✐♥✜♥✐❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✬✐❧ ♥✬② ❛
♣❛s ❞❡ s✉✐t❡ (xn)n∈N ∈ DNϕ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N∗✱ ♦♥ ❛✐t ϕ(xi+1) = xi✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ϕ ❡st à
♠é♠♦✐r❡ ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ϕ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✺✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿
✭✶✮ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ≺ϕ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡✱
✭✷✮ ϕ ❡st à ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❡t ♠é♠♦✐r❡ ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡s✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▼ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✹✱ ♠❛✐s ♣❛r ❝♦♥tr❛♣♦sé❡✳
❚♦✉t❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✐♥✜♥✐❡ ♦✉ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ à
(1)✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ✐♥✜♥✐❡ (xn)n∈N ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ✐♥✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱
❧❡q✉❡❧ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❑ö♥✐❣ s♦✐t ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥✜♥✐ ✭✐✳❡✳ ✉♥❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡
✐♥✜♥✐❡✮ s♦✐t ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ✐♥✜♥✐❡ ✭✐✳❡✳ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✐♥✜♥✐❡✮✳
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛ ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✱ ❝❡tt❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥✬❛ ❞✬✐♥térêt q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛rè♥❡s
✐♥✜♥✐❡s✱ ♦✉ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ✐♥✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛rè♥❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♣❧❛ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛
♣r♦✉✈❡r q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✈✐s✐❜❧❡ ♦✉ ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛rè♥❡ ✜♥✐❡ ❡st ❜♦r♥é❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡✲
♠❡♥t s✐ s❛ r❡❧❛t✐♦♥ ≺ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛rè♥❡s ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡✱ ❝❡tt❡
éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ r❛♠❡♥❡r ❧❡s ♣❛rt✐❡s ✐♥✜♥✐❡s à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡
✐♥✜♥✐❡ ✿ ✐❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❞❡ t❡❧s ♣❤é♥♦♠è♥❡s s♦♥t à ❜❛♥♥✐r s✐ ♦♥ ✈❡✉t ♣rés❡r✈❡r ❧❛ ✜♥✐t✉❞❡
❞❡s ♣❛rt✐❡s✳ ❈❡s ❢♦✉r❝❤❡s ❝♦♥s❝✐❡♥t❡s s❡r♦♥t ❛✉ ❝÷✉r ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡s✱ ❧❛
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ str❛té❣✐❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t✳
❋♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡s ♦♣♣♦sé❡s✳ ➚ ♣r♦♣♦s ❞❡s ❢♦✉r❝❤❡s ❝♦♥s❝✐❡♥t❡s ✐♥✜♥✐❡s✱ ♦♥ s❡r❛✐t t❡♥tés
❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ ϕ ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡✱
❛❧♦rs t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦✉r❝❤❡s ❝♦♥s❝✐❡♥t❡s ✐♥✜♥✐❡s ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦❧❛r✐té ❞❛♥s ϕ✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱
✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❏♦✉❡✉r ❡t ❖♣♣♦s❛♥t ❛✐❡♥t ❝❤❛❝✉♥ ✉♥❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ❈❡tt❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛✐t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✱ ❝❛r ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦✉♣ ❞❡ ❧❛ ❢♦✉r❝❤❡ ♣♦✉r ❏♦✉❡✉r ✓r❡♠❡t
❧❡s ✈✉❡s à ③ér♦✔ ♣♦✉r ❖♣♣♦s❛♥t✱ ❡t ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳ ❊❧❧❡ s✬❛✈èr❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❢❛✉ss❡✱ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺
r❡♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① ❢♦✉r❝❤❡s ❝♦♥s❝✐❡♥t❡s ✐♥✜♥✐❡s ♦♣♣♦sé❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ t♦✉t❡❢♦✐s s✉r ❝❡ ❝♦♥tr❡✲
❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ très ✈✐s✐❜❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✐♥✜♥✐❡ q✉✐ s❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s
❛❧❧❡r✲r❡t♦✉rs ❡♥tr❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦✉r❝❤❡ ❏♦✉❡✉r✱ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❢♦✉r❝❤❡ ❖♣♣♦s❛♥t✳ ❖♥
✈❡rr❛ ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ q✉✬✐♥t❡r❞✐r❡ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs s✉✣t à ✐♥t❡r❞✐r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡
❢♦✉r❝❤❡s ❝♦♥s❝✐❡♥t❡s ✐♥✜♥✐❡s ♦♣♣♦sé❡s ✿ ✐❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ✉♥✐❝✐té ❞✉ ❝♦✉♣❛❜❧❡✳
✹✳✷✳ ❚❍➱❖❘➮▼❊❙ ❉❊ ❋■◆■❚❯❉❊ ✶✵✸
✹✳✷ ❚❤é♦rè♠❡s ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ✈❛ s❡ ❜❛s❡r s✉r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱
♦♥ ✈❛ é♥♦♥❝❡r ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡✱ rés✉❧t❛ts ❝❡♥tr❛✉① ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❖♥ ❡♥ ❞♦♥♥❡r❛
❡♥s✉✐t❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r❡✉✈❡s très ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❞♦♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ♠❡ttr❛ ❡♥ ❡①❡r❣✉❡ ✉♥ ❛s♣❡❝t ❞✐✛ér❡♥t
❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r❡✉✈❡ ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ ❝♦♠♠❡ ❞❡s tr❛❝❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ à ♣♦✐♥t❡✉rs✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✭♣❧✉s sé♠❛♥t✐q✉❡✮ ❧❡s ✈❡rr❛ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡
♦❜❥❡ts ❛❜str❛✐ts ❛♣♣❡❧❧és ❧❡s ❛❣❡♥ts✱ q✉✐ s♦♥t à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
str❛té❣✐❡s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣r❡✉✈❡ ♣rés❡♥té❡ ❛✉r❛ ✉♥ ❛s♣❡❝t ♣❧✉s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳
❖♥ ♣rés❡♥t❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉① ♣❛✐r❡s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✶ ✭❋✐♥✐t✉❞❡ ❢❛✐❜❧❡✮✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡ ❜♦r✲
♥é❡✱ ❛❧♦rs ϕ ❡st ✜♥✐❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❚r♦✐s ♣r❡✉✈❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✷✳✶✱ ✹✳✷✳✷ ❡t ✹✳✷✳✸✳
❈❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✣r❛ ❛✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s str❛té❣✐❡s
✐♥♥♦❝❡♥t❡s t♦t❛❧❡s ✜♥✐❡s s♦♥t st❛❜❧❡s ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ■❧ s✉✣t ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❣ér❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡s
str❛té❣✐❡s ❞✐t❡s ❜♦r♥é❡s ❀ ❝❡s str❛té❣✐❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈✉❡ ✐♥✜♥✐❡✱ ♠❛✐s
❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❡✉r ✈✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ str❛té❣✐❡ ❛❣✐ss❛♥t s✉r
❧✬❛rè♥❡ ♥❛t ✲❃ ❝♦♠ ✲❃ ❝♦♠✱ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❧❡t r❡❝ r❡♣❡❛t ♥ ❝ ❂
❧❡t ③ ❂ ♥ ✐♥
✐❢ ③ ❂ ✵ t❤❡♥ ✭✮ ❡❧s❡ ✭❝❀ r❡♣❡❛t ✭③✲✶✮ ❝✮
❆✉❝✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❡ ❝♦♥✈✐❡♥t ♣♦✉r ❜♦r♥❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ s❡s ✈✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ s♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❡st ❧✬❡♥t✐❡r
n✱ ❡❧❧❡ ✈❛ ❡①é❝✉t❡r n ❢♦✐s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ c✱ ❡t ❛ ❞♦♥❝ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ✈✉❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ n ♣♦✉r
t♦✉t ❡♥t✐❡r n✳ ❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥❞r❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡
❛♣♣❡❧❧é❡s str❛té❣✐❡s ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡s✳ ❖♥ ❛✉r❛ ♣♦✉r ❝❡s str❛té❣✐❡s ❛✉ss✐ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ t♦t❛❧✐té ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♠❛✐s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♥tr❡r ♦♥ ❛✉r❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣❧✉s ❢♦rt❡
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✷ ✭❋✐♥✐t✉❞❡ ❢♦rt❡✮✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡ t❡❧❧❡
q✉❡ ≺ϕ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡✳ ❆❧♦rs ϕ ❡st ✜♥✐❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✳
✹✳✷✳✶ P❆▼ ✐♥✈❡rsé❡ ❡t ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ ♣❡✉t s❡ s❡r✈✐r ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ à
♣♦✐♥t❡✉rs ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ ❢❛✐❜❧❡✳
▲✬✐❞é❡ ❡st q✉✬à ❝❤❛q✉❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ϕ ♦♥ ✈❛ ❛ss♦❝✐❡r ❞❡✉① ❛r❜r❡s ❞❡ ❇ö❤♠ ✉♥❛✐r❡s
U ❡t V ✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ϕ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ séq✉❡♥❝❡ (pi) ❞✬✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ P❆▼ s✉r UV ✳ ▲✬✐❞é❡
❡st ❛❧♦rs q✉❡ ♣❛r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ P❆▼✱ ϕ ❞é❝r✐t ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡
têt❡ ❞✐r✐❣é❡ ❞❡ UV ✱ ❡t ♣✉✐sq✉❡ UV ❡st ❜✐❡♥ t②♣é ϕ ❞♦✐t êtr❡ ✜♥✐❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳ ❙♦✐t U ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❇ö❤♠ ✉♥❛✐r❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞é✜♥✐ ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✳ ❙✐ T ❡st
✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ U ✱ ♦♥ ♥♦t❡ var(T ) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ T ✱ ❛✈❡❝
❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ T ✳ ❙♦✐t x ∈ var(T ) ❞❡ t②♣❡ ❛✉ ♠♦✐♥s
2✳ ▲✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡ U à T ♣❛r x✱ ♥♦té❡ exp(U, T, x)✱ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❝❛s s✉r T ✿
✶✵✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ P❖■◆❚❊❯❘❙ ❊❚ ◆❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆
✕ ❙✐ T = λy.z✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ T ♣❛r λy.x(λz.z) ✭♦ù z ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r❛✐❝❤❡✮✳
✕ ❙✐ T = λy.
⊕
i∈I hiMi ❛✈❡❝ ❧✬✉♥ ❞❡s hi ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ x✱ ♦♥ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ r✐❡♥✳
✕ ❙✐♥♦♥ ❝✬❡st q✉✬❛✉❝✉♥ hi ♥✬❡st ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ x✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ T ♣❛r
λy.(
⊕
i∈I
hiMi) + (xz)
❈❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣rés❡r✈❡ ❞❡ t②♣❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❇ö❤♠✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ s❡s s♦✉s✲
t❡r♠❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✈✐s✐❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✜♥✐❡ d✳ ❯♥ ét❛t ❞❡
❧❛ P❆▼ ✐♥✈❡rsé❡ s✉r ϕ ❝♦♠♣r❡♥❞r❛ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❉❡✉① ❛r❜r❡s ❞❡ ❇ö❤♠ ✉♥❛✐r❡s Γ ⊢ Un : d+ 2 ❡t Γ ⊢ Vn : d+ 1✱
✕ ❯♥ ét❛t ❞❡ P❆▼ (h1, A1, p1), . . . , (hn, An, pn) s✉r UnVn t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i ≤ n✱
pi = ϕ(i)✳ ▲❡s Ai ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬❛r❣✉♠❡♥t✱ ❞♦♥❝ ♣❛r ♣r♦♣r✐été
❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ❇ö❤♠ ✉♥❛✐r❡s ✐❧s ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t t♦✉s ♣❛r ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✳
❈❡s ❞♦♥♥é❡s ❞♦✐✈❡♥t ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ t②♣❛❣❡ ✿ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ Ai ❞♦✐t êtr❡ d− di+1✱
♦ù s ❡st ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ϕ ❡t di ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✉ ❝♦✉♣ i ❞❛♥s ϕ✳
▲✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ P❆▼ ✐♥✈❡rsé❡ s❡r♦♥t très ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛
P❆▼ ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❡✉①✱ ♣rés❡♥té❡s à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❙✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡
✜①❡r ❧❡s t❡r♠❡s ❡t ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✱ ♦♥ ✜①❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞❡
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ sé♠❛♥t✐q✉❡✱ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ré❝✉♣ér❡r U ♣❛r
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞é✜♥✐ss❛❜✐❧✐té à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s P ✲✈✉❡s ❞❡ ϕ✱ ❡t V ❞❡ ❧❛
♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡s O✲✈✉❡s ❞❡ ϕ✳
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❘P❆▼✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✈✐s✐❜❧❡✱ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
RPAM s✉r ϕ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
✕ U1 = λx.x0z0✱ V1 = (λy.y0z1)✳
✕ h1 = x0✱ A1 = (λy.y0z1) ❡t p1 = 0✳
❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❘P❆▼✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬♦♥ ❛✐t ✉♥ ét❛t Un, Vn ❡t (h1, A1, p1), . . . , (hn, An, pn)
❞❡ ❧❛ ❘P❆▼ s✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ϕ✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬ét❛t à n+1 ♣❛r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✶✳ ❙✐ ϕ(n+ 1) = ⊥✱ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ s✬❛rrêt❡✳
✷✳ ❙✐♥♦♥✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ Aϕ(n+1)✱ s♦✐t x ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ ② ❡st ❛❜str❛✐t❡✳ ❉❡✉① ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s ✿
❛✳ ❙✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ xi ❞❡ x ❞❛♥s hoc(An)✱ ♦♥ ♣♦s❡ hn+1 = xi✱ An+1 =
arg(hϕ(n+1)) ❡t pn+1 = ϕ(n + 1)✳ U ❡t V s♦♥t ✐♥❝❤❛♥❣és✳ ❈❡ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t ✈ér✐✜❡
❜✐❡♥ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ t②♣❛❣❡✱ ♣✉✐sq✉❡ hϕ(n+1) ❡st ❧✐é ♣❛r Aϕ2(n+1)✱ ❧❡q✉❡❧ ❡st ❞❡ t②♣❡
d − dϕ2(n+1) + 1 ♣❛r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ t②♣❛❣❡✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t An+1 ❞❡
hϕ(n+1) ❡st ❞❡ t②♣❡ d− dϕ2(n+1) + 1− 2✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ é❣❛❧ à d− dn+1 + 1✳
❜✳ ❙✐♥♦♥✱ s✉♣♣♦s♦♥s ✭s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✮ q✉❡ An ❡st ❞❛♥s Un✳ ❖♥ ♣♦s❡ Un+1 =
exp(Un, An, x) ❡t Vn+1 = Vn✳ ❖♥ ❛❞❛♣t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s Ai✹✳
❆✐♥s✐✱ (h1, A1, p1), . . . , (hn, An, pn) r❡st❡ ✉♥ ét❛t ❝♦rr❡❝t ❞❡ ❧❛ P❆▼ s✉r Un+1Vn+1✳ ▲❡
❝❛s ✭❛✮ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs s❛♥s ♣r♦❜❧è♠❡✳
✹❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s Ai s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❞❡s ♣♦✐♥t❡✉rs ✈❡rs ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❡ UnVn✱ ❞❡
s♦rt❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡st ❡♥ ❢❛✐t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬② ❢❛✐r❡ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥✳
✹✳✷✳ ❚❍➱❖❘➮▼❊❙ ❉❊ ❋■◆■❚❯❉❊ ✶✵✺
❚❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❝❧é ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st q✉❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ♣❧✉s✐❡✉rs
❝♦♥❞✐t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à ❧✬❛rrêt ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉✬❡❧❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡
❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st é✈✐❞❡♥t❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ✜♥✐t✉❞❡ ❞❡ ϕ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣r♦❣r❡ss❡ ❞✬✉♥❡
ét❛♣❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ❞❛♥s Dϕ ❡t ♦♥ s✬❛rrêt❡ ❞ès q✉✬♦♥ tr♦✉✈❡ i ∈ N t❡❧ q✉❡ ϕ(i) = ⊥✳ ❱♦✐❝✐ ❧❛
s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✈✐s✐❜❧❡✱ ❧❛ ❘P❆▼ s✉r ϕ s✬❛rrêt❡ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ♥✬❡st ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ N ❛✉ ❞❡❧à ❞✉q✉❡❧ ❧❡ ❝❛s ✭✷❜✮ ♥✬❡st ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ ✭✷❜✮ ♥✬❡st ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé✱ ♦♥ ❛ Un = UN ❡t Vn = VN ♣♦✉r t♦✉t n ≥ N ✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ❡♥tr❡t✐❡♥t ❛ ✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ P❆▼ s✉r UNVN ✱ ❡t ♣❛r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ P❆▼
✭❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✹✮✱ ❝❡tt❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❞é❝r✐t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ❞❡ UNVN ✳
▼❛✐s ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ♥♦r♠❛❧✐s❡ ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ s✬❛rrêt❡✳
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ s✬❛rrêt❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❡①♣❛♥s✐♦♥ s✬❛rrêt❡ ❛✉ss✐✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✹✳ ▲❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭✷❜✮ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❢♦✐s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ϕ ❡st
❜♦r♥é❡ ✭ ✐✳❡✳ ❛ ❞❡s ✈✉❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❜♦r♥é❡✮✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♠♦♥tr❡r ❧❡ s❡♥s ❞✐r❡❝t✱ ♣❛r ❝♦♥tr❛♣♦sé❡ ✿ s✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝
q✉❡ ϕ ❡st ♥♦♥ ❜♦r♥é❡✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❡♥ ❢❛✐t q✉✬❛ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ i ♦ù ♦♥ r❡♥❝♦♥tr❡ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡
✈✉❡ ❥❛♠❛✐s ♦❜t❡♥✉❡ ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭✷❜✮✳ ❈✬❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡
✸✳✸✳✷ ✿ s✐ hi ❡st ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ têt❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s Aj ♣♦✉r j ∈ pϕy(i)∧ j 6≡2 i ❡st ❧❛ ❝❤❛î♥❡
❞❡ s✉r✲t❡r♠❡s ❞❡ hi✳ ❙✐ ❧❛ ✈✉❡ ❛tt❡✐♥t ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❥❛♠❛✐s ❛tt❡✐♥t❡ ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✱ ❝✬❡st ❞♦♥❝ q✉❡
❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ s✉r✲t❡r♠❡s ❛tt❡✐♥t ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❥❛♠❛✐s ❛tt❡✐♥t❡✱ ❞♦♥❝ q✉✬♦♥ ✈✐❡♥t ❞✬❡①♣❛♥s❡r ❧❡
t❡r♠❡✳
▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ré❝✐♣r♦q✉❡✱ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ♣❛r ❝♦♥tr❛♣♦sé❡✳ ❙✉♣♣♦✲
s♦♥s q✉❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭✷❜✮ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ ❢♦✐s✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝✬❡st à ❞❡s
✐♥❞✐❝❡s i0, i1, . . . ✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s
hi0 , hi1 , . . . ✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ❧❛ ✈✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ s✉r✲t❡r♠❡s ♣❛r ❧❡
▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✷✳ ▼❛✐s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t✱ ❧❡s hik ❛❞♠❡tt❡♥t ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ s✉r✲t❡r♠❡s ♥♦♥ ❜♦r♥é❡s
♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s s♦♥t t♦✉t❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡t q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❇ö❤♠ ✉♥❛✐r❡✱ ❧❡s ✉♥✐q✉❡s ❜r❛♥✲
❝❤❡♠❡♥ts ✭✐✳❡✳ ❧❡s s♦♠♠❡s ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✮ ♦♥t ✉♥❡ ❛r✐té ✜♥✐❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ s✉✐t❡
|pϕy(i0)|, |pϕy(i1)|, . . . ❡st ♥♦♥ ❜♦r♥é❡ ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❞é♠♦♥tré✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✷✳✺ ✭❋✐♥✐t✉❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ✈✐s✐❜❧❡✮✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✈✐s✐❜❧❡ ❜♦r♥é❡✱
❛❧♦rs ϕ ❡st ✜♥✐❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ ϕ ❡st ❜♦r♥é❡ ❡t ✈✐s✐❜❧❡✱ ❧❛ ❘P❆▼ ♥✬✉t✐❧✐s❡ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❢♦✐s ❧❛
tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭✷❜✮ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✹✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ϕ ❡st ✜♥✐❡ ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✳
❖♥ ✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r
♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤♦s❡s à s♦♥ s✉❥❡t✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡ s❡
r❡str❡✐♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✈✐s✐❜❧❡s✱ ❡t ♥♦♥ ♣❛s ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡s✳ ❈❡ ♥✬❡st
♣❛s ✉♥ ❣r♦s ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦t❛❧✐té ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♣❡✉✈❡♥t s❡ ❢❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛s ✈✐s✐❜❧❡ ✭♠ê♠❡ s✐ ❝❡❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥ ♣❡✉ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡♥ ♣❧✉s✮✱ ❡t
q✉❡ ❞❡ t♦✉t❡ ❢❛ç♦♥ ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥❡s ♣r❡✉✈❡s ❞é♠♦♥tr❡r♦♥t ❧❡ ❝❛s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✳
■❧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐♥✈❡rsé❡ ❢❛✐t ♣❧✉s q✉❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡
❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ❡❧❧❡ ét❛❜❧✐t ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ très ❢♦rt❡ ❡♥tr❡
✶✵✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ P❖■◆❚❊❯❘❙ ❊❚ ◆❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ à ♣♦✐♥t❡✉rs s✉r ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s
❞❡ ❥❡✉①✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s t②♣és✳ ■❧
❡st ♥♦t❛❜❧❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s❡ ❢❛✐t s❛♥s ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ s♦✉❧✐❣♥❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥
très ♣ré❝✐s❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①✳
❖♥ ♣❡✉t q✉❡❧q✉❡ ♣❡✉ r❡❣r❡tt❡r ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❛✉① ❛r❣✉♠❡♥ts s②♥t❛①✐q✉❡s ❞❡
♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ ét❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts sé♠❛♥t✐q✉❡s
♣♦✉r ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦t❛❧✐té ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥ ❛✐♠❡r❛✐t ❡♥ ❛✈♦✐r ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ♣❧✉s
❧é❣èr❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s❛♥s r❡❝♦✉rs à ❧❛ s②♥t❛①❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r❛ ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ♣❧✉s sé♠❛♥t✐q✉❡✱ ♣❛r ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✱ q✉✐ ❡st ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s s✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✐♥❞✐r❡❝t❡ ♣rés❡♥té❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ✿ ♦♥ r❡♠❡t ❡♥ s❝è♥❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t
❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s
❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
✹✳✷✳✷ ❆❣❡♥ts✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡t ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té
❉❡♣✉✐s ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ❛ ❞é❢❡♥❞✉ ❧❛ t❤ès❡ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡
♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛✐❡♥t q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡s t②♣❡s✱ ❡t ♣❛s ❞❡ ❧❡✉r str✉❝t✉r❡✳ ❈❡tt❡
✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❝❤♦s❡s ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ✿ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡s t②♣❡s s✐♠♣❧❡s ❛✉ ❝❛s
✉♥❛✐r❡✱ ♣✉✐s ❧✬❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t q✉✐ ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬♦✉❜❧✐ ❞❡s ❛rè♥❡s ❡t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛✉① str✉❝t✉r❡s ❞❡
♣♦✐♥t❡✉rs✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♣♦✉rs✉✐t ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ♦✉❜❧✐❛♥t ❝❡tt❡ ❢♦✐s
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❡t ❞❡s str❛té❣✐❡s ❡♥ ♥❡ ❣❛r❞❛♥t q✉❡ ❞❡s ❜♦r♥❡s s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❡✉rs
✈✉❡s✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ❛❧♦rs ✈♦✐r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡
❝❡s ❛❣❡♥ts s✐♠♣❧✐✜és✱ ❡t ❡♥ t✐r❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣r❡✉✈❡✱ ♣❧✉s ❞✐r❡❝t❡✱ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡✳
❯♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞✬✉♥ ❝r❛♥ s✉r ✉♥❡ str✉❝✲
t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❛♠è♥❡r❛ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡t ♣r✐♠✐t✐❢ ♥♦♥
♣❛s ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ❡♥ ❡❧❧❡s ♠ê♠❡s✱ ♠❛✐s ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (ϕ, i) ❛✈❡❝ ϕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡
♣♦✐♥t❡✉rs ❡t i ∈ Dϕ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ϕ ❞és✐❣♥é ❝♦♠♠❡ ♦r✐❣✐♥❡✳ ❚♦✉t ❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❢❛✐s❛♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❈✬❡st ❧❛ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡ sé♠❛♥t✐q✉❡
❞✉ ❢❛✐t q✉❡ s✐ ♦♥ ❡①❛♠✐♥❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① t❡r♠❡s ❝❧♦s M = λx.xM ′
❡t N ✱ ♦♥ ✈❛ ♦❜s❡r✈❡r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ✿
(λx.xM ′)N  LHR (λx.NM ′)N
❉♦♥❝✱ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s ❝❧♦s M ❡t N s❡ rés♦✉❞ s✉r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ N ❡t
M ′ ✖ ♠❛✐s M ′ ♥✬❡st ♣❧✉s ❝❧♦s✳ ▲à ♦ù ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡ ❡♥tr❡ M ❡t N ét❛✐t ✐♥t❡r♣rété❡ ♣❛r
✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ϕ✱ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡ ❡♥tr❡ N ❡t M ′ s❡r❛ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (ϕ, 1)✳ ❉❡
❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ s✐ ❧❡s t❡r♠❡s ❝❧♦s s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s ❡♥t✐❡rs✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡r❛ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞✬❛❣❡♥t ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❢❡r♠❡t✉r❡s✱ ❝♦♠♠❡ M ′x7→N ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳
❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ♥♦t✐♦♥s ✐♥s♣✐ré❡s ❞✉
❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦t✐♦♥s q✉✐ ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞✬é❝r✐r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡✳
❚②♣❡s✳ P❛s ❞❡ s✉r♣r✐s❡ ✐❝✐✱ ❧❡s t②♣❡s s❡r♦♥t t♦✉❥♦✉rs ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱
✉♥ t❡❧ ❡♥t✐❡r r❡♣rés❡♥t❡r❛ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧✬❛rè♥❡ ❛♠❜✐❛♥t❡✳
❚❡r♠❡s ❝❧♦s✳ ❈♦♠♠❡ ❛♥♥♦♥❝é ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❧❡s t❡r♠❡s ❝❧♦s s❡r♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳
❉❡✉① ❡♥t✐❡rs n ❡t p ✈♦♥t ❛❞♠❡ttr❡ ❝♦♠♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t♦✉t❡s ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ❞♦♥t
❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡ P ✲✈✉❡s✴O✲✈✉❡s s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ n ❡t p✳
✹✳✷✳ ❚❍➱❖❘➮▼❊❙ ❉❊ ❋■◆■❚❯❉❊ ✶✵✼
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✳ ❯♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢❡r♠é❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs n ❡t p ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡
♣♦✐♥t❡✉rs ✈✐s✐❜❧❡ ϕ t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
∀i ∈ Dϕ, |pϕq(i)| ≤ n ∧ |xϕy(i)| ≤ p+ 1
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❢❡r♠é❡s ❡♥tr❡ n ❡t p s❡r❛ ♥♦té n ⋆ p✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❖♥ ❛ ✐❝✐ ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s P ✲✈✉❡s ❡t ❧❡s O✲✈✉❡s✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡
❞❡s P ✲✈✉❡s ❡st ❧✐♠✐té❡ à n✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s O✲✈✉❡s ❡st ❧✐♠✐té❡ à p + 1✳ P♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r
❝❡❧❛✱ ✐❧ ❢❛✉t ✐♠❛❣✐♥❡r q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ s❡ ❥♦✉❡ s✉r ✉♥❡ ❛rè♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ A⇒ o✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦✉♣
❡st ❞❛♥s ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ o t♦✉t à ❞r♦✐t❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡st s✉r A✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s P ✲✈✉❡s ❡♥❝♦❞❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ str❛té❣✐❡ s✉r A⇒ o✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s O✲✈✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞
♣❧✉tôt à ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ s✉r A✳ P♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡s O✲✈✉❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ é✈✐t❡r ❞❡ t❡♥✐r
❝♦♠♣t❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝♦✉♣ s✉r o✱ ❞✬♦ù ❧❛ ❜♦r♥❡ ❡♥ p+ 1✳
❈♦♥t❡①t❡s✳ ❈♦♠♠❡♥t r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① t❡r♠❡s ♦✉✈❡rts ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ❄
❈♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✱ ❝❡ s❡r❛ ❢❛✐t ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛r❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s (ϕ, i) ❡♥tr❡ ✉♥❡
str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ϕ ❡t ✉♥❡ ♦r✐❣✐♥❡ i ∈ Dϕ✳ ❙✐ ♦♥ ❛ ✉♥ ❝♦✉♣ j ≥ i ❧❡t q✉❡ ϕ(j) < i✱ ❝✬❡st
q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ❥♦✉❛♥t à j ❢❛✐t ✉♥ ❛♣♣❡❧ à ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳
❚❡r♠❡s ❣é♥ér❛❧✐sés✳ ■❧ ❡st ❞és♦r♠❛✐s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ♥♦tr❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡ à ❝❡tt❡
❢♦r♠❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ϕ ❡t ✉♥❡ ♦r✐❣✐♥❡
i ∈ Dϕ✳ ◗✉❡❧s s♦♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❞♦♥t ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à i ❄ P♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥✱
✐❧ ❢❛✉t ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✈✉❡s ❛tt❡r✐ss❛♥t s✉r i✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❧❡s ♦❜t❡♥✐r ❝♦♠♠❡
❧❡s t❛✐❧❧❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡ ✈✉❡s ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡s ❝♦✉♣s ❥✉st✐✜és ❤éré❞✐t❛✐r❡♠❡♥t ♣❛r i✱ ♠❛✐s
❝❡❧❛ ❡①✐❣❡r❛✐t ❞❡ ❞é✜♥✐r ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❛✉① s✉❝❝❡ss❡✉rs ❞❡ i✱ ❝❡ q✉✐
s✬❛✈èr❡ tr♦♣ ❧♦✉r❞ t❡❝❤♥✐q✉❡♠❡♥t✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ♦♥ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✹✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✱ ❡t s♦✐t i ∈ Dϕ✳ ▲❛ ✈✉❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡♣✉✐s
i✱ ♥♦té❡ pϕy(i)✱ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
pϕy(i) = max

 maxi ∈ pϕy(j)
i ≡2 j
|pϕy(j)| − |pϕy(i)|+ 1, max
i ∈ xϕq(j)
i 6≡2 j
|xϕq(j)| − |pϕy(i)|+ 1


❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❝♦✈✉❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡♣✉✐s i ♣❛r ✿
xϕq(i) = max

 maxi ∈ xϕq(j)
i ≡2 j
|xϕq(j)| − |xϕq(i)|+ 1, max
i ∈ pϕy(j)
i 6≡2 j
|pϕy(j)| − |xϕq(i)|+ 1


❋❡r♠❡t✉r❡s✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬❛✉ ❞❡ss✉s ♥❡ ❞é❝r✐t q✉❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❛❣❡♥ts ✐♥t❡r❛❣✐ss❛♥t
❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♦✉✈❡rt✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✮ Mσ✳ ▲❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞é❝r✐t ✭❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❇ö❤♠ ❞❡✮M ✱ ♠❛✐s ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞♦✐t s♣é❝✐✜❡r
✶✵✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ P❖■◆❚❊❯❘❙ ❊❚ ◆❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆
❛✉ss✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ M ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✳ ❉❛♥s
♥♦tr❡ ❝❛❞r❡✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♥♦s ❛❣❡♥ts ❞♦✐✈❡♥t ♣♦rt❡r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞❡ ❧❡✉r ❖♣♣♦s❛♥t ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡s ♣♦✐♥t❡♥t s✉r ✉♥ ❝♦✉♣ ❛♥tér✐❡✉r à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✺✳ ❯♥ ❛❣❡♥t ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r n ❡t ❞✬✉♥ k✲✉♣❧❡t ❞✬❛❣❡♥ts a1, . . . , ak✱
♥♦té n[a1, . . . , ak]✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡ ❝❛r ♦♥ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥❢r♦♥té ❛✉ ❝❛s
♦ù k = 0✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts s❡r❛ ♥♦té A✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❯♥❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛r❧❡r ❞❡
str❛té❣✐❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥ ❢♦r♠❡ β✲♥♦r♠❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ❛❣❡♥t n[a1, . . . , ak] ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♣r✐s
❝♦♠♠❡ ✉♥ t❡r♠❡ n ❛✈❡❝ k ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✱ ❡t ❛✈❡❝ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s a1, . . . , ak ✓❡♥ ❛tt❡♥t❡✔✳
❈✬❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❝❡tt❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ n[a1, . . . , ak]✱ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥
❝♦✉r❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ P❡✉t✲êtr❡ s❡r❛✐t✲✐❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s✬✐♥s♣✐r❡r ❞❡ ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣♦✉r
❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ❥❡✉① ♦ù ♦♥ sé♣❛r❡ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t ❝❡❧✉✐
❞❡ ♠❛sq✉❛❣❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✿ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t n[a1, . . . , ak] s❡r❛✐t ❛❧♦rs
♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t ❧❡ ♠❛sq✉❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛✐t à ❧❛ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✈❡rs ✉♥
❛r❜r❡ ❞❡ ❇ö❤♠✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡s ✐❞é❡s ❞❡✈r♦♥t ❛tt❡♥❞r❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ✉❧tér✐❡✉rs✳
■❧ r❡st❡ à ❞é✜♥✐r ❝♦♠♠❡♥t ❝❡s ❛❣❡♥ts ✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❛ ♠✐s❡
❡♥ ÷✉✈r❡ ❡st q✉❡❧q✉❡ ♣❡✉ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✿ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛❣❡♥ts a ❡t b ❡st
✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (ϕ, i) ♦ù ❧❡s ✈✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ i s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ a ❡t b✱ ❡t t❡❧ q✉❡
❧❡s ❛♣♣❡❧s ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ✓s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✔ ❞❡ a ❡t b✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✻✳ ❙♦✐t a = n[a1, . . . , ap] ✉♥ ❛❣❡♥t✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛❝❡s ❞❡ a✱ ♥♦té Tr(a)✱
❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (ϕ, i)✱ ❛✈❡❝ i ∈ Dϕ✱ t❡❧s q✉❡ ✿
✭✶✮ pϕy(i) ≤ n
✭✷✮ |{j ∈ xϕq(i) | (j ≡2 i) ∧ (j < i)}| = p✱ ♥♦t♦♥s {j1, . . . , jp} ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ré♦r❞♦♥♥é ♣❛r
<✳
✭✸✮ P♦✉r t♦✉t m ∈ {1, . . . , p}✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ ϕ−1(jm) t❡❧ q✉❡ x ≥ i✱ (ϕ, x) ∈ Tr(am)✳
✭✹✮ ϕ ❡st ✈✐s✐❜❧❡ ❛♣rès i✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✈✉❡s à i ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s n✳ ▲❛
s❡❝♦♥❞❡✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ❝♦♥tr❛✐♥t ❧❡s str✉❝t✉r❡s à ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡
t❛✐❧❧❡ q✉❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✭✐✳❡✳ ❧❛ ❧✐st❡ a1, . . . , ap✮ ❞❡ a✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ✐♠♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❛♣♣❡❧s
à ❝❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ r❡s♣❡❝t❡♥t ❜✐❡♥ ❧❡s ❛❣❡♥ts ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ a✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✼✳ ❙✐ a ❡t b s♦♥t ❞❡s ❛❣❡♥ts✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ a ⋆ b ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡
a ❡t b ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
a ⋆ b = {(ϕ, i) ∈ Ptr × N | (ϕ, i) ∈ Tr(a), ∀x ∈ ϕ−1(i), (ϕ, x) ∈ Tr(b)}
▲❡ ❧❡❝t❡✉r ♥♦t❡r❛ ❧❛ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ⋆✳ ❈✬❡st ❥✉st✐✜é ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s
❝♦ï♥❝✐❞❡♥t s✉r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝❧♦s❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❞é♠♦♥tré ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✻✳ ❙♦✐❡♥t n, p ∈ N✱ ❛❧♦rs
ϕ ∈ n ⋆ p⇔ (ϕ, 0) ∈ n[] ⋆ p[]
✹✳✷✳ ❚❍➱❖❘➮▼❊❙ ❉❊ ❋■◆■❚❯❉❊ ✶✵✾
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ pϕy(0) = maxi∈Dϕ |pϕq(i)| ✿
pϕy(0) = max
(
max
j≡20
|pϕy(j)| − |pϕy(0)|+ 1,max
j 6≡20
|xϕq(j)| − |pϕy(0)|+ 1
)
= max
(
max
j≡20
|pϕy(j)|,max
j 6≡20
|xϕq(j)|
)
= max
j∈Dϕ
|pϕq(j)|
❉❡ ❢❛ç♦♥ s②♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ❛ xϕq(0) = maxi∈Dϕ |xϕy(i)|✳
xϕq(0) = max
(
max
j≡20
|xϕq(j)| − |xϕq(0)|+ 1,max
j 6≡20
|pϕy(j)| − |xϕq(0)|+ 1
)
= max
(
max
j≡20
|xϕq(i)|,max
j 6≡20
|pϕy(i)|
)
= max
j∈Dϕ
|xϕy(j)|
❈❡s ❞❡✉① ❢❛✐ts s✉✣s❡♥t à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❞❡s ❞❡✉① ❝ôtés✳
▲❡s ❛✉tr❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t tr✐✈✐❛❧❡s ✿ ϕ ❡st s✉♣♣♦sé❡ ✈✐s✐❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ 0 ❞❡s ❞❡✉① ❝ôtés✱ ❡t
❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✷✮ ❡t ✭✸✮ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ n[] ⋆ p[] s♦♥t tr✐✈✐❛❧❡s ♣✉✐sq✉❡ {j ∈ xϕq(0) | (j ≡2
0) ∧ (j < 0)} = ∅✳
❘❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙✐ ϕ ❡st ✈✐s✐❜❧❡ ❡t ❜♦r♥é❡ ♣❛r M ✱ ✐❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ϕ ❡st ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬✐♥✲
t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❛❣❡♥ts✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ϕ ∈ M ⋆M + 1 ✭♦✉✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ q✉❡
(ϕ, 0) ∈ M [] ⋆ M + 1[]✳ ❱♦✐r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✻✮✳ ❙✐ ϕ ♥✬❡st q✉❡ ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡✱ ❝✬❡st ♠♦✐♥s
é✈✐❞❡♥t ♠❛✐s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❛ss✉ré ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✼✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✱ ❞♦♥t ❧❡s ✈✉❡s s♦♥t ❜♦r♥é❡s ♣❛r M ∈ N✱ s♦✐t
i ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ✈✐s✐❜✐❧✐té ❞❡ ϕ✳ ❆❧♦rs ✿
✭✶✮ ❖♥ ♣❡✉t r❡tr♦✉✈❡r ✉♥ ❛❣❡♥t ai ∈ A t❡❧ q✉❡ (ϕ, i) ∈ Tr(ai)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❛❣❡♥t ♦❜t❡♥✉ ♥❡
❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ϕ(i)✳
✭✷✮ ❖♥ ♣❡✉t r❡tr♦✉✈❡r ✉♥ ❛❣❡♥t bi ∈ A t❡❧ q✉❡ (ϕ, i) ∈ ai ⋆ bi✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✭✐✮✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ϕ(i)✳ ❙✐ ϕ(i) = 0✱ ❛❧♦rs (ϕ, i) ∈ Tr(M)✳ ❙✐♥♦♥ ♦♥
❞é✜♥✐t ✿
{j1, . . . , jp} = {x ∈ xϕq(i) | x ≡2 i ∧ x < i}.
❊♥ ❡✛❡t✱ {x ∈ xϕq(i) | x ≡2 i ∧ x < i} ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✈✐❞❡ s✐ ϕ(i) 6= 0✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉
♠♦✐♥s ϕ(i) − 1✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s jx ❡t ♣♦✉r t♦✉t y > i ∈ Dϕ t❡❧ q✉❡ ϕ(y) = jx✱
♦♥ ❛ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✉♥ ❛❣❡♥t ax t❡❧ q✉❡ (ϕ, y) ∈ Tr(ax)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛ss✉r❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ax ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ y✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✿
(ϕ, i) ∈ Tr(M [a1, . . . , ap]).
■❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡t ❛❣❡♥t ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ i ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ϕ(i)✳ ■❧ s✉✣t
❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s✐ i′ ∈ Dϕ ❡st t❡❧ q✉❡ ϕ ❡st ✈✐s✐❜❧❡ ❛♣rès i′ ❡t ❛✈❡❝ ϕ(i) = ϕ(i′)✱ ♦♥ ❛✉r❛
❛✉ss✐ ✿
{x ∈ xϕq(i) | x ≡2 i ∧ x < i} = {x ∈ xϕq(i
′) | x ≡2 i
′ ∧ x < i′}.
✶✶✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ P❖■◆❚❊❯❘❙ ❊❚ ◆❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆
❖♥ ♣♦✉rr❛ ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r à i′ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t q✉✬à i✱ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥❞r❛ ❛✉ss✐
(ϕ, i′) ∈ Tr(M [a1, . . . , ap])✳
✭✐✐✮✳ ❙♦✐t i = 0✱ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s (ϕ, i) ∈ M ⋆ M ✳ ❙✐♥♦♥✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ré❝✉♣ér❡r ♣❛r ✭✐✮
❧✬❛❣❡♥t ai t❡❧ q✉❡ (ϕ, i) ∈ Tr(ai)✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✿
{j1, . . . , jq} = {x ∈ pϕy(i) | x 6≡2 i}.
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ jx✱ ✭✐✮ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❛❣❡♥t bx t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t y > i t❡❧ q✉❡ ϕ(y) = jx✱ (ϕ, y) ∈
Tr(bx)✱ ❡t ❝❡t ❛❣❡♥t ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ y✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ (ϕ, i) ∈ ai⋆M [b1, . . . , bq]✳
❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬êtr❡ ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❛❣❡♥ts ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡
♣♦✐♥t❡✉rs ❜♦r♥é❡s ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡s ✿ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡
❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s✐ ϕ ❡st ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡ ❡t q✉❡ (ϕ, i) ∈ a ⋆ b✱ ❛❧♦rs ϕ ❡st ❜♦r♥é❡✳
❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❛❣❡♥ts✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts ♦♥t été ✐♥s♣✐rés ♣❛r ❧❡s λ✲t❡r♠❡s✱ ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞❡
✈♦✐r s✐ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡s éq✉✐♣❡r à ❧❡✉r t♦✉r ❞✬✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s
❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ ✐❞é❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥✈❡st✐❣✉❡r ✐❝✐✳ ❖♥ ✈❛ ✈♦✐r q✉✬❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t
✐❧s ❞✐s♣♦s❡♥t ❞✬✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ♠❛✐s q✉✬❡♥ ❢❛✐t ❝❡❧❧❡✲❝✐ s♦✉s✲t❡♥❞ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s
str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❈❍✵✾❪✱ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ à ❝❡ ♣♦✐♥t ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❛✐♥s✐
q✉✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✬✉♥ ❧❡♠♠❡ ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♦♥ ✈❛ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❡t ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❝❡tt❡
♣r❡✉✈❡ ♣❛r ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ✈❛ ❡①❤✐❜❡r ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s
❞✬❛❣❡♥ts ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ✓❞ér♦✉❧❡♠❡♥t✔✺ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✱ ♣✉✐s ♠♦♥tr❡r ♣❛r
ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té q✉❡ ❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ t❡r♠✐♥❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✽✳ ❙✐ n[a1, . . . , ap] ❡t b s♦♥t ❞❡s ❛❣❡♥ts✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♥♦♥
❞ét❡r♠✐♥✐st❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
(n[a1, . . . , ap], b) → (b, (n− 2)[a1, . . . , ap, b])
(n[a1, . . . , ap], b) → (ai, (n− 2)[a1, . . . , ap, b])
❈❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s✬❛rrêt❡ ❧♦rsq✉❡ n ≤ 2✳
❈❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞é❝r✐t à ❧❛ ♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ (ϕ, i) à (ϕ, i+ 1) s✉r ✉♥❡
str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✽ ✭❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡✮✳ ❙♦✐t (ϕ, i) ∈ a ⋆ b✱ ❛❧♦rs s✐ ϕ(i + 1) 6= ⊥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s
❛❣❡♥ts a′, b′ t❡❧s q✉❡ (a, b)→ (a′, b′) ❡t (ϕ, i+ 1) ∈ a′ ⋆ b′✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ϕ t♦✉❥♦✉rs ❞é✜♥✐❡ ❡♥ i+1✱ ❡t ♣♦s♦♥s a = n[a1, . . . , ap]✳ ◆♦t♦♥s q✉❡
❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ✐❧ ✈❛ ❢❛❧❧♦✐r ♠♦♥tr❡r q✉❡ (ϕ, i+ 1) ∈ c ⋆ (n− 2)[a1, . . . , ap, b]✱ ❛✈❡❝ c ✈❛❧❛♥t b
♦✉ ❧✬✉♥ ❞❡s ai✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ét❛♣❡s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ✿
✶✳ ❊①❤✐❜❡r ❧✬❛❣❡♥t c ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡t ♠♦♥tr❡r q✉❡ (ϕ, i+ 1) ∈ Tr(c) ❀
✷✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t y ∈ ϕ−1(i+ 1)✱ (ϕ, y) ∈ Tr((n− 2)[a1, . . . , ap, b])✳
✺P❛r ✓❞ér♦✉❧❡♠❡♥t✔✱ ♦♥ ✈❡✉t ❞✐r❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞❡ (ϕ, i) à (ϕ, i+ 1)✳
✹✳✷✳ ❚❍➱❖❘➮▼❊❙ ❉❊ ❋■◆■❚❯❉❊ ✶✶✶
✶✳ P♦✉r tr♦✉✈❡r c✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡①❛♠✐♥❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ϕ(i + 1)✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ s✐ ϕ ♣♦✐♥t❡ ✈❡rs ❧❡
❝♦✉♣ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✐❧ ❢❛✐t ✉♥ ❛♣♣❡❧ à s♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t b✱ ❧❡q✉❡❧ ✈❛ ❛rr✐✈❡r ❡♥ têt❡✳ ❙✬✐❧ ♣♦✐♥t❡ s✉r ✉♥
❝♦✉♣ ♣ré❝é❞❡♥t ✐❧ ❢❛✐t ❛❧♦rs ✉♥ ❛♣♣❡❧ ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❡t ❝✬❡st ❧✬✉♥ ❞❡s ai q✉✐ ✈❛ ❛rr✐✈❡r ❡♥ têt❡✳ P❧✉s
❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ s♦✐t {j1, . . . , jp+1} = {j ∈ pϕy(i+ 1) | j 6≡2 i+ 1}✳ ▲❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡
❡st ❜✐❡♥ p+1✱ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❛✈❛✐t (ϕ, i) ∈ n[a1, . . . , ap] ⋆ b✱ ❞♦♥❝ |{j ∈ xϕq(i) | j < i∧ j ≡2 i}| = p
❡t {j ∈ pϕy(i+ 1) | j 6≡2 i+ 1} = {i} ∪ {j ∈ xϕq(i) | j < i ∧ j ≡2 i}✳ P❛r ✈✐s✐❜✐❧✐té ❞❡ ϕ ❛♣rès
i✱ ✐❧ ❡①✐st❡ x ∈ {1, . . . , p+ 1} t❡❧ q✉❡ ϕ(i+ 1) = jx✳ P✉✐sq✉❡ (ϕ, i) ∈ n[a1, . . . , ap] ⋆ b✱ ❛❧♦rs ✿
✕ ❙♦✐t x ≤ p ❡t (ϕ, i+ 1) ∈ Tr(ax) ✿ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ♣♦s❡ c = ax✳
✕ ❙♦✐t x = p+ 1 ❡t (ϕ, i+ 1) ∈ Tr(b) ❀ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ♣♦s❡ c = b✳
✷✳ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t y ∈ ϕ−1(i + 1)✱ (ϕ, y) ∈ Tr((n −
2)[a1, . . . , ap, b])✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ ✉♥ t❡❧ y ∈ ϕ−1(i+ 1)✳ ■❧❧✉str♦♥s ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t ❞❡ ϕ ✿
x

(ϕ, i) ∈ n[a1, . . . , ap] ⋆ b

◦ ◦ • ◦
(ϕ, i+ 1) ∈ Tr(ax)
OO
y
OO
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t à ✈ér✐✜❡r ❡st q✉❡ pϕy(y) ≤ n − 2✱ ♠❛✐s ❝✬❡st ❝❧❛✐r ♣✉✐sq✉❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥
pϕy(i) ≥ pϕy(y) + 2✳ ▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✷✮ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Tr ✿
xϕq(y) = {y} ∪ pϕy(i+ 1)
= {y, i+ 1} ∪ xϕq(i)
❉♦♥❝ {j ∈ xϕq(y) | (j < y) ∧ (j ≡2 y)} = {j1, . . . , jp, i}✱ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ p + 1 ❝♦♠♠❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳
▲❛ ♣r♦♣r✐été ✭✸✮ ❞é❝♦✉❧❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ (ϕ, i) ∈ n[a1, . . . , ap] ⋆ b✳ ▲❛ ✭✹✮ ❡st
é✈✐❞❡♥t❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ϕ ét❛✐t ❞é❥à s✉♣♣♦sé❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❛♣rès i✳ ❖♥ ❛ ✜♥✐ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ (ϕ, i+ 1) ∈
c ⋆ (n− 2)[a1, . . . , ap, b]✳
P❛r ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r à ❝❤❛q✉❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✈✐s✐❜❧❡ ❡t
❜♦r♥é❡ ϕ ❞❡s ❛❣❡♥ts a, b t❡❧s q✉❡ (ϕ, 0) ∈ a ⋆ b ❡t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛✉ss✐ ❧♦♥❣✉❡ q✉❡
ϕ ✿
(a, b)→ (a1, b1)→ (a2, b2)→ . . .
▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞é♠♦♥tr❡ ❧✬❛✉tr❡ s❡♥s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ t❤é♦✲
rè♠❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ♠❛✐s s❡♠❜❧❡ ❧❡ ❜✐❡♥✈❡♥✉ ✐❝✐ ❡♥ ❝❡ s❡♥s q✉✬✐❧ ❛❝❤è✈❡ ❞❡
♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✈✐s✐❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉① séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛
ré❞✉❝t✐♦♥ →✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✾ ✭❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✮✳ ❙♦✐t (a0, b0)→ · · · → (ai+1, bi+1) ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❡t ϕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✈✐s✐❜❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t 0 ≤ j ≤ i✱ ♦♥ ❛✐t (ϕ, j) ∈ aj ⋆ bj✳
❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ϕ′ ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❥✉sq✉✬à i + 1 ❝♦ï♥❝✐❞❛♥t ❛✈❡❝ ϕ s✉r
0, . . . , i ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t 0 ≤ j ≤ i+ 1✱ ♦♥ ❛✐t (ϕ′, j) ∈ aj ⋆ bj✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦s♦♥s (ai, bi) = (ni[a1i , . . . , a
p
i ], bi)✱ ❡t r❛✐s♦♥♥♦♥s s✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s
❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ (ai, bi)→ (ai+1, bi+1)✳
✶✶✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ P❖■◆❚❊❯❘❙ ❊❚ ◆❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆
✕ ❙✐ (ai+1, bi+1) = (bi, (ni − 2)[a1i , . . . , a
p
i , bi])✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❞é✜♥✐t ϕ
′ ♣❛r ✿
ϕ′(j) = ϕ(i) 0 ≤ j ≤ i
ϕ′(i+ 1) = i
ϕ′(j) = ⊥ s✐ j > i+ 1✳
✕ ❙✐ (ai+1, bi+1) = (a
j
i , (ni − 2)[a
1
i , . . . , a
p
i , bi])✱ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ (ϕ, i) ∈ Tr(ni[a
1
i , . . . , a
p
i ])✱ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r xϕq(i) ❝♦♠♣r❡♥❞ p é❧é♠❡♥ts {x1, . . . , xp} ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦❧❛r✐té q✉❡ i✱ ♦ù ϕ
′(i+1)
♣❡✉t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✐♥t❡r ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❛ ✈✐s✐❜✐❧✐té✳ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ (ai, bi)→ (a
j
i , (ni−
2)[a1i , . . . , a
p
i , bi]) ♣❧❛❝❡ a
j
i ❡♥ têt❡✱ ❛✐♥s✐ ♦♥ ♣♦s❡
ϕ′(j) = ϕ(i) 0 ≤ j ≤ i
ϕ′(i+ 1) = xj
ϕ′(j) = ⊥ s✐ j > i+ 1✳
P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❝❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ✈✐s✐❜❧❡s✳ ■❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs ♠♦♥tr❡r q✉❡
♣♦✉r t♦✉t 0 ≤ j ≤ i + 1✱ ♦♥ ❛ (ϕ′, j) ∈ aj ⋆ bj ✳ ❈❡tt❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ❞❡✉①
♣❛rt✐❡s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t 0 ≤ j ≤ i + 1✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s xϕq(j)
❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦❧❛r✐té q✉❡ j ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❜✐❡♥ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲❛r❜r❡s ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ aj ✳ ▼❛✐s
♣♦✉r 0 ≤ j ≤ i ❝✬❡st tr✐✈✐❛❧✱ ♣✉✐sq✉❡ ♣♦✉r ❝❡s ✐♥❞✐❝❡s ϕ′ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ϕ✳ P♦✉r i + 1 ❝❡ ♥✬❡st
❣✉èr❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡✱ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ϕ′(i+ 1) ❡①❛❝t❡♠❡♥t ♣♦✉r ç❛✳ ■❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs ♠♦♥tr❡r q✉❡
♣♦✉r t♦✉t 0 ≤ j ≤ i + 1✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✈✉❡s ❛rr✐✈❛♥t s✉r j ❡st ❜✐❡♥ ❜♦r♥é❡ ♣❛r ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ aj ✳
P♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈✉❡s ♥❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛s ♣❛r i + 1 ❝✬❡st tr✐✈✐❛❧ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ϕ′✱ s✐♥♦♥ ❝✬❡st
❛ss✉ré ♣❛r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ (ai, bi)→ (bi, (ni− 2)[a1i , . . . , a
p
i , bi]) q✉✐ s♦✉s✲❡♥t❡♥❞ q✉❡
ni > 2✱ ♦r ❧❡s ✈✉❡s ❛rr✐✈❛♥t s✉r i ♥✬❛✉r♦♥t ♣❛s ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ 2✳
❖♥ ♣❡✉t rés✉♠❡r ❧❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✵✳ ❙✐ a, b ∈ A✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❛ ✜♥✐t✉❞❡ ✭❡t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✜♥✐✮ ❡♥tr❡ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ϕ ✈✐s✐❜❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡ (ϕ, 0) ∈ a ⋆ b ❡t ❧❡s
séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ (a, b)→ (a1, b1)→ (a2, b2)→ . . . ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ✈♦✐r q✉✬à ❛❣❡♥ts (a, b) ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✜①❡s✱ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s
❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t ✐♥✈❡rs❡s ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳
❆✐♥s✐ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✬❛❣❡♥ts ❡st ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡
❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❛t♦✉ts✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡
✈♦✐r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✳
❆❣❡♥ts ❡t ❛r❜r❡s✳ ❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♦✉❜❧✐❡r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ❡t s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r
✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❛❣❡♥ts ❡t ❧❡✉r ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♦♣ér❡r q✉❡❧q✉❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s✳
P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞✬❛❣❡♥ts ♣❡✉t êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❡♥
✉♥ s❡✉❧ ❛❣❡♥t ✿
(n[a1, . . . ap], b) 7→ n[a1, . . . , ap, b]
◆♦t♦♥s ❞és♦r♠❛✐s a · b ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❛♥t à r❛❥♦✉t❡r b ❝♦♠♠❡ ❞❡r♥✐❡r ✜❧s ❞❡ ❧❛
r❛❝✐♥❡ ❞❡ a✳ P❛r ❝❡tt❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞✬❛❣❡♥ts s❡ tr❛♥s♣♦rt❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥
♥♦♥ ❛♠❜✐❣✉ë ❡♥ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❛❣❡♥ts ✿
✹✳✷✳ ❚❍➱❖❘➮▼❊❙ ❉❊ ❋■◆■❚❯❉❊ ✶✶✸
n
//
//
//
//
//
//
//
/








ai




AA
AA
AA
AA
A
QQQ
QQQ
QQQ
QQQ
QQQ
// n− 1
FF
FF
FF
FF
xx
xx
xx
xx
a1 aq a1 aq
❋✐❣✳ ✹✳✻ ✕ ❘è❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ s✉r ❧❡s ❛❣❡♥ts✳
n[a1, . . . , ap, b] → b · (n− 2)[a1, . . . , ap, b]
n[a1, . . . , ap, b] → ai · (n− 2)[a1, . . . , ap, b]
❖♥ s❡ r❡♥❞ ❛❧♦rs ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝❛s s♦♥t ❡♥ ré❛❧✐té ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡tt❡ s❡✉❧❡ ❡t ✉♥✐q✉❡
rè❣❧❡ ✿
n[a1, . . . , ap]→ ai · (n− 2)[a1, . . . , ap]
▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡ n−2 ♣❛r ✉♥ n−1 ❞❛♥s ❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛rrêt n ≤ 2 ❞❡✈✐❡♥t n = 0✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ ❡♥t✐❡r k ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ⌊(k−1)/2⌋ ✭♦✉ ⌊x⌋
❡st ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❞❡ x✮✳ ❈❡tt❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❧✉s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t ❞❡ ✈♦✐r
q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ r✐❡♥ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❆♣rès t♦✉t❡s ❝❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❝♦♥✈❡♥♦♥s ❞❡
✈♦✐r ❧❡s ❛❣❡♥ts ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬❡♥t✐❡rs ✿ ❞❛♥s ❧✬é❝r✐t✉r❡ n[a1, . . . , ap]✱ n ❞é❝r✐t ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❞❡
❧❛ r❛❝✐♥❡ ❡t ❝❤❛q✉❡ ai ❞é❝r✐t ✉♥ s♦✉s✲❛r❜r❡✳ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ rés✉♠é❡ ♣❛r ❧❛ ❋✐❣✉r❡
✹✳✻✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥t r✐❡♥ ❛✉① ré❞✉❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✱
❛✐♥s✐ ♦♥ ❛ ♣rés❡r✈é ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✵ ✿ ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ très
♣ré❝✐sé♠❡♥t à ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✱ ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✳ ❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ét✉❞✐❡r ❧❛
t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡✳
❚❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬❈❍✵✾❪✱ ❝❡ s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs q✉✐ ✈♦♥t ✐❝✐ ❥♦✉❡r ❧❡ rô❧❡ ❞❡s t②♣❡s✳ ❖♥
✈❛ ✐♥t❡r♣rét❡r ❝❤❛q✉❡ ❡♥t✐❡r n ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛r❜r❡s |n|✱ s❡s ré❛❧✐s❛t❡✉rs✳ ❈❡s ré❛❧✐s❛t❡✉rs
❛✉r♦♥t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❧❛ ♣r♦♣r✐été q✉✬✐❧s s❡r♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥ts ♣♦✉r ❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡r❛ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ✉♥ ❧❡♠♠❡ ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❛ss✉r❛♥t q✉❡ t♦✉s
❧❡s ❛r❜r❡s s♦♥t ❞❛♥s |n|✱ ♣♦✉r n ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✾ ✭❖rt❤♦❣♦♥❛❧✐té✮✳ ❙♦✐❡♥t a, b ∈ A✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✿
a ⊥ b⇔ a · b ♥♦r♠❛❧✐s❡ ❢♦rt❡♠❡♥t✳
❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ E ⊂ A ✿
E⊥ = {x ∈ A | ∀y ∈ E, x ⊥ y}
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✵ ✭❘é❛❧✐s❛t❡✉rs✮✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥t✐❡r n ∈ N✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ❧❡s
ré❛❧✐s❛t❡✉rs ❞❡ n ✿
|0| = {0[a1, . . . , ap] | a1, . . . , ap ∈ A}
|n+ 1| = |n|⊥
✶✶✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ P❖■◆❚❊❯❘❙ ❊❚ ◆❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆
▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✶✶ ✭❆❞éq✉❛t✐♦♥✮✳ ❙✐ d1, . . . , dp, d ≥ 2n✱ s✐ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, . . . , p} ♦♥ ❛ ai ∈ |di|✱
❛❧♦rs n[a1, . . . , ap] ∈ |d|✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r n✳ ❙✐ n = 0✱ ❛❧♦rs s✐ d = 0 ❝✬❡st ✈r❛✐ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙✐♥♦♥
s♦✐t b ∈ |d − 1|✳ ■❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❛r❜r❡ n[a1, . . . , ap, b] ♥♦r♠❛❧✐s❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ♠❛✐s
❝✬❡st tr✐✈✐❛❧✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬♦♥ ❛✐t n > 0✳
◆♦t♦♥s q✉✬♦♥ ❛ ❛❧♦rs d ≥ 2n ≥ 2✱ ❞♦♥❝ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ a = n[a1, . . . , ap] ∈ |d| ✐❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r
q✉❡ a ∈ |d−1|⊥✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ b ∈ |d−1|✱ ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ a·b = n[a1, . . . , ap, b]✳
❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❝❛s✱ s❡❧♦♥ q✉❡ ❝✬❡st ❧✬✉♥ ❞❡s ai ♦✉ b q✉✐ ♣❛ss❡ ❡♥ têt❡✳
✕ ❙✐ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st a·b→ b·(n−1)[a1, . . . , ap, b]✳ P♦✉r t♦✉t i✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs di ≥ 2n ≥ 2(n−1)✱
❡t d − 2 ≥ 2n − 2 ≥ 2(n − 1) ✭❞♦♥❝ d − 1 ≥ 2(n − 1)✮✱ ❛✐♥s✐ ♦♥ s❛✐t ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡
❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡ (n − 1)[a1, . . . , ap, b] ∈ |d − 2|✳ ❖r b ∈ |d − 1| = |d − 2|⊥ ❞♦♥❝
b · (n− 1)[a1, . . . , ap, b] ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t✳
✕ ❙✐ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st a · b → ai · (n − 1)[a1, . . . , ap, b]✳ P♦✉r t♦✉t i✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs di ≥ 2n ≥
2(n − 1)✱ d − 1 ≥ 2n − 1 ≥ 2(n − 1) ❡t di − 1 ≥ 2n − 1 ≥ 2(n − 1)✱ ❛✐♥s✐ ♦♥ s❛✐t ♣❛r
❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡ (n − 1)[a1, . . . , ap, b] ∈ |di − 1|✳ ▼❛✐s ai ∈ |di| = |di − 1|⊥✱
❞♦♥❝ ai · (n− 1)[a1, . . . , ap, b] ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t✳
❆✐♥s✐ t♦✉s ❧❡s ré❞✉✐ts ❞❡ a · b s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥ts✱ ❞♦♥❝ a · b ❧✬❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ❉♦♥❝
a ⊥ b✱ ❡t ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ a ∈ |d|✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❈❡ ❧❡♠♠❡ ❛ été ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✶ s✉✐✈✐ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ q✉❡ s❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s❡♠❜❧❡♥t ❛❞✲❤♦❝✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s
♦♥t été ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣♦✐r ❞❡ r❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❧✉s ✐♥t✉✐t✐✈❡✱ s❛♥s s✉❝❝ès✳ ◗✉♦✐ q✉✬✐❧ ❡♥
s♦✐t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✷ ✭◆♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✮✳ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ → ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t❡ s✉r A✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t a ∈ A✳ Pr❡♥♦♥s N ❧✬❡♥t✐❡r ♠❛①✐♠✉♠ q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡ ❞❛♥s a✳ ❆❧♦rs✱ ♣❛r
✉♥❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡
q✉❡ a ∈ |2N + 1|✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ 0[] ∈ |2N |✳
❉♦♥❝ a · 0 ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t✱ ♠❛✐s t♦✉t❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ a s❡r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ a · 0✱ ❞♦♥❝ a ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ▲❡ ✓❢♦rt❡♠❡♥t✔ ❞✉ ✓❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t❡✔ ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é ♣ré❝é❞❡♥t ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡
❝❤♦✐① ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞✉ ré❞✉✐t✱ ♣❛s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ r❡❞❡① q✉✐ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❝❡❧✉✐ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡
têt❡✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈r❛✐❡ s✐ ♦♥ ❛✉t♦r✐s❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✱
❞♦♥♥♦♥s✲❡♥ ✐❝✐ ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ ♦♥ ♠❡t ❡♥ ❝♦✉❧❡✉r ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡
s❡r✈❛♥t ❞❡ r❡❞❡①✳
2 2 2
2 2 2
2 → 1 → 2
2 0
2
❊t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❜♦✉❝❧❡✱ ❡♥ ✐❣♥♦r❛♥t ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r 0✳
❚❤é♦rè♠❡ ✸ ✭❋✐♥✐t✉❞❡ ❢❛✐❜❧❡✮✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡ ❜♦r♥é❡✱
❛❧♦rs ϕ ❡st ✜♥✐❡✳
✹✳✷✳ ❚❍➱❖❘➮▼❊❙ ❉❊ ❋■◆■❚❯❉❊ ✶✶✺
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ✈✉❡s ❞❡ ϕ s♦♥t ❜♦r♥é❡s ♣❛r M ✱ ❡t q✉❡ i ❡st ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡
✈✐s✐❜✐❧✐té ❞❡ ϕ✳ ❆❧♦rs✱ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✼✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡✉① ❛❣❡♥ts a ❡t b t❡❧s q✉❡
(ϕ, i) ∈ a ⋆ b✳ P❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✷✱ ♦♥ s❛✐t ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (a, b) ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛✲
❧✐s❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ →✱ ❛✐♥s✐ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✽ ❛ss✉r❡ q✉❡ ϕ ❡st ✜♥✐❡✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛ ré❞✉✐t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ❜♦r♥é❡s à ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥❡
ré❞✉❝t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬❡♥t✐❡rs✱ ❞♦♥♥❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
✜♥✐t✉❞❡ ✿ ❝✬❡st ✉♥ ♣❡✉ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝é ❛✉ ❞é❜✉t
❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ✉♥❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❡✉ ❜✐❡♥ s✉r ♣❛r❛îtr❡
❞✬✐♥térêt ✉♥ ♣❡✉ ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ❣❛r❞❡r ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ q✉❡ ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✵✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ❡♥ ❢❛✐t r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ ✈♦✐r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡
♣♦✐♥t❡✉rs ✈✐s✐❜❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❡s♣èr❡ q✉❡ s❛ ♥❛t✉r❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ♣✉✐ss❡ ❞♦♥♥❡r ❧✐❡✉ à ❧✬ét❛❜❧✐ss❡✲
♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥ q✉✐ s❡ ♣♦rt❡r❛✐t ❛✉ss✐tôt s✉r
❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉r✱ ❡t ✈✐❛ ❧❛ P❆▼✱ s✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ❞❡s t❡r♠❡s t②♣és✳
✹✳✷✳✸ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❞✐r❡❝t❡
Prés❡♥t♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r❡✉✈❡✱ q✉✐ rés♦✉❞r❛ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡✳ ❊❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✿ ❡❧❧❡ ❛♣♣❛r❛ît ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ❬❈♦q✾✺❪
s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ✓♥♦ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✔✱ ❡t ❞❛♥s ✉♥ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ❛ss❡③ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ♣rés❡♥té
✐❝✐✳ ❖♥ ♣❡✉t ❧❛ tr♦✉✈❡r ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❬❈✉r✾✽❪✳
▲❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ♣❛rt✐❡s ✈✐s✐❜❧❡s q✉✐ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢♦❧❦❧♦r❡
❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉① ✿ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❞❡s s♣é❝✐❛❧✐st❡s ♠❛✐s ♦♥ ♥✬❡♥ tr♦✉✈❡ ♣❛s ❞❡ ♣r❡✉✈❡
é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❞✉ ♠♦✐♥s ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉① ✭❡❧❧❡ ❡st
♣r♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❬❈♦q✾✺❪ ❡t ❬❈✉r✾✽❪✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬♦♥ ❛✐t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ϕ ❛✈❡❝ ✉♥
❝♦✉♣ i ∈ Dϕ ♦r♣❤❡❧✐♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ♥❡ ♣♦✐♥t❡r❛ ♣❧✉s ❥❛♠❛✐s s✉r i ❞❛♥s ϕ ✿
ϕ(i) i (i+ 1)
❆❧♦rs✱ ❧❡ s❡❣♠❡♥t {ϕ(i)+1, . . . , i−1} s❡r❛ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t ❧❡ r❡st❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✿ ♣❡rs♦♥♥❡
♥❡ ❧✬❛✉r❛ ❞❛♥s s❛ ✈✉❡ ❡t ♣❛r ✈✐s✐❜✐❧✐té ♣❡rs♦♥♥❡ ♥❡ ♣♦✐♥t❡r❛ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❝❡
s❡❣♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ❡①tr❛✐t ❞❡ ϕ s❛♥s ❝❤❛♥❣❡r ❡♥ ❛✉❝✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✭✈✐s✐❜❧❡✱ ✜♥✐❡✱
❜♦r♥é❡✱✳ ✳ ✳✮ ❞❡ ϕ✳ ❈❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ réé❝r✐t✉r❡ ϕ → ϕ′ s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s
❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✳
▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡tt❡ réé❝r✐t✉r❡ t❡r♠✐♥❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ♦♥ ❡st à ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❜♦r♥é❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛ ❡①❤✐❜❡r ✉♥❡ str❛té❣✐❡
❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞♦♥t ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ s✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ❡t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
✜♥✐t✉❞❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é ❝✬❡st ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡✱ ♠❛✐s ✐❧ r❡st❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❞❡ ϕ ✉♥❡
s♦✉s✲str✉❝t✉r❡ q✉✐ ❡st ♥♦r♠❛❧❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❖r✱ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♥♦r♠❛❧❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡
réé❝r✐t✉r❡ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♥✬❛✈♦✐r ❛✉❝✉♥ ❝♦✉♣ ♦r♣❤❡❧✐♥ ✿ ❡❧❧❡ ❞♦✐t êtr❡ s♦✐t ✜♥✐❡✱
s♦✐t ♠❛❧ ❢♦♥❞é❡✳
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ q✉❡❧q✉❡s ♦✉t✐❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✶✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✱ s♦✐t I ✉♥ s❡❣♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ N✱ ❡t
(ui)i∈I ∈ D
I
ϕ ✉♥❡ s✉✐t❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ϕ✳ ❆❧♦rs✱
✶✶✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ P❖■◆❚❊❯❘❙ ❊❚ ◆❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆
✕ u ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲str✉❝t✉r❡ ❞❡ ϕ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐{
♣♦✉r t♦✉t i ∈ I ✐❧ ❡①✐st❡ j < i t❡❧ q✉❡ uj = ϕ(ui)
♣♦✉r t♦✉t i+ 1 ∈ I, ui 6≡2 ui+1 ✭❛❧t❡r♥❛♥❝❡✮
✕ ❙✐ u ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲str✉❝t✉r❡ ❞❡ ϕ✱ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ϕ à u ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
ϕu : n 7→
{
⊥ s✐ n 6∈ I
♠ t❡❧ q✉❡ um = ϕ(un)
✕ u ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲str✉❝t✉r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❞❡ ϕ s✐ ❝✬❡st ✉♥❡ s♦✉s✲str✉❝t✉r❡✱ ❡t s✐ ♣♦✉r t♦✉s i, j ∈ I ✿
i ∈ pϕuy(j)⇔ ui ∈ pϕy(uj)
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲str✉❝t✉r❡s ✈✐s✐❜❧❡s ❞❡ ϕ ❡st ♥♦té V Sub(ϕ)✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✸✳ ❖♥ ❛ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✭✶✮ ❙✐ ϕ ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡ ❡t q✉❡ u ∈ V Subϕ✱ ❛❧♦rs ϕu ❡st
✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡✳
✭✷✮ ❙✐ (ui)i∈I ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲str✉❝t✉r❡ ❞❡ ϕ ❡t (vj)j∈J ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲str✉❝t✉r❡ ❞❡ ϕu✱ ❛❧♦rs
(uvj )j∈J ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲str✉❝t✉r❡ ❞❡ ϕ✳
✭✸✮ ❙✐ (ui)i∈I ∈ V Sub(ϕ) ❡t (vj)j∈J ∈ V Sub(ϕu)✱ ❛❧♦rs (uvj )j∈J ∈ V Sub(ϕ)✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✭✶✮✳ ❙♦✐t i ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ✈✐s✐❜✐❧✐té ❞❡ ϕ✱ ❡t j ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡ uj ≥ i✳
❙✐ ✉♥ t❡❧ ❡♥t✐❡r ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✱ ❝✬❡st q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ϕu ❡st ✜♥✐❡ ❡t ❞♦♥❝ ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡✳
❆✉tr❡♠❡♥t✱ ϕu ❡st ✈✐s✐❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ j✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t k ≥ j✱
ϕu(k) ∈ pϕuy(k) ⇔ uϕu(k) ∈ pϕy(k)
⇔ ϕ(k) ∈ pϕy(k)
✭✷✮✳ ❙♦✐t j ∈ J ✱ ✐❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ φ(uvj ) ❡st ❞❛♥s (uvj )j∈J ✳ P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ j
′ ∈ J
t❡❧ q✉❡ vj′ = φu(vj)✱ ♣✉✐sq✉❡ v ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲str✉❝t✉r❡ ❞❡ ϕu✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ϕu✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t
q✉❡ uvj′ = φ(uvj )✱ ❞♦♥❝ φ(uvj ) ❡st ❜✐❡♥ ❞❛♥s (uvj )j∈J ✳
✭✸✮✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ (uvj )j∈J ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲str✉❝t✉r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❞❡ ϕ✳ ❖♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r éq✉✐✈❛✲
❧❡♥❝❡ ✿
i ∈ pϕuvy(j) ⇔ vi ∈ pϕuy(vj)
⇔ uvi ∈ pϕy(uvj )
❚♦✉s ❧❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs r❡♣♦s❡♥t ❧♦✉r❞❡♠❡♥t
s✉r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✶✹ ✭▲❡♠♠❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ϕ ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✉❧t✐✲
♠❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡✱ ❡t s♦✐t i ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ✈✐s✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ϕ✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t j > i✱
6 ∃k ∈ {i+ 1, . . . , j − 1}, ϕ(k) = i =⇒ pϕy(j) ∩ {x | x 6≡2 j} ∩ {ϕ(i), . . . , i− 1} = ∅
✹✳✷✳ ❚❍➱❖❘➮▼❊❙ ❉❊ ❋■◆■❚❯❉❊ ✶✶✼
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r j✳ P♦✉r ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ j = i+ 1✳ ❆❧♦rs ✿
pϕy(i+ 1) = {i+ 1} ∪ xϕq(i)
= {i+ 1, i, ϕ(i)} ∪ xϕq(ϕ(i)− 1)
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿
pϕy(i+ 1) ∩ {x | x 6≡2 i+ 1} ∩ {ϕ(i), . . . , i− 1} = ∅
❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ j > i+ 1✱ ❡t q✉❡ 6 ∃k ∈ {i+ 1, . . . , j − 1}, ϕ(k) = i✳ ❆❧♦rs ✿
pϕy(j) ∩ {ϕ(i), . . . , i− 1} = ({j} ∪ xϕq(j − 1)) ∩ {ϕ(i), . . . , i− 1}
= xϕq(j − 1) ∩ {ϕ(i), . . . , i− 1}
= pϕy(ϕ(j − 1)) ∩ {ϕ(i), . . . , i− 1}
P✉✐sq✉❡ ϕ ❡st s✉♣♣♦sé❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❛♣rès i✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ϕ(j − 1) ∈ pϕy(j − 1)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛ss✉r❡ q✉❡ ϕ(j − 1) 6∈ {ϕ(i), . . . , i− 1}✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ϕ(j −
1) 6= i✱ ❞♦♥❝ ϕ(j − 1) 6∈ {ϕ(i), . . . , i}✳
❉❡✉① ❝❛s s♦♥t ❞és♦r♠❛✐s ♣♦ss✐❜❧❡s ✿
✕ ❙♦✐t ϕ(j − 1) < ϕ(i) ❡t
pϕy(ϕ(j − 1)) ∩ {ϕ(i), . . . , i− 1} = ∅
✕ ❙♦✐t ϕ(j − 1) ∈ {i+ 1, . . . , j − 2}✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ s❛✐t ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ q✉❡ ✿
pϕy(ϕ(j − 1)) ∩ {x | x 6≡2 ϕ(j − 1)} ∩ {ϕ(i), . . . , i− 1} = ∅
❊t ♣✉✐sq✉❡ {x | x 6≡2 ϕ(j − 1)} = {x | x 6≡2 j}✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
pϕy(j) ∩ {x | x 6≡2 j} ∩ {ϕ(i), . . . , i− 1} = ∅
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✷✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✳ i ∈ Dϕ ❡st ♦r♣❤❡❧✐♥ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
♣♦✉r t♦✉t j > i✱ ϕ(j) 6= i✳
▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣ ♦r♣❤❡❧✐♥ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✶✹✱ q✉✐ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡
à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡♣r✐s❡s✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✶✺✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡ ❡t i s♦♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ✈✐s✐✲
❜✐❧✐té✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s j ♦r♣❤❡❧✐♥ ❞❛♥s ϕ✱ t❡❧ q✉❡ j ≥ i✳ ❆❧♦rs ✿
✶✳ P♦✉r t♦✉t k > j✱ pϕy(k) ∩ {x | x 6≡2 j} ∩ {ϕ(j), . . . , j} = ∅
✷✳ ◗✉❡❧ q✉❡ s♦✐t k > j✱ ϕ(k) 6∈ {ϕ(j), . . . , j}
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✭✶✮✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✶✹✳
✭✷✮✳ P❛r ✭✶✮ ❡t ✈✐s✐❜✐❧✐té ❞❡ ϕ✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✸✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✱ j ✉♥ ❝♦✉♣ ♦r♣❤❡❧✐♥ ❞❛♥s ϕ✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥
❞é✜♥✐t ❧❛ s✉✐t❡ (ϕ \ j) ❞❡ ϕ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿{
(ϕ \ j)n = n s✐ n < ϕ(j)
(ϕ \ j)n = n+ j − ϕ(j) + 1 s✐♥♦♥
❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ → ❡♥tr❡ ❧❡s s✉✐t❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ Dϕ ♣❛r ✿
(ui)i∈I → (uvj )j∈J ⇔ ∃k ∈ Dϕu , v = (ϕu \ k)
✶✶✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ P❖■◆❚❊❯❘❙ ❊❚ ◆❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆
▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✶✻✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ϕ ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡ ❛✈❡❝ i s♦♥
✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ✈✐s✐❜✐❧✐té✱ s♦✐t u ∈ V Sub(ϕ)✱ ❡t j ♦r♣❤❡❧✐♥ ❞❛♥s ϕ✳ ❆❧♦rs (ϕ \ j) ∈ V Sub(ϕ)✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ (ϕ \ j) ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲str✉❝t✉r❡ ❞❡ ϕ✳ P♦✉r
❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ❡❧❧❡ ❡st ❛❧t❡r♥é❡ ❝❛r ♦♥ ❛ ❡♥❧❡✈é ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣❛✐r❡✳
❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t k ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ (ϕ\j)✳ ❖♥ ❞♦✐t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ϕ((ϕ\j)k) ❡st ❞❛♥s (ϕ\j)✳ ❈✬❡st
✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✶✺✱ ♣✉✐sq✉✬♦♥ s❛✐t q✉❡ ϕ((ϕ \ j)k) 6∈ {ϕ(j), . . . , j}✳
▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ s♦✉s✲str✉❝t✉r❡ ✈✐s✐❜❧❡✳ P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ✜①♦♥s ❧❛
♥♦t❛t✐♦♥ u = (ϕ\ j)✳ ❖♥ ✈❛ ❡♥ ❢❛✐t ♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢♦rt❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ P♦✉r
t♦✉t uk > j ✿
pϕy(uk) \ {ϕ(j), j} = {ux | x ∈ pϕuy(k)}
❆✐♥s✐ q✉❡ ❧✬é♥♦♥❝é ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ✈✉❡s ♣❛r ❞❡s ❝♦✲✈✉❡s✳ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r
✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r k✳ ❙✐ k < ϕ(j)✱ ❝✬❡st é✈✐❞❡♥t ♣✉✐sq✉❡ ϕ ❡t ϕu ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t✳ ❙✐ k = ϕ(j)✱ ❛❧♦rs
uk = j + 1✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛ ✿
pϕy(uk) = {j + 1, j, ϕ(j), ϕ(j)− 1} ∪ xϕq(ϕ(j)− 1)
pϕuy(k) = {ϕ(j)− 1} ∪ xϕuq(ϕ(j)− 1)
❊t ❧❡s ❞❡✉① ♠❡♠❜r❡s ❞r♦✐ts s♦♥t ❜✐❡♥ é❣❛✉① à {ϕ(j), j} ♣rès ❡t ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ P♦✉r
❧❛ ❝♦✲✈✉❡✱ ❝✬❡st é✈✐❞❡♥t ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❛✉r❛ ❢♦r❝é♠❡♥t ϕ(uk) < ϕ(j)✱ ❡t ❧❡s ✈✉❡s✴❝♦✲✈✉❡s ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t
❛✈❛♥t ϕ(j)✳ ❙✐ uk > j+1✱ ❛❧♦rs s♦✐t ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✈✉❡✴❝♦✲✈✉❡ r❡st❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ j+1
❡t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ s♦✐t ♦♥ ♣❛ss❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞✉ s❡❣♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❧✉t é❣❛❧❡♠❡♥t✳
➚ ❝❡ ♣♦✐♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❢❛✐t
q✉✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r → ❡st ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✸ ✭❋✐♥✐t✉❞❡ ❢❛✐❜❧❡✮✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡ ❜♦r♥é❡✱
❛❧♦rs ϕ ❡st ✜♥✐❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ ϕ ❡st ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡ ❡t ❜♦r♥é❡✱ ❝✬❡st ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✺ q✉✬❡❧❧❡
❡st à ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❡t à ♠é♠♦✐r❡ ✜♥✐❡s✳ ❙♦✐t d s❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✱ ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣❛r
✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r d✳ ❙✐ d = 0, 1✱ ϕ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✜♥✐❡✳ ❙✐♥♦♥✱ t♦✉s ❧❡s ❝♦✉♣s ❞❡ ϕ à ♣r♦❢♦♥❞❡✉r
♠❛①✐♠❛❧❡ d + 1 s♦♥t ♦r♣❤❡❧✐♥s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ s✉✐t❡ x1, x2, . . . ❞❡ ❝❡s ❝♦✉♣s ♦r♣❤❡❧✐♥s✳ ❖♥
❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s s❡❣♠❡♥ts [ϕ(xi), . . . , xi] ♥❡ s✬✐♥t❡rs❡❝t❡♥t ♣❛s✱ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡
✹✳✷✳✶✺✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ ϕ ❛ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ✈✉❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ M ✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ② ❛✈♦✐r ♣❧✉s ❞❡ M
t❡❧s s❡❣♠❡♥ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥ ❛ ✿
[ϕ(xi), . . . , xi][ϕ(xi+1), . . . , xi+1] . . . [ϕ(xi+M ), . . . , xi+M ]
❆❧♦rs ∀0 ≤ k ≤M ✱ xi+k ∈ pϕy(xi+M )✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛❜s✉r❞❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ç❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ pϕy(xi+M )
❛ ❛✉ ♠♦✐♥s M + 1 é❧é♠❡♥ts✳
❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs → à t♦✉s ❝❡s ❝♦✉♣s ♦r♣❤❡❧✐♥s ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡
❝r♦✐ss❛♥t ✿
(i)i∈Dϕ → u1 → u2 → . . .
❈❡tt❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧❛✐ss❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡s ♣ré✜①❡s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞s✱ ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡
♥❡ ♣❡✉t ♣❛s r❡st❡r ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❧✉s ❞❡ M ét❛♣❡s ♣❛r ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❝✐✲❞❡ss✉s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❡❧❧❡
❝♦♥✈❡r❣❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡ uω✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❛ ❞❡s ✈✉❡s ❞❡
✹✳✷✳ ❚❍➱❖❘➮▼❊❙ ❉❊ ❋■◆■❚❯❉❊ ✶✶✾
t❛✐❧❧❡ ❜♦r♥é❡✱ ❡t ❡st ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r d ❞♦♥❝ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❡❧❧❡ ❡st ✜♥✐❡✳ ❖♥ ❡♥
❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t✱ ϕ ét❛✐t ✜♥✐❡✱ s✐♥♦♥ ❡❧❧❡ t❡r♠✐♥❡r❛✐t ♣❛r ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ s❡❣♠❡♥ts
❝♦♥sé❝✉t✐❢s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
▲❡ ❝÷✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉✬♦♥ ❛ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r→ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ✿
✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧❡s ❝♦✉♣s ♦r♣❤❡❧✐♥s ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♦♥ ♣❡✉t
✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♦✉t✐❧s ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳
▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ♥❡ ♣❧✉s é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦✉♣s ♦r♣❤❡❧✐♥s ♣❛r →✱ ♠❛✐s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❢♦♥❞❛✐s♦♥
❞❡ ≺ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ s♦✉s✲str✉❝t✉r❡ ❞❡ ϕ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ♣♦✉r →✳
❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ❢❛✐t ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✶✼✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✐♥✜♥✐❡ ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡✱ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ≺
❡st ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ u ∈ V Subϕ ✐♥✜♥✐❡ ♥♦r♠❛❧❡ ♣♦✉r → ✭s❛♥s ❝♦✉♣ ♦r♣❤❡❧✐♥✮✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t u ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❡♥ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
✐♥✜♥✐❡ ❞✉ ♣ré✜①❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ q✉✐ ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲str✉❝t✉r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❞❡ ϕ✳ P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱
♦♥ ♣♦s❡ ui = i ♣♦✉r t♦✉t i ♣❧✉s ♣❡t✐t ♦✉ é❣❛❧ à ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ✈✐s✐❜✐❧✐té ❞❡ ϕ✳ ❈❡ ♣ré✜①❡ ✈ér✐✜❡ ❧✬✐♥✲
✈❛r✐❛♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ (i)i∈Dϕ ∈ V Sub(ϕ)✳ ❊♥s✉✐t❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s u ❝♦♥str✉✐t ❥✉sq✉✬à n✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡
❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ {v1, v2, . . .} ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ✐♥✜♥✐❡s ❞❡ u
❞❛♥s V Sub(ϕ)✳ ❉❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {(v1)n+1, (v2)n+1, . . .} ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t é❧é♠❡♥t ♣♦✉r ≺✱
♣✉✐sq✉❡ ≺ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❡ s♦✐t (vi)n+1✱ ♦♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs un+1 = (vi)n+1 q✉✐
✈ér✐✜❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
❆❧♦rs✱ ❧❛ s♦✉s✲str✉❝t✉r❡ u ∈ V Sub(ϕ) ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ϕu ❡st s❛♥s ❝♦✉♣ ♦r♣❤❡❧✐♥ ♣❧✉s ❧♦✐♥ q✉❡
❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ✈✐s✐❜✐❧✐té i✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ j > i ét❛✐t ♦r♣❤❡❧✐♥ ❞❛♥s ϕu✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥ ✉♥❡
s♦✉s✲str✉❝t✉r❡ v = (ϕu \ j) ❞♦♥♥❛♥t ❧✐❡✉ à ✉♥❡ s♦✉s✲str✉❝t✉r❡ ✐♥✜♥✐❡ ✈✐s✐❜❧❡ (uvi)i∈N ❞❡ ϕ ❛✈❡❝
uvϕ(j) ≺ uϕ(j)
❈❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ u ✿ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ uϕ(j) ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s été✱ ❝♦♠♠❡ r❡q✉✐s✱
♠✐♥✐♠❛❧✳
❚❤é♦rè♠❡ ✹ ✭❋✐♥✐t✉❞❡ ❢♦rt❡✮✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡
≺ϕ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡✳ ❆❧♦rs ϕ ❡st ✜♥✐❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ q✉❡ ϕ ❡st ✐♥✜♥✐❡✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✶✼✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡
ϕ ❛ ✉♥❡ s♦✉s✲str✉❝t✉r❡ ✐♥✜♥✐❡ s❛♥s ❝♦✉♣ ♦r♣❤❡❧✐♥✳ ▼❛✐s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ϕ ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡
❝❤❛î♥❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✐♥✜♥✐❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ≺ϕ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡✳
❈✬❡st ❞♦♥❝ q✉❡ ϕ ét❛✐t ✜♥✐❡✳
▼❡♥t✐♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✱ q✉✐ s❡ ré✈è❧❡ ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s
❝❛s ✿
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✷✳✶✽✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✐♥✜♥✐❡ ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡✱ ❡t à ♣r♦❢♦♥✲
❞❡✉r ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡✳ ❆❧♦rs ϕ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ ❢♦rt❡ ❡t ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✹✳✶✳✺✳
✶✷✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ P❖■◆❚❊❯❘❙ ❊❚ ◆❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆
❘éé❝r✐t✉r❡ ❡t β✲ré❞✉❝t✐♦♥✳ ➚ ❝❡ ♣♦✐♥t✱ ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s
❡♥tr❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡✱ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣❛r
ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡s ❛❣❡♥ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r q✉❡❧ ❡✛❡t ❧❛ réé❝r✐t✉r❡→ s✉r ❧❡s
str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✐♥❞✉✐t s✉r ❧❡s ❛❣❡♥ts✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ ② ❡♥ ❛✐t ✉♥❡✱ ♠❛✐s ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞❡s ❛❣❡♥ts ❛❝t✉❡❧❧❡ ❡st tr♦♣ ✐♠♣ré❝✐s❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈♦✐r✳ ■♠❛❣✐♥♦♥s ❞♦♥❝ q✉✬♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥
❞✬❛❣❡♥t ♥♦♥ ré❞✉✐t❡ à ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✈✉❡s✻✱ ❡t q✉✬♦♥ ✐♠♣♦s❡ q✉❡ → s✉♣♣r✐♠❡
❞✬✉♥ ❝♦✉♣ t♦✉s ❧❡s ❝♦✉♣s ♦r♣❤❡❧✐♥s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ P ✲✈✉❡✳ ❆❧♦rs✱ s✐ ϕ ❡st ✉♥❡
tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡❧ ❛❣❡♥t a✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡ → ♣r♦❞✉✐s❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉r ϕ′
tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ a′ t❡❧ q✉❡ a→β a′✼✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡ ❣❡♥r❡ s❡r❛✐t ♣❛ss✐♦♥♥❛♥t❡ ✿ ❞✬❛❜♦r❞
♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ r❡❧✐❡r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
✜♥✐t✉❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ s❡♠❜❧❡ q✉✬♦♥ ❛✐t à ♣♦rté❡ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ r❡❧✐❛♥t
❧❡ ♠❛sq✉❛❣❡ ❤❛❜✐t✉❡❧ ❡♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉① ✭q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ ét❛♣❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s
❞❡ →✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❛♥s ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✮ à ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ❞♦♥♥❛♥t ♣❛r ❧à ✉♥❡
✈✐s✐♦♥ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥♥♦❝❡♥t❡ ❡♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉①✳ ❈❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♥✬♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ été s✉✐✈✐❡s ❢❛✉t❡ ❞❡ t❡♠♣s✱ ♠❛✐s ❧❡ s❡r♦♥t ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡
❢✉t✉r✳
✹✳✸ ❈♦♥séq✉❡♥❝❡s
■❝✐✱ ♦♥ ✈❛ ♣❛ss❡r ❡♥ r❡✈✉❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡✳ P♦✉r ❝♦♠✲
♠❡♥❝❡r✱ ♦♥ ✈❛ ❡①❛♠✐♥❡r q✉❡❧q✉❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ♦✉ ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✱
♣♦✉r ❧❡✉r ✐♥térêt ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ♦✉ ♣♦✉r ❧❡✉r ✉t✐❧✐té ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
✹✳✸✳✶ ❘és✉❧t❛ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s
❋✐♥✐t✉❞❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡✳ ❈❡tt❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ s❡r❛ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s
❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❜♦r♥é❡s✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✶✳ ❙✐ n, p ∈ N✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ T (n, p) ∈ N t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ϕ ∈ n⋆p✱
|ϕ| ≤ T (n, p)
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ n ⋆ p ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬♦r❞r❡ ♣ré✜①❡✱
❡t ❝❡t ❛r❜r❡ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t à ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ✜♥✐ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ♦♥ ❞♦✐t ♣♦✐♥t❡r
❞❛♥s ❧✬❤✐st♦✐r❡ q✉✐ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✜♥✐❡✳ ❯♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ✐♥✜♥✐❡ ♣♦✉r ❝❡t ❛r❜r❡ s❡r❛✐t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡
❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✐♥✜♥✐❡ ϕ ∈ n ⋆ p✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♥t❡r❞✐t ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ ❢❛✐❜❧❡✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ❑ö♥✐❣✱ ❧✬❛r❜r❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ✜♥✐ ✿ ♦♥ ♣♦s❡ T (n, p) s❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❀
❝✬❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ n ⋆ p✳
■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣❧✉s ❝♦♥❝rèt❡ ♣♦✉r T (n, p)✱ ♠❛✐s ç❛ s♦rt ♠❛❧❤❡✉✲
r❡✉s❡♠❡♥t ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
✻❉❡ t❡❧s ❛❣❡♥ts r❡ss❡♠❜❧❡r❛✐❡♥t à ❞❡s ❢❡r♠❡t✉r❡sMσ ♦ùM ❡st β✲♥♦r♠❛❧ ❡t η✲❧♦♥❣ ❡t ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ❢❡r♠❡t✉r❡s
❞❛♥s σ ✈ér✐✜❡♥t ❡♥❝♦r❡ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
✼■❧ ❢❛✉t ❜✐❡♥ sûr ét❡♥❞r❡ β ❛✉① ❛❣❡♥ts ❝❡ q✉✐ ❡st ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ✐♠♠é❞✐❛t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✐❧ ❢❛✉t ✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥
❞❡ β ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐❡ q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts ❡sq✉✐ssé❡ ❞❛♥s ❧❛ ♥♦t❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳
✹✳✸✳ ❈❖◆❙➱◗❯❊◆❈❊❙ ✶✷✶
❯♥✐❝✐té ❞✉ ❝♦✉♣❛❜❧❡✳ ❈♦♠♠❡ é✈♦q✉é à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✱ ❧❡ ❝♦✉♣❛❜❧❡ ❡st ✉♥✐q✉❡
❞❛♥s ❧❡s ♣❛rt✐❡s à ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡ ✿ s❡✉❧ ✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❥♦✉❡✉rs ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❢♦✉r❝❤❡
❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✷✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs à ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡ ✭ ✐✳❡✳ ❡❧❧❡ ♥✬❛❞✲
♠❡t ♣❛s ❞❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✐♥✜♥✐❡✮✳ ❆❧♦rs s✐ ♦♥ ❛ ❞❡✉① ❢♦✉r❝❤❡s ❝♦♥s❝✐❡♥t❡s ✐♥✜♥✐❡s
(ψ0, (ψi)i∈N∗) ❡t (ψ
′
0, (ψ
′
i)i∈N∗)✱ ♦♥ ❛ ψ0 ≡2 ψ
′
0✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ q✉✬♦♥ ❛✐t ❞❡✉① ❢♦✉r❝❤❡s ❝♦♥s❝✐❡♥t❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s
❧✬é♥♦♥❝é✱ ❛✈❡❝ ψ0 6≡2 ψ′0✳ ❖♥ ✈❛ ❞✬❛❜♦r❞ ❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ❞❡✉① ❢♦✉r❝❤❡s ✐♥tr✐q✉é❡s✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré
❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿
◦ • • ◦ • ◦ • ◦
❖♥ ❧❡ ❢❛✐t ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❡✉① s✉✐t❡s ❞✬❡♥t✐❡rs σ ❡t τ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té q✉❡ ψ1 < ψ′1✱ ❧✬❛✉tr❡ ❝❛s ❡st s②♠étr✐q✉❡✳ ❖♥ ♣♦s❡ σ(1) = 1✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
q✉✬♦♥ ✈✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r σ(i) ❛❧♦rs ♦♥ ❞é✜♥✐t τ(i) ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t j t❡❧ q✉❡ ψ′j > ψσ(i)✳ ❙✐
♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r τ(i)✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t σ(i+1) ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t j t❡❧ q✉❡ ψj > ψτ(i)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
❞❡✉① ❢♦✉r❝❤❡s ❝♦♥s❝✐❡♥t❡s ✐♥✜♥✐❡s (ψ0, (ψσ(i))i∈N∗) ❡t (ψ
′
0, (ψ
′
τ(i))i∈N∗) q✉✐ s♦♥t ❜✐❡♥ ✐♥tr✐q✉é❡s✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i✱ ♦♥ ❛
ψσ(i) < ψ
′
τ(i) < ψσ(i+1) < ψ
′
τ(i+1)
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❝♦✉♣ ♦r♣❤❡❧✐♥ j ❞❛♥s ✉♥ s❡❣♠❡♥t [ψσ(i) . . . ψτ(i)] ❡t ♥❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t
♣❛s ❛✉① ❢♦✉r❝❤❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ j ❡t ϕ(j) ♥❡ s♦♥t ♥✐ ❞❡s ψi ♥✐ ❞❡s ψ′i✳ ❆❧♦rs ❧❡ s❡❣♠❡♥t
[ϕ(j) . . . j] ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡ s❡❣♠❡♥t [ψσ(i) . . . ψτ(i)]✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ϕ(j) < ψσ(i)✱
ψσ(i) ♥❡ s❡r❛ ♣❧✉s ❥❛♠❛✐s ✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✶✺✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡
❞✬✉♥❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ψσ(i) ∈ pϕy(ψσ(i+1))✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
[ϕ(j) . . . j] ⊂ [ψσ(i) . . . ψτ(i)]
▲✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st str✐❝t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❜♦r♥❡s ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé q✉❡ j ❡t ϕ(j) ♥❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛✐❡♥t
♣❛s ❛✉① ❢♦✉r❝❤❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t u1 = (ϕ \ j)✳ ❈✬❡st ✉♥❡ s♦✉s✲str✉❝t✉r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❞❡
ϕ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡s ♠ê♠❡s ❢♦✉r❝❤❡s ❝♦♥s❝✐❡♥t❡s ✐♥tr✐q✉é❡s ✭à
ré✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ♣rès✮✳
❖♥ ✐tèr❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐ts t❡❧s ❝♦✉♣s ♦r♣❤❡❧✐♥s ✐♥✲
t❡r♥❡s ❛✉① ❢♦✉r❝❤❡s ✐♥tr✐q✉é❡s✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ s♦✉s✲str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs u1, u2, . . .
❞❡ ϕ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❢♦✉r❝❤❡s✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ s✉✐t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡
[ψσ(i) . . . ψτ(i)] ❡st ✜♥✐✱ ❞♦♥❝ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣ ♦♥ ♦t❡r❛ ♣❧✉s ❞❡ ❝♦✉♣ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ s✉✐t❡ u1, . . . ❧❛✐ss❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡s ♣ré✜①❡s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❧♦♥❣s ❞❡ ϕ✱ ❡t
❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥❡ s♦✉s✲str✉❝t✉r❡ uω ❞❡ ϕ✳ ❖r✱ ❧❡s ❢♦✉r❝❤❡s ✐♥tr✐q✉é❡s ❡①✐st❡♥t ❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s ϕuω ✱
♠❛✐s ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❞❡ ❝♦✉♣s ♦r♣❤❡❧✐♥s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r✳ ❖♥ ♣❛rt ❞✬✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥t❡r♥❡ ❛✉① ❢♦✉r❝❤❡s✱ ❡t
♦♥ s✉✐t ❧❡s ♣♦✐♥t❡✉rs ❡♥ s❡♥s ✐♥✈❡rs❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t ♠❡♥❡r q✉✬à ❞✬❛✉tr❡s ❝♦✉♣s ✐♥t❡r♥❡s ❛✉①
❢♦✉r❝❤❡s ✿ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✐♥✜♥✐❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝
❧✬❤②♣♦t❤ès❡✳
✶✷✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ P❖■◆❚❊❯❘❙ ❊❚ ◆❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆
P❛rt✐❡s ♥♦♥ ❛❧t❡r♥é❡s✳ ➚ ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣r✐s❡s✱ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐❡ ❧é❣❛❧❡
❛✉ ❝❛s ♥♦♥ ❛❧t❡r♥é ♦♥t été ❝♦♥s✐❞éré❡s✱ ❝✐t♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ π✲❝❛❧❝✉❧ ❛s②♥❝❤r♦♥❡
❬▲❛✐✵✺❪ ❞❡ ▲❛✐r❞✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝♦♠♠❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ♥♦♥ ❛❧t❡r♥é❡s✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ♣❡✉
❡①♣❧✐❝✐té✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣❧✉s ✉♥✐✈❡rs❡❧ ✿ ♣❛r❢♦✐s✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❞❛♥s I(A,B,C) ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✭♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛❧t❡r♥é❡✮ s✉r ❧✬❛rè♥❡ (A ⇒ B) ⇒ C✳
❯♥❡ t❡❧❧❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♣❡✉t ♣❛r❛îtr❡ sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t ✭❡t ❡st❤ét✐q✉❡♠❡♥t ✦✮ ❞✐s❝✉t❛❜❧❡✱ ♠❛✐s ❡st
❝❡♣❡♥❞❛♥t ❝♦♥❢♦rté❡ ♣❛r ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ❥❡✉① ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❬❇❧✉✵✽❪ ✿ ✐❧ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ✈✐❛❜❧❡
❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s❛♥s ❧❡ ✓♠❛sq✉❛❣❡✔ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❛ss♦❝✐é✱ ❝❡ q✉✐ ❛♠è♥❡
à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❛♥s I(A,B,C) ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❧é❣❛❧❡s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s✳ ■♥❞é♣❡♥✲
❞❛♠♠❡♥t ❞❡ t❡❧❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s✱ ❝❡ s❡r❛ ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡ ✿ ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ t♦t❛❧✐té ✐♠♣♦s❡ ❞❡ ❜♦r♥❡r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❖r✱ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ❡♥
❣é♥ér❛❧ ♣❛s ❛❧t❡r♥é❡s ❀ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ ❛✉① ♣❛rt✐❡s ♥♦♥ ❛❧t❡r♥é❡s✳
▲❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st q✉❡ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs s✬❛❞❛♣t❡♥t très ♠❛❧ ❛✉ ❝❛s ♥♦♥ ❛❧t❡r♥é✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❞ès ❧♦rs q✉✬♦♥ ♥❡ s✉♣♣♦s❡ ♣❧✉s ❧✬❛❧t❡r♥❛♥❝❡ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s s❡ ❜❛s❡r s✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡
❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♠♦❞✉❧♦ 2 ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣♦❧❛r✐té ❞✬✉♥ ❝♦✉♣✳ ❖♥ ✈❛ ❞♦♥❝ s❡ ♣♦s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ♣❛rt✐❡s ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡s ♥♦♥ ❛❧t❡r♥é❡s ❞❡ Iω✳ ❙✐ A ❡st ✉♥❡ ❛rè♥❡✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❧é❣❛❧❡s ♥♦♥ ❛❧t❡r♥é❡s ❞❡ A ❡♥ ôt❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛❧t❡r♥❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥
✷✳✶✳✾✳ ▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ P ✲✈✉❡ ❡t ❞❡ O✲✈✉❡ r❡st❡♥t ✐♥❝❤❛♥❣é❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳ P❛r ❝♦♠♠♦❞✐té✱ ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣❛rt✐❡s
❧é❣❛❧❡s ♥♦♥ ❛❧t❡r♥é❡s ❞❡ Iω✳
✕ ▲❛ ✈✉❡ psy ❡st psq s✐ λIω(sω) = P ❡t xsy s✐♥♦♥✱
✕ ❖♥ ❞é✜♥✐t i ≺s j ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ i ≺s j s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿
✕ λIω(si−1) = λIω(si)✱ ❡t i− 1 = j ♦✉ i− 1 ≺ j✳
✕ λIω(si−1) 6= λIω(si)✱ si−1 ♣♦✐♥t❡ s✉r si′ ❡t i
′ = j ♦✉ i′ ≺s j✳
✕ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ s s✉r Iω ❡st ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡ ❞❡✈✐❡♥t
O✲✈✐s✐❜❧❡ ❡t P ✲✈✐s✐❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✸✳ ❙♦✐t s ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❧é❣❛❧❡ ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛❧t❡r♥é❡ ❞❡ Iω✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ϕs t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
✕ s ❡st ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ϕs ❡st ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡✱
✕ ≺s ❡st ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ≺ϕs ❡st ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡✱
✕ s ❡st ✜♥✐❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ϕs ❡st ✜♥✐❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✈❛ ❝♦♥str✉✐r❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r n ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ σn :
{0, . . . , n} → N ❡t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ϕs ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r σ(n) + 1 t❡❧s q✉❡ ✿
✕ P♦✉r t♦✉t i ≤ n✱ λIω(si) = P s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ σ(i) ≡2 1✱
✕ P♦✉r t♦✉s i, j ≤ n✱ i ≺s j s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ σ(i) ≺ϕs σ(j)✳
P♦✉r ❛♠♦r❝❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♣♦s❡ σ(0) = 0 ❡t ϕs(0) = 0✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬♦♥ ❛✐t ❝♦♥str✉✐t
ϕs ❡t σ ❥✉sq✉✬à n✳ ❙✐ s ❡st ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n✱ ❛❧♦rs ❝✬❡st ✜♥✐✳ ❙✐♥♦♥✱ ❞❡✉① ❝❛s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ✿
✕ ❙♦✐t λIω(sn+1) = λIω(sn)✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ✐♥sèr❡ ❞❛♥s ϕs ✉♥ ❝♦✉♣ ❢❛❝t✐❝❡ ♣♦✉r r❡♥❞r❡
ϕs ❛❧t❡r♥é❡✳ ❖♥ ♣♦s❡ ϕs(σ(n) + 1) = σ(n)✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ♣♦s❡ σ(n + 1) = σ(n) + 2 ❡t s✐
sn+1 ♣♦✐♥t❡ ✈❡rs si✱ ♦♥ ♣♦s❡ ϕs(σ(n + 1)) = σ(i)✳ ▲❡s ❞❡✉① ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ s♦♥t
❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♣rés❡r✈és✳
✕ ❙♦✐t λIω(sn+1) 6= λIω(sn)✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ♣♦s❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t σ(n+1) = σ(n)+1 ❡t s✐ sn+1
♣♦✐♥t❡ ✈❡rs si✱ ♦♥ ♣♦s❡ ϕs(σ(n + 1)) = σ(i)✱ ❝❡ q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✳
P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ϕs✱ ✈ér✐✜❡ ❜✐❡♥ ❧❡s tr♦✐s ♣r♦♣r✐étés ❛♥♥♦♥❝é❡s ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é ❞✉ ❧❡♠♠❡✳
✹✳✸✳ ❈❖◆❙➱◗❯❊◆❈❊❙ ✶✷✸
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✹ ✭❋✐♥✐t✉❞❡ ♥♦♥ ❛❧t❡r♥é❡✮✳ ❙✐ s ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❧é❣❛❧❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡✱
♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛❧t❡r♥é❡ s✉r Iω✱ ❛❧♦rs s✐ ≺s ❡st ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é✱ s ❡st ✜♥✐❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✐♠♠é❞✐❛t ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✸ ✿ s✐ ≺s ❡st ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é✱ ❛❧♦rs ≺ϕs ❡st ❜✐❡♥
❢♦♥❞é✱ ❞♦♥❝ ϕs ❡st ✜♥✐❡✱ ❞♦♥❝ s ❡st ✜♥✐❡✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ϕu ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t à u✱ q✉❡ u s♦✐t ♦✉ ♥♦♥ ❛❧t❡r♥é❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣rés❡r✈❡ ❜✐❡♥ t♦✉t❡s
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ✈✉❡✳
✹✳✸✳✷ ❙tr❛té❣✐❡s ✜♥✐❡s✱ ❜♦r♥é❡s✱ ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡s
❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ✈❛ ❞é✜♥✐r tr♦✐s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ str❛té❣✐❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s
♦♥ ♠♦♥tr❡r❛ q✉❡ ❧❛ t♦t❛❧✐té ❡st ♣rés❡r✈é❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛ss❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡s
str❛té❣✐❡s ✜♥✐❡s✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ❡♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉① ✿ ❝✬❡st ❝❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡
s✬✐♥t❡r♣rèt❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ♦✉ λ✲t❡r♠❡s t②♣és✳ ❈❡ s♦♥t ❧❡s str❛té❣✐❡s ✐♥♥♦❝❡♥t❡s
q✉✐ ♣♦ssè❞❡♥t ❛✉ss✐ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈✉❡ ✜♥✐❡✱ ❡t ❝❡ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
❧❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♠♣❛❝ts ❛ss♦❝✐és à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡♥r✐❝❤✐❡ ❞✬♦r❞r❡s ❝♦♠♣❧❡ts ❞❡ Inn✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡
❝❧❛ss❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❜♦r♥é❡s ✿ ❡❧❧❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ P ✲
✈✉❡s✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❡✉rs ✈✉❡s ♥❡ ♣❡✉t ❞é♣❛ss❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✜①é❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥
♣rés❡♥t❡r❛ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡s ✿ ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ♣❡✉✈❡♥t
❛✈♦✐r ❞❡s ✈✉❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♥♦♥ ❜♦r♥é❡s✱ ♠❛✐s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ❛✈♦✐r ❞❡ ✈✉❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s
t❡r♠❡s✱ ❡❧❧❡s ♥✬❛❞♠❡tt❡♥t ♥✐ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉r ✐♥✜♥✐❡ ♥✐ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ■❧ ❡st
✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉✬❡♥tr❡ ❝❡s tr♦✐s ❝❧❛ss❡s ❞❡ str❛té❣✐❡s✱ s❡✉❧❡s ❧❡s str❛té❣✐❡s ✜♥✐❡s s♦♥t
s✉♣♣♦sé❡s ✐♥♥♦❝❡♥t❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✳ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ P✲✈✐s✐❜❧❡ σ ✭♣❛s ♥é❝éss❛✐r❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ♦✉ ✐♥♥♦❝❡♥t❡✮
❡st ✿
✕ ❋✐♥✐❡ s✐ σ ❡st ✐♥♥♦❝❡♥t❡ ❡t s✐ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈✉❡ ❡st ✜♥✐❡✱
✕ ❇♦r♥é❡ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ N ∈ N t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t s ∈ σ✱ |psq| ≤ N ✱
✕ ◆÷t❤ér✐❡♥♥❡ ❙✐ ♣♦✉r t♦✉t s ∈ σ ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡✮✱ ≺ϕs ❡st ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s
❝♦✉♣s ❏♦✉❡✉rs ✭ ✐✳❡✳ ❞❡ ♣♦❧❛r✐té ✐♠♣❛✐r❡✮ ♦✉✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✺✮ ✱ s✐
ϕs ♥✬❛ ♥✐ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉r ✐♥✜♥✐❡ ♥✐ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❏♦✉❡✉r✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ▲❡ ❞é❢❛✉t ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s str❛té❣✐❡s ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡s ❞♦♥♥é❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❡st
q✉✬❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥t❡r♥❡ à ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉①✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❞✉ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ✈❡♥❛♥t
❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳ ▲❡ ❝÷✉r ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t
q✉✬❡♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉①✱ ❧❛ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ✿ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s
❧♦❝❛❧✐sé❡✳ ❉✐r❡✱ s✐ s1 ⊑ s2 ⊑ s✱ q✉❡ ps1q ⊑ ps2q ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛s q✉❡ ❝❡tt❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ s❡r❛ ✈ér✐✜é❡
❞❛♥s ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✳ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ❡t ♣r❡sq✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r q✉✬✉♥❡
str❛té❣✐❡ s♦✐t ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✺✳ ❙♦✐t σ ✉♥❡ str❛té❣✐❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ♣❛s ❞❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ♣ré✜①❡s
✐♥✜♥✐❡ s1 ⊏ s2 ⊏ s3 ⊏ . . . ❞❛♥s σ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
ps1q ⊏ ps2q ⊏ ps3q ⊏ . . .
❛❧♦rs σ ❡st ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡✳
✶✷✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ P❖■◆❚❊❯❘❙ ❊❚ ◆❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✐♥✜♥✐❡ ♦✉ ✉♥❡ ❢♦✉r❝❤❡
❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡ ❢♦✉r♥✐r❛✐t ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ♣ré✜①❡s✳
❈❡s ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣❛s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❝♦♥tr❡✲
❡①❡♠♣❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ✿
◦ • ◦ • ◦ • ◦ • ◦ • ◦ • ◦ • ◦
❖♣♣♦s❛♥t ❝ré❡ ✉♥❡ ❢♦✉r❝❤❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝♦♣✐❡✱ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈❛ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❡t ❏♦✉❡✉r
❛ ❞❡s ✈✉❡s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ✉♥❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡
❞❛♥s ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✺✱ ❡t ❝❡ ♠ê♠❡ s✐ ❏♦✉❡✉r ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ✈✉❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ▲✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❝❡s
❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡st❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t très ❢❛✐❜❧❡✳ ❊ss❛②♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❏♦✉❡✉r
❜r✐s❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✺ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✭✐♥✜♥✐❡✮ s✱ s❛♥s ❛✈♦✐r ❞❡ ✈✉❡s ✐♥✜♥✐❡s✳
❊①tr❛②♦♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ϕs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ❡❧❧❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❝❤❛î♥❡
❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✐♥✜♥✐❡✱ ❞♦♥❝ ϕs ❡st à ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡✳ P❛r ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✷✳✶✽✱ ♦♥ s❛✐t
❞♦♥❝ q✉✬❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ❈❡tt❡ ❢♦✉r❝❤❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛♣♣❛rt❡♥✐r à
❏♦✉❡✉r✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧❛ ❝♦♥st✐t✉❡r❛✐t ✉♥❡ ✈✉❡ ✐♥✜♥✐❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❡❧❧❡ ❡st à ❖♣♣♦s❛♥t✳ ▲❡s
s❡✉❧❡s ♣❛rt✐❡s ❛❝❝❡♣té❡s ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❛♥s ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ♠❛✐s ♣❛s
♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✺ s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ♦ù ❖♣♣♦s❛♥t ❛ ✉♥❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡ ✿
s✐t✉❛t✐♦♥ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛rr✐✈❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡s✳
❈♦♠♣❛❝✐té✳ ❯♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♥♦t❛❜❧❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛rè♥❡s ✜✲
♥✐❡s ✿ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s tr♦✐s ♥♦t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ❝✐✲❞❡ss✉s s✬é❝r❛s❡♥t✱ ❞✉ ♠♦✐♥s ♣♦✉r ❧❡s str❛té❣✐❡s
✐♥♥♦❝❡♥t❡s✳
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✻ ✭❈♦♠♣❛❝✐té✮✳ ❙♦✐t σ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥♥♦❝❡♥t❡ s✉r ✉♥❡ ❛rè♥❡ A ✜♥✐❡✳ ❆❧♦rs✱
❧❡s tr♦✐s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿
✭✶✮ σ ❡st ✜♥✐❡✳
✭✷✮ σ ❡st ❜♦r♥é❡✳
✭✸✮ σ ❡st ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ (1) ⇒ (2)✱ (2) ⇒ (3) tr✐✈✐❛❧✳ ▼♦♥tr♦♥s (3) ⇒ (1)✱ s✉♣♣♦s♦♥s σ ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡✱
❡t ❡①❛♠✐♥♦♥s s♦♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ✈✉❡s✳ ❈❡t ❛r❜r❡ ❡st à ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ✜♥✐ ♣❛r ✜♥✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛rè♥❡✱ ❡t ✐❧
❡st à ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✜♥✐❡ ❝❛r σ ❡st ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✜♥✐ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❑ö♥✐❣ ❡t σ ❡st
✜♥✐❡✳
▲❡ ♥♦♠ ❞❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ✈✐❡♥t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ ♠ê♠❡ ♥♦♠ é♥♦♥❝é ♣❛r ❍②❧❛♥❞
❞❛♥s ❬❍②❧✾✼❪✱ ❛✣r♠❛♥t q✉❡ ❧❡s str❛té❣✐❡s r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❥✉st✐❝❡ s♦♥t ✜♥✐❡s✳ ❈✬❡st
♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡ rés✉❧t❛t q✉✬♦♥ ♣r♦✉✈❡ ✐❝✐✱ ❡♥ ❡✛❡t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❥✉st✐❝❡ s❡❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❧❡s str❛té❣✐❡s
q✉✐ ♥❡ ♣♦ssè❞❡♥t ♣❛s ❞❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✭❞❛♥s ✉♥❡ ❛rè♥❡ ✜♥✐❡✮ q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t
♥÷t❤ér✐❡♥♥❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡ ♣❛r ❝♦♥tr❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛rè♥❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ✜♥✐❡✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❡♥ ❧❛r❣❡✉r ♦✉
❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✱ ❝❡s tr♦✐s ❝❧❛ss❡s ❞❡ str❛té❣✐❡s s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞✐st✐♥❝t❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬✐❞❡♥t✐té
s✉r ❧✬❛rè♥❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♣❧❛ts ❡st ❜♦r♥é❡✱ ♠❛✐s ♣❛s ✜♥✐❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❛ ❞é❥à ❞♦♥♥é ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥
✹✳✷ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ r❡♣❡❛t✱ q✉✐ ❡st ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡ ♠❛✐s ♣❛s ❜♦r♥é❡✳
❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t ❝❡s tr♦✐s ❝❧❛ss❡s ❞❡ str❛té❣✐❡s ✭✜♥✐❡s✱ ❜♦r♥é❡s✱ ♥÷t❤é✲
r✐❡♥♥❡s✮ s♦♥t st❛❜❧❡s ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
✹✳✸✳ ❈❖◆❙➱◗❯❊◆❈❊❙ ✶✷✺
❙tr❛té❣✐❡s ❜♦r♥é❡s✳ ◗✉❡❧q✉❡s ♦✉t✐❧s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡s
str❛té❣✐❡s ❜♦r♥é❡s ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✐♥♥♦❝❡♥t❡s✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♥♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ✐❝✐
s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✼✳ ❚♦✉t❡ str❛té❣✐❡ P✲✈✐s✐❜❧❡ σ ❡st ❜♦r♥é❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s❛ ❢❡r♠❡t✉r❡
s❛t✉ré❡ ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮ σ ❡st ❜♦r♥é❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ pσq = pσq✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✳ ❙♦✐❡♥t σ : A ⇒ B ❡t τ : B ⇒ C P✲✈✐s✐❜❧❡s✳ ❯♥❡ ♣ré✲✈✉❡ ❞❡ σ; τ ❡st ✉♥❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ u ∈ σ||τ ❛✈❡❝ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛♥s C✱ t❡❧ q✉❡ ❧✬♦♣♣♦s❛♥t ❡①t❡r♥❡ ♣♦✐♥t❡
t♦✉❥♦✉rs ✈❡rs ❧❡ ❝♦✉♣ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✐✳❡✳ u↾A,C ❡st ✉♥❡ P ✲✈✉❡✳
▲✬❛st✉❝❡ ✐❝✐ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ♣ré✲✈✉❡s s✉r I(A,B,C) ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❧é❣❛❧❡s s✉r
(A ⇒ B) ⇒ C✱ ❡t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✐♥❞✉✐t❡ ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣ré✲✈✉❡✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s ♣ré✲✈✉❡s ❡st ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✿
s❡✉❧ ❏♦✉❡✉r ♣❡✉t ❜❛s❝✉❧❡r ❡♥tr❡ B ❡t C✱ ❡t s❡✉❧ ❖♣♣♦s❛♥t ♣❡✉t ❜❛s❝✉❧❡r ❡♥tr❡ A ❡t B✳ ❊♥
❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ s✐ u s❡ t❡r♠✐♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣ ❞❛♥s B ♦✉ C✱ s❛ P ✲✈✉❡ ✈❛ s❡✉❧❡♠❡♥t ✈✐s✐t❡r B ❡t C
❡t s❡r❛ ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ P ✲✈✉❡ s✉r B ⇒ C✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ u t❡r♠✐♥❡ ♣❛r ✉♥ ❝♦✉♣ ❞❛♥s A✱ puq↾A,B s❡r❛
✉♥❡ O✲✈✉❡ ❞❡ A ⇒ B ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣ ❞❛♥s A ♣♦✐♥t❡r❛ ✈❡rs ❧❡ ❝♦✉♣ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡
❞✉❛❧❡✱ xuy↾A,B s❡r❛ ✉♥❡ P ✲✈✉❡ ❞❡ A ⇒ B ❀ ❡t xuy↾B,C s❡r❛ ✉♥❡ O✲✈✉❡ ❞❡ B ⇒ C ♦ù ❝❤❛q✉❡
❝♦✉♣ ❞❛♥s C ♣♦✐♥t❡r❛ ✈❡rs ❧❡ ❝♦✉♣ ♣ré❝é❞❡♥t✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✽✳ ❙✐ ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡s P ✲✈✉❡s ❞❡ σ ❡t τ s♦♥t ❜♦r♥é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r Nσ ❡t
Nτ ✱ ❡t s✐ u ❡st ✉♥❡ ♣ré✲✈✉❡ ❞❡ σ||τ ✱ ❛❧♦rs ϕu ∈ (Nσ +Nτ ) ⋆max(Nσ + 1, Nτ )✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬✉♥❡ P ✲✈✉❡ ❞❡ u ❡st s · t ♦ù s ❡st
✉♥❡ P ✲✈✉❡ ❞❡ τ ❡t t ❡st ✉♥❡ O✲✈✉❡ ❞❡ A q✉✐ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ P ✲✈✉❡ ✿ t ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡
❞✬✉♥❡ P ✲✈✉❡ ❞❡ σ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡s P ✲✈✉❡s ❞❡ ϕu s♦♥t ❜♦r♥é❡s ♣❛r Nσ +Nτ ✳
❯♥❡ O✲✈✉❡ ❞❡ u ❡st s♦✐t ✉♥❡ O✲✈✉❡ ❞❡ C q✉✐ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ s♦✉s✲séq✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ P ✲✈✉❡ ❞❡
τ ❡t ❞♦♥❝ ❜♦r♥é❡ ♣❛r Nτ ✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ c · s✱ ♦ù c ❡st ✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ C ❡t s ❡st
✉♥❡ P ✲✈✉❡ ❞❡ σ ❡t ❞♦♥❝ ❜♦r♥é❡ ♣❛r Nσ + 1✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡s O✲✈✉❡s ❞❡ ϕu
s♦♥t ❜♦r♥é❡s ♣❛r max(Nσ + 1, Nτ )✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✾✳ ❙✐ σ : A⇒ B ❡t τ : B ⇒ C s♦♥t ❞❡s str❛té❣✐❡s ❜♦r♥é❡s ❡t s❛t✉ré❡s✱ ❛❧♦rs
σ; τ ❡st ❜♦r♥é❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t P ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣ré✲✈✉❡s ❞❡ σ||τ ✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✽✱ ❝❤❛q✉❡ u ∈ P
❣é♥èr❡ ϕu ∈ (Nσ + Nτ ) ⋆ max(Nσ + 1, Nτ )✱ ❡t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝❡s str✉❝t✉r❡s ❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r
T (Nσ +Nτ ,max(Nσ + 1, Nτ )) ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✶✳
➚ ❝❡ ♣♦✐♥t✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣✉✐sq✉❡ σ ❡t τ s♦♥t s❛t✉ré❡s✱ σ; τ ❡st t♦✉❥♦✉rs s❛t✉ré❡✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✐ s ∈ σ; τ ✱ ❛❧♦rs psq ∈ σ; τ ❡t ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❝✐✲❞❡ss✉s ♠♦♥tr❡ q✉❡ |psq| ≤
T (Nσ +Nτ ,max(Nσ + 1, Nτ ))✱ ❞♦♥❝ σ; τ ❡st ❜♦r♥é❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶✵✳ ❙♦✐❡♥t σ : A ⇒ B ❡t τ : B ⇒ C ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ❜♦r♥é❡s✱ ❛❧♦rs σ; τ ❡st
❜♦r♥é❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✼✱ σ ❡t τ s♦♥t ❜♦r♥é❡s ✭❡t s❛t✉ré❡s✮✳ P❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✹✳✸✳✾✱ σ; τ ❡st ❞♦♥❝ ❜♦r♥é❡✳ ▼❛✐s ♣❛r ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ✿
σ; τ ⊆ σ; τ
❉♦♥❝ σ; τ ❡st ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❜♦r♥é❡✳
✶✷✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ P❖■◆❚❊❯❘❙ ❊❚ ◆❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆
com −> com
q
q
t
q
t
q
t
. . .
❋✐❣✳ ✹✳✼ ✕ ❉é❜✉t ❞❡ ❧❛ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ❞❡ random; repeat✳
❙tr❛té❣✐❡s ✜♥✐❡s✳
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶✶✳ ❙♦✐❡♥t σ : A⇒ B ❡t τ : B ⇒ C ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ✜♥✐❡s✱ ❛❧♦rs σ; τ : A⇒ C
❡st ✜♥✐❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶✵✱ σ; τ ❡st ❜♦r♥é❡✳ ▼❛✐s ♣✉✐sq✉❡ σ ❡t τ s♦♥t t♦✉t❡s ❞❡✉①
✜♥✐❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❡♥ ❢❛✐t ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ✜♥✐❡s A′✱ B′ ❡t C ′ ❞❡ A✱ B ❡t C t❡❧❧❡s q✉❡ σ : A′ ⇒ B′
❡t τ : B′ ⇒ C ′✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ σ; τ ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❜♦r♥é❡ s✉r ❧✬❛rè♥❡ ✜♥✐❡ A ⇒ C✳ P❛r ❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✻✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ✜♥✐❡✳
❙tr❛té❣✐❡s ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡s✳ ❯♥ ❢❛✐t ❞é❝♦♥❝❡rt❛♥t ✿ ❧❡s str❛té❣✐❡s ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s
st❛❜❧❡s ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ t❡r♠❡ r❡♣❡❛t ✿ ♥❛t ✲❃ ❝♦♠ ✲❃ ❝♦♠ ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ r❛♥❞♦♠ ✿ ♥❛t q✉✐ ♣❡✉t r❡♥✈♦②❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❡♥t✐❡r✱ ♠❛✐s
❞♦✐t ❡♥ r❡♥✈♦②❡r ✉♥✳ ▲❡s ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s s♦♥t ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
random; repeat ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✳
▲❛ r❛✐s♦♥ ❡♥ ❡st s✐♠♣❧❡ ✿ ❝❤❛q✉❡ ♣ré✜①❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥tr❡
r❛♥❞♦♠ ❡t r❡♣❡❛t ❀ ✐❧ s✉✣t q✉❡ r❛♥❞♦♠ ❝❤♦✐s✐ss❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳ ▼❛♥✐❢❡st❡♠❡♥t✱ ❝❡
♣❤é♥♦♠è♥❡ ♥✬❛rr✐✈❡r❛✐t ♣❛s s✐ r❛♥❞♦♠ ❞❡✈❛✐t ❢❛✐r❡ s♦♥ ❝❤♦✐① ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é✳ ❈✬❡st ❝❡
q✉✬♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r ❛✈❡❝ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s str❛té❣✐❡s ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡s
❡t ✜♥✐♠❡♥t ❜r❛♥❝❤❛♥t❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✹✳ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ σ ❡st ✜♥✐♠❡♥t ❜r❛♥❝❤❛♥t❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t s ∈ σ✱ ♣♦✉r t♦✉t
❡①t❡♥s✐♦♥ sa ❞❡ s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {sab | sab ∈ σ} ❡st ✜♥✐✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✶✷✳ ❙♦✐t σ : A ⇒ B ❡t τ : B ⇒ C ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡s✱ s♦✐t u ∈ σ||τ ✱
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐✳ ❆❧♦rs s✐ ❖♣♣♦s❛♥t ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❛♥s u↾A,C ✱ u
❡st ✜♥✐❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♥♦t❡r q✉❡ u ❡st à ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡ ✿ ❝✬❡st ❝❧❛✐r ♣❛r❝❡
q✉❡ t♦✉t❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉r ✐♥✜♥✐❡ ✜♥✐r❛✐t ❞❛♥s A✱ B ♦✉ C ❡t s❡r❛✐t s♦✐t ❞❛♥s σ✱ s♦✐t ❞❛♥s τ ✳
❈✬❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡s✳
❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ u ❡st ✜♥✐❡✳ P♦✉r ç❛✱ ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉✬❡♥ ❢❛✐t✱ u ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡
❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ q✉❡ ϕu ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ✉♥❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ψ✳ ◆♦t♦♥s
q✉❡ u ♥✬ét❛✐t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛❧t❡r♥é❡✱ ❞♦♥❝ ϕu ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ♣❧✉s ❤❛✉t ❞❛♥s
✹✳✸✳ ❈❖◆❙➱◗❯❊◆❈❊❙ ✶✷✼
❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ψ0 ét❛✐t ❢♦r❝é♠❡♥t ❞é❥à ❞❛♥s u✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ϕu
♥❡ ❢❛✐t ♣♦✐♥t❡r ♣❡rs♦♥♥❡ ✈❡rs ❧❡s ❝♦✉♣s ❛❥♦✉tés✳ P✉✐sq✉✬♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé q✉✬❖♣♣♦s❛♥t ♥✬❛✈❛✐t ♣❛s
❞❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❛♥s u↾A,C ✱ ψ0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ s♦✐t à ✉♥ ❝♦✉♣ ❖♣♣♦s❛♥t ❞❛♥s u↾B,C
✭✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛r τ ❡st ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡✮✱ s♦✐t à ✉♥ ❝♦✉♣ ❖♣♣♦s❛♥t ❞❛♥s u↾A,B ✭✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛r σ ❡st
♥÷t❤ér✐❡♥♥❡✮✳ ❉♦♥❝ ϕu ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ❡t ét❛♥t à ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✜♥✐❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ✜♥✐❡
♣❛r ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✷✳✶✽✱ ❞♦♥❝ u ❡st ✜♥✐❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶✸✳ ❙♦✐❡♥t σ : A⇒ B ❡t τ : B ⇒ C ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡s ❡t ✜♥✐♠❡♥t
❜r❛♥❝❤❛♥t❡s✱ ❛❧♦rs σ; τ ❡st ❡♥❝♦r❡ ✜♥✐♠❡♥t ❜r❛♥❝❤❛♥t❡ ❡t ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ σ; τ ❡st ✜♥✐♠❡♥t ❜r❛♥❝❤❛♥t❡✳ ❙♦✐t s ∈ σ; τ ✱ ❡t sa ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
✐♠♠é❞✐❛t❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {u ∈ σ||τ | ∃b, u↾A,C = sab} ✿ ♦♥ ❧✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡
❞✬❛r❜r❡ ♣❛r ❧✬♦r❞r❡ ♣ré✜①❡✳ ❈❡t ❛r❜r❡ ❡st à ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ✜♥✐✱ ♣✉✐sq✉❡ σ ❡t τ s♦♥t à ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t
✜♥✐✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡t ❛r❜r❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡ ✐♥✜♥✐❡✱ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✶✷✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❖♣♣♦s❛♥t
♥❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡ s✉r u↾A,C ❛✈❡❝ u↾A,C = sab ✜♥✐✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❝❡t
❛r❜r❡ ❡st ✜♥✐✱ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ σ; τ à sa ❡st ✜♥✐✳
▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ σ; τ ❡st ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡✳ P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ s ∈ σ; τ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
✐♥✜♥✐❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛✈♦✐r ❞❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✐♥✜♥✐❡✱ ❝❛r ❝❡❧❧❡✲❝✐ s❡r❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s
σ ♦✉ τ ✳ ❙✐ ❖♣♣♦s❛♥t ❛ ✉♥❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❛♥s s✱ ❛❧♦rs ❏♦✉❡✉r ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❡♥ ❛✈♦✐r
♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✷✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ s✐ ❖♣♣♦s❛♥t ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ t❡❧❧❡ ❢♦✉r❝❤❡✱ ❏♦✉❡✉r ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s
❡♥ ❛✈♦✐r ✿ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡r❛✐t ✉♥ té♠♦✐♥ ✐♥✜♥✐ u ∈ σ||τ q✉✐ s❡r❛✐t ❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ▲❡♠♠❡
✹✳✸✳✶✷✳
❈❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s str❛té❣✐❡s ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡s ❡t ✜♥✐♠❡♥t ❜r❛♥❝❤❛♥t❡s ❡st ♥♦t❛❜❧❡✱
♣✉✐sq✉✬❛✉❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥✬❡st st❛❜❧❡ à ❡❧❧❡ s❡✉❧❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ✈✉ ♣❧✉s
❤❛✉t q✉❡ ❧❡s str❛té❣✐❡s ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡s ♥❡ ❝♦♠♣♦s❡♥t ♣❛s✱ ❝✬❡st ❛✉ss✐ ✈r❛✐ ♣♦✉r ❧❡s str❛té❣✐❡s q✉✐
s♦♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ✜♥✐♠❡♥t ❜r❛♥❝❤❛♥t❡s✳ ❙♦✐t r❛♥❞❴❜♦♦❧✭✮ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ r❡♥✈♦②❛♥t ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t
tr✉❡ ♦✉ ❢❛❧s❡✳ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ r❡♣rés❡♥té❡ ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✳
T = λFn. if rand❴bool() then n else F (n+ 1)
❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ JT K ❡st ❜✐❡♥ ✜♥✐♠❡♥t ❜r❛♥❝❤❛♥t❡✳ ❖♥ ❧❛ ♣ré❝♦♠♣♦s❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ JY K✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ str❛té❣✐❡ r❡♣rés❡♥té❡ ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✱ q✉✐ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♥♦♥
✜♥✐♠❡♥t ❜r❛♥❝❤❛♥t❡✳
Prés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦t❛❧✐té✳ ▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❝❡s str❛té❣✐❡s✱ ❧❛ t♦✲
t❛❧✐té ❡st ♣rés❡r✈é❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶✹✳ ❙♦✐t σ : A ⇒ B ❡t τ : B ⇒ C ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ✜♥✐❡s ✭r❡s♣✳ ❜♦r♥é❡s✱
♥÷t❤ér✐❡♥♥❡s✮ ❡t t♦t❛❧❡s✱ ❛❧♦rs σ; τ ❡st t♦t❛❧❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ② ❛✐t s ∈ σ; τ ✱ ❡t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ sa t❡❧ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡
sab ∈ σ; τ ✳ P❛r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✉ té♠♦✐♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ u ∈ σ||τ t❡❧ q✉❡ u↾A,C = s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ✭s❛♥s
♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✮ q✉❡ a ❡st ❞❛♥s A✳ ❆❧♦rs✱ ♣✉✐sq✉❡ σ ❡st t♦t❛❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ b t❡❧ q✉❡ uab ∈ σ||τ ✳
▼❛✐s b ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s B✱ s✐♥♦♥ ♦♥ ❛✉r❛✐t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ à sa ❞❛♥s σ; τ ✳ ▲❡ ♠ê♠❡
r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t t✐❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ♣♦✉r τ ✱ ♣✉✐s σ✱ ❡t❝✳ ✳ ✳❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✐♥✜♥✐❡ u ∈ σ||τ ✳
▼❛✐s u↾A,C = sa ❡st ✜♥✐✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❖♣♣♦s❛♥t ♥❡ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ❞❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡✱
❞♦♥❝ u ❡st ✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✶✷ ✿ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
✶✷✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ P❖■◆❚❊❯❘❙ ❊❚ ◆❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆
(nat +3 nat) +3 nat +3 nat
q
q
n
n
q
q
q
q
n
n+ 1
m
m
❋✐❣✳ ✹✳✽ ✕ P ✲✈✉❡s ❞❡ JT K
nat +3 nat
q
q
n
m(> n)
❋✐❣✳ ✹✳✾ ✕ P ✲✈✉❡s ❞❡ JY K; JT K
❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡
P♦✐♥ts ✜①❡s ❡♥ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ❏❡✉①
✶✷✾
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❯♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❛✈❡❝ ♣♦✐♥ts ✜①❡s ✿ µLJ
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✺✳✷✳✷ ❈♦✉♣✉r❡s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻
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✺✳✸✳✶ ◗✉♦t✐❡♥t str✉❝t✉r❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽
✺✳✸✳✷ ❘❛♣♣❡❧ ✿ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ T ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾
✺✳✸✳✸ ❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s µLJ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵
▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❡t ❝♦✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❧❛ s②♥t❛①❡ ♦♥t été ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♥❞
♥♦♠❜r❡ ❞❡ s②stè♠❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❬❇▼✵✼❪✱ ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❬❆❆✾✾❪✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❋ ❬▼❛t✾✽❪
♦✉ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ▼❛rt✐♥✲▲ö❢ ❬❈❉✾✹❪✳ ▲❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❜✐❡♥ sûr ❞❡ ♠♦❞é✲
❧✐s❡r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧ ❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s
♣❡r♠❡tt❡♥t s♦✉✈❡♥t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❞r❛st✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞✬✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ s❛♥s ♣❛②❡r ❧❡ ♣r✐①
❞❡s ♠♦❞❛❧✐tés ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s ✭✈♦✐r ❬❇▼✵✼❪✮ ♦✉ ❞❡ ❧✬✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈✐té ✭✈♦✐r ❬❆❆✾✾❪✮✳ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡
ét✉❞✐é ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❧✐❣♥é❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡
µLJ ❬❇▼✵✼❪✱ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ♣♦✉r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t
✐♥❞✉❝t✐❢ ❡t ❝♦✐♥❞✉❝t✐❢✳ ❈❡tt❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❢❛ç♦♥s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❛✈❡❝ s♦♥ ❧♦t
❞✬✐♥t✉✐t✐♦♥s✳
❊①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ LJ✳ ❇✐❡♥ s✉r✱ µLJ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ LJ ✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ µLJ s♦♥t ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s s✉r ❞❡s ♦❜❥❡ts é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t
✐♥✜♥✐s✱ s✉r ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ♣❡✉t r❛✐s♦♥♥❡r ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦✉ ❝♦✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ✈✐s✐♦♥ ❞❡ µLJ ❧❡
♣❧❛❝❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡s ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥ts ❝♦♠♠❡ ❈♦q✱
❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳
❊①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ µ✲❝❛❧❝✉❧✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞✉
❝♦♥♥❡❝t❡✉r⇒ ❛✉ µ✲❝❛❧❝✉❧ ❬❆◆✵✶❪ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ ✈✐s✐♦♥ q✉✐ ✐♥s♣✐r❡r❛ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡
❞❡s ❥❡✉① à ✈❡♥✐r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ très ♣ré❝✐s❡ ❬❙❛♥✵✷❜❪ ❞❡s µ✲t❡r♠❡s ♣❛r
❞❡s ❥❡✉①✱ éq✉✐♣és ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❣❛✐♥s ❛♣♣❡❧és ❞❡ ♣❛r✐té✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡s
✶✸✶
✶✸✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❯◆❊ ▲❖●■◗❯❊ ❆❱❊❈ P❖■◆❚❙ ❋■❳❊❙ ✿ µLJ
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❣❛✐♥ ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ♣❛r✐té ❛✉① ❥❡✉① ❞✬❛rè♥❡s ❡t str❛té❣✐❡s ✐♥♥♦❝❡♥t❡s ❀ ❝✬❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs
❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✳
❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ✈♦✐r µLJ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡
❛❜str❛✐t✱ très ❡①♣❧✐❝✐t❡ ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ st②❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❛❞♦♣té ❛✉t♦r✐s❡ ✉♥❡ ❣❡st✐♦♥ ✜♥❡
❞❡s rè❣❧❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s✮✱ ❞❛♥s ❧✐❡✉rs ♥✐ s②♥t❛①❡ ❝♦♥❝rèt❡✳ ❈❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ♥✬❡st ❜✐❡♥ sûr ♣❛s ❚✉r✐♥❣✲
♣✉✐ss❛♥t✱ ♠❛✐s ❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❡①♣r❡ss✐✈✐té ✿ ♦♥ ✈❡rr❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉✬♦♥ ♣❡✉t ② ❡♥❝♦❞❡r
❧❡ s②stè♠❡ T ❞❡ ●ö❞❡❧ ❬●❚▲✽✾❪✳ ■♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s r❡♣rés❡♥té❡s✱ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡s
t②♣❡s ❞❡ µLJ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ très s♦✉♣❧❡ ❡t ♣✉✐ss❛♥t❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
♥♦♥ ❜♦r♥é❡s ✭❡♥t✐❡rs✱ ❧✐st❡s✱ ❛r❜r❡s✮ ♦✉ ♣❛r❡ss❡✉s❡s ✭✢♦ts✮✳
✺✳✶ ❘è❣❧❡s
✺✳✶✳✶ ❋♦r♠✉❧❡s✱ séq✉❡♥ts✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ♣ré✲❢♦r♠✉❧❡s ❡t séq✉❡♥ts ❞❡ µLJ ✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✶✳ ❙♦✐t V ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡s ♣ré✲❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ µLJ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s
♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❛✈❡❝ X ∈ V✳
S ::= S ⇒ T | S + T | S × T | µX.T | νX.T | X | 1 | 0
P♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❡st tr♦♣ ❣é♥ér❛❧❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
❡t ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡s♣éré❡s q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ s❡ r❡str❡✐♥t ❛✉① ❢♦r♠✉❧❡s
♣♦s✐t✐✈❡s✱ ✐✳❡✳ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r µ ♦✉ ν q✉❡ s✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t q✉✬❡♥
♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦✈❛r✐❛♥t❡ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ s❡r❛✐t ❢❛❝✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡ ❞❡ t②♣❡r ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❛♥s µLJ
❞❡ (λx.xx)(λx.xx)✳ ❖♥ ❞é✜♥✐r❛ ❞♦♥❝ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ µLJ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♣ré✲❢♦r♠✉❧❡s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t
❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉① ✐♠♣♦s❡r❛ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s❡ r❡str❡✐♥❞r❡ à ✉♥ ❢r❛❣♠❡♥t ❞❡ µLJ q✉✐ s❡r❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s t❛r❞✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✳ ❙♦✐t F ✉♥❡ ♣ré✲❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ µLJ ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ s❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥é❣❛t✐✈❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ✿
fv+(S ⇒ T ) = fv−(S) ∪ fv+(T )
fv+(S + T ) = fv+(S) ∪ fv+(T )
fv+(S × T ) = fv+(S) ∪ fv+(T )
fv+(µX.T ) = fv+(T ) \ {X}
fv+(νX.T ) = fv+(T ) \ {X}
fv+(X) = {X}
fv+(1) = ∅
fv+(0) = ∅
✺✳✶✳ ❘➮●▲❊❙ ✶✸✸
❊t ❝❡❧❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥é❣❛t✐✈❡s ✿
fv−(S ⇒ T ) = fv+(S) ∪ fv−(T )
fv−(S + T ) = fv−(S) ∪ fv−(T )
fv−(S × T ) = fv−(S) ∪ fv−(T )
fv−(µX.T ) = fv−(T )
fv−(νX.T ) = fv−(T )
fv−(X) = ∅
fv−(1) = ∅
fv−(0) = ∅
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✸✳ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ µLJ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣ré✲❢♦r♠✉❧❡s✱
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
✕ F = X ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱
✕ 0 ❡t 1 s♦♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✱
✕ ❙✐ S ❡t T s♦♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✱ F = S ⇒ T ✭r❡s♣✳ S × T ❡t S + T ✮ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ s✐
fv+(F ) ∩ fv−(F ) = ∅✳
✕ ❙✐ S ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t X 6∈ fv−(S)✱ ❛❧♦rs µX.S ❡t νX.S s♦♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳
❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ F ❡st ❝❧♦s❡ s✐ fv+(F ) ∪ fv−(F ) = ∅✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✹✳ ❯♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♣♦s✐t✐❢ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ F ❞❡ µLJ t❡❧❧❡ q✉❡ fv−(F ) ❡st ✈✐❞❡
❡t fv+(F ) ❡st ✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥✳ ▲❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♣♦s✐t✐❢s s❡r♦♥t ❞és✐❣♥és ♣❛r ❧❛ ❧❡ttr❡ P ✱ ❡t q✉❛♥❞ ç❛
♥❡ ❝❛✉s❡r❛ ♣❛s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ♦♥ ❞és✐❣♥❡r❛ ♣❛r X ❧❡✉r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ❛❧♦rs P (A) =
P [A/X]✳
▲❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♥é❣❛t✐❢s s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉❛❧❡✳ ❖♥ ❧❡s ❞és✐❣♥❡r❛ ♣❛r N ✱ ❡t ♦♥
♣r❡♥❞r❛ ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✺✳ ❯♥ séq✉❡♥t ❡st ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Γ ⊢ A✱ ♦ù Γ ❡st ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡
❢♦r♠✉❧❡s ❡t A ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳
❘è❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳✶ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ µLJ ✱ sé♣❛ré❡s
❝♦♠♠❡ s♦✉✈❡♥t ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❣r♦✉♣❡s✳ ▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬✐❞❡♥t✐té✱ str✉❝t✉r❡❧ ❡t ❧♦❣✐q✉❡ s♦♥t ❧❡s
❣r♦✉♣❡s ❤❛❜✐t✉❡❧s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts✳ ▲❡s ♥♦✉✈❡❛✉tés ✐❝✐ s♦♥t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ✜①❡s✱
❞♦♥♥❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐ts ❡t ♣❧✉s ❣r❛♥❞s ♣♦✐♥ts ✜①❡s✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛
é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs✱ ❛✉t♦r✐s❛♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♥♦♥ ❝❧♦s❡s ❞❡
µLJ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❞é❞✉❝t✐♦♥s ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✳ ❈❡s rè❣❧❡s ♥❡ s♦♥t
♣❛s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ✿ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡❧❧❡s ♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥t r✐❡♥ à ❧❛ ♣r♦✉✈❛❜✐❧✐té ✭♦♥ ✈❡rr❛ q✉✬♦♥ ♣❡✉t
❧❡s é❧✐♠✐♥❡r✮✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡s ❢❛❝✐❧✐t❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳
◆♦t♦♥s ❡♥✜♥ q✉✬à ♣❛rt ♣♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡s rè❣❧❡s ❢♦♥❝t❡✉r✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t
s✉♣♣♦sé❡s êtr❡ ❝❧♦s❡s✳
❘è❣❧❡s ❛✛❛✐❜❧✐❡s✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ♣❛r❧❡r ❞❡s rè❣❧❡s ❛✛❛✐❜❧❡s ❞❡ µLJ ✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳✶✱ ♠❛✐s s❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ ♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
P♦✐♥ts ❋✐①❡s ❡t ❋♦♥❝t❡✉rs✳ ❈✬❡st ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ µLJ ❛✛❛✐❜❧✐❡ q✉✐ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❡ ♣❧✉s ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❝❛té❣♦r✐q✉❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❝♦❛❧❣è❜r❡s t❡r♠✐♥❛❧❡s✳ ◆♦t♦♥s
q✉❡ ❝✬❡st ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❛✛❛✐❜❧✐❡ q✉❡ ❧✬❛✉t❡✉r ❛ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❬❈❧❛✵✾❛❪✱
q✉✐ ❛ ❡♥s✉✐t❡ été ❣é♥ér❛❧✐sé ❛✉① rè❣❧❡s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❛♥s ❬❈❧❛✵✾❜❪✳
✶✸✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❯◆❊ ▲❖●■◗❯❊ ❆❱❊❈ P❖■◆❚❙ ❋■❳❊❙ ✿ µLJ
●r♦✉♣❡ ■❞❡♥t✐té
ax
A ⊢ A
Γ ⊢ A ∆, A ⊢ B
Cut
Γ,∆ ⊢ B
●r♦✉♣❡ ❙tr✉❝t✉r❡❧
Γ, A,A,∆ ⊢ B
C
Γ, A,∆ ⊢ B
Γ,∆ ⊢ B
W
Γ, A,∆ ⊢ B
Γ, A,B,∆ ⊢ C
γ
Γ, B,A,∆ ⊢ C
●r♦✉♣❡ ▲♦❣✐q✉❡
Γ, A ⊢ B
⇒rΓ ⊢ A⇒ B
Γ ⊢ A ∆, B ⊢ C
⇒lΓ,∆, A⇒ B ⊢ C
0l0 ⊢ A
Γ ⊢ A
1lΓ, 1 ⊢ A
1r⊢ 1
Γ ⊢ A ∆ ⊢ B
×rΓ,∆ ⊢ A×B
Γ, A,B ⊢ C
×lΓ, A×B ⊢ C
Γ ⊢ A ←−
+rΓ ⊢ A+B
Γ ⊢ B −→
+rΓ ⊢ A+B
Γ, A ⊢ C ∆, B ⊢ C
+lΓ,∆, A+B ⊢ C
P♦✐♥ts ❋✐①❡s
Γ ⊢ P (µX.P )
µrΓ ⊢ µX.P
Γ, P (A) ⊢ A
µlΓ, µX.P ⊢ A
Γ, P (νX.P ) ⊢ B
νlΓ, νX.P ⊢ B
Γ, A ⊢ P (A)
νrΓ, A ⊢ νX.P
❋♦♥❝t❡✉rs
Γ, A ⊢ B
[P ]
Γ, P (A) ⊢ P (B)
Γ, A ⊢ B
[N ]
Γ, N(B) ⊢ N(A)
❋✐❣✳ ✺✳✶ ✕ ❘è❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ µLJ
✺✳✶✳ ❘➮●▲❊❙ ✶✸✺
✺✳✶✳✷ ❋r❛❣♠❡♥ts
❖♥ ❛ ❞♦♥♥é ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ µLJ s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡ ❧❛ ♣❧✉s ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ❡t ❝✬❡st sûr❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❝❡tt❡
❣é♥ér❛❧✐té q✉✬❡❧❧❡ ♠ér✐t❡ ❞✬êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✈✐s❡ ❛✈❛♥t t♦✉t à ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❥❡✉①✱ ❡t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❥❡✉① ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ s✐ ♦♥
♣r♦❝è❞❡ à ✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳ ❖♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✐❝✐ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s
❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✱ ❡t ❝✬❡st ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① q✉✬♦♥ ❞♦♥♥❡r❛ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❥❡✉①✳
◆♦t♦♥s q✉✬❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♣❛r ❢r❛❣♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡✱ ♦♥ ❡♥t❡♥❞ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛✉① ❢♦r✲
♠✉❧❡s ❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ r❡str❡✐♥t ❞❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢r❛❣♠❡♥t ❡st q✉❡ ❝✬❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❝❧♦s ♣❛r s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❛r❛✐t
êtr❡ ❧❛ ♠♦✐♥❞r❡ ❞❡s ❝❤♦s❡s ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s s♦♥t ❝♦♥str✉✐t❡s ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ■❝✐✱ ♦♥ ✈❛ ✐♥tr♦✲
❞✉✐r❡ ❞❡s ❢r❛❣♠❡♥ts ❞❡ µLJ ♣❛r r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❡t ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs
µ ❡t ν ✿ ❝❡ ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ❞❡s ❢r❛❣♠❡♥ts ❛✉ s❡♥s ✉s✉❡❧✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ✐❧s ♣❛rt❛❣❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦t✐♦♥
✉s✉❡❧❧❡ ❞❡ ❢r❛❣♠❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧s ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s st❛❜❧❡s ♣❛r s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡✱ ♣r♦♣r✐été
q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❞❡ ❧❡s q✉❛❧✐✜❡r ❞❡ ❢r❛❣♠❡♥ts✳
P♦✐♥ts ✜①❡s str✐❝ts✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❡st ❝❡❧❧❡ ❛✉① ❢♦r♠✉❧❡s str✐❝t❡s ✿ ♦♥ ✈❡✉t ✐♥t❡r❞✐r❡
❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ µX.X✱ ❡t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ♦♥ ♥❡ ✈❡✉t ♣❛s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ à ❧❛ r❛❝✐♥❡
❞✉ t②♣❡ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡✴❝♦✐♥❞✉❝t✐✈❡✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ❡st q✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡
❜♦✉❝❧❡ q✉✐ s❡r✈✐r❛ ❡♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉① à ✐♥t❡r♣rét❡r ❝❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✓❡s♣❛❝❡✔ ✿ ✐❧
❢❛✉t q✉❡ ❧❛ s♦✉s✲❛rè♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ s♦✐t ❥✉st✐✜é❡ ♣❛r ✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥t❡r♥❡ à ❧✬❛rè♥❡✳
❇✐❡♥ sûr✱ t♦✉t ❝❡❧❛ s❡r❛ r❡✈✉ ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✻✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ F ♣❛r ✐♥❞✉❝✲
t✐♦♥ ✿
rac(S ⇒ T ) = rac(T )
rac(S + T ) = ∅
rac(S × T ) = rac(S) ∪ rac(T )
rac(µX.T ) = rac(T )
rac(νX.T ) = rac(T )
rac(X) = {X}
rac(1) = ∅
rac(0) = ∅
❖♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ F ❡st str✐❝t❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡ µX.T ♦✉ νX.T ❞❡ F ✱
X 6∈ rac(T )✳
❋♦♥❝t❡✉rs ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①✳ Prés❡♥t♦♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✿ ✐❧
s✬❛❣✐t ❞✬✐♠♣♦s❡r q✉✬❛✉❝✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡ à ❞r♦✐t❡ ❞✬✉♥❡ ✢è❝❤❡ ✭❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡s
♣❡✉✈❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❛♣♣❛r❛îtr❡ à ❣❛✉❝❤❡✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ µLJ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ♣rés❡♥t❡r
s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt✱ q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❡♥ ❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡
❛rè♥❡ ♠✉♥✐❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ♥❡ ❥✉st✐✜❡ ❞✬❛✉tr❡
❝♦✉♣✳ ❈❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ s❡♠❜❧❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ ♠❛✐s s✬❡st ❛✈éré❡ ♥❡❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts t❡❝❤♥✐q✉❡♠❡♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✼✳ ❙♦✐t F ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ µLJ ✳ F ❡st ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ s♦✉s✲
❢♦r♠✉❧❡ S ⇒ T ❞❡ F ✱ fv(T ) = ∅✳
✶✸✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❯◆❊ ▲❖●■◗❯❊ ❆❱❊❈ P❖■◆❚❙ ❋■❳❊❙ ✿ µLJ
❈❡ ❢r❛❣♠❡♥t ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ✿ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❡♥ ❡✛❡t s❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❛✉① ❢♦r♠✉❧❡s
F t❡❧❧❡s q✉❡✱ s✐ S ⇒ T ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ F ✱ ❛❧♦rs rac(T ) = ∅✳ ❊❧❧❡s ♦♥t ❜✐❡♥ ✉♥❡
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❥❡✉①✱ ♠❛✐s ❧❡✉r ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝♦♠♣❧✐q✉❡ ✐♥✉t✐❧❡♠❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❝❛té❣♦r✐q✉❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ♥❡tt❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs st❛❜❧❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ✴ ❢♦♥❝t❡✉rs ♣s❡✉❞♦✲
♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ✴ ❢♦♥❝t❡✉rs ♣♦❧②♥♦✲
♠✐❛✉①✱ ❝♦♥str✉✐ts ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❡t ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s
✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❝♦❛❧❣è❜r❡s t❡r♠✐♥❛❧❡s ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① s✉✣s❡♥t à ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ♠❛❥♦r✐té
❞❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sés ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❡t ❧❡s ❛r❜r❡s✳
P♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r µLJ ✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐r❛ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡ µ✲❢❡r♠é❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t
✈✐s❡r❛ à ♠♦❞é❧✐s❡r µLJ ❞❛♥s s❛ ❣❧♦❜❛❧✐té✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❛✛❛✐❜❧✐❡s ♣♦✉r
♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❢r❛❣♠❡♥ts str✐❝ts ❡t ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❞❡ µLJ ✱ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❛✛❛✐❜❧✐❡s ❞♦♥t ♥♦tr❡
❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❥❡✉① ❢♦✉r♥✐r❛ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥❝r❡t✳
✺✳✷ ❘é❞✉❝t✐♦♥
✺✳✷✳✶ ❘è❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① séq✉❡♥ts LJ ❡st ✉s✉❡❧❧❡✱ ♠ê♠❡ s✐ r❛r❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❡①♣❧✐✲
❝✐té❡ ✿ ❧❡s s②stè♠❡s à ❜❛s❡ ❞❡ séq✉❡♥ts s♦♥t s♦✉✈❡♥t ♣❧✉s ❞✉ ❝ôté ✓❧♦❣✐q✉❡✔ q✉❡ ❞✉ ❝ôté ✓❝❛❧❝✉❧✔
❞❡ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞✱ ❛✐♥s✐ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❍❛✉♣s❛t③ ❬●❚▲✽✾❪ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t
✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥✱ ♠❛✐s s❛♥s ❧✬❡①♣❧✐❝✐t❡r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❡♥ t❛♥t q✉❡ t❡❧❧❡ ✿ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts ❞❛♥s ❬●❚▲✽✾❪ ♥✬❛
♣❛s ❞❡ s❡♥s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✱ ✐❧ ♣❛r❛✐tr❛✐t ❛❜s✉r❞❡ ❞✬❡♥ éq✉✐♣❡r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡
❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♥♦t❛❜❧❡ à ❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡✱ ♠❡♥t✐♦♥♥♦♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❛♥s
❧❛ ❧✐❣♥é❡ ❞❡ ❈✉r✐❡♥ ❡t ❍❡r❜❡❧✐♥ ❬❈❍✵✵❪ ét✉❞✐❛♥t ❞❡s s②♥t❛①❡s ♣♦✉r ❧❡s str❛té❣✐❡s ❢♦❝❛❧✐sé❡s s✉r
❧❡s séq✉❡♥ts✳
■❝✐✱ ♦♥ t❡♥t❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣é♥ér❛❧❡s ♣♦✉r q✉✬✐❧ s♦✐t
♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❞❛♥s µLJ ✉♥ ✈ér✐t❛❜❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐ µLJ ♣❡✉t
êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❛❜str❛✐t✱ s❛♥s ❝❤♦✐① ❞❡ s②♥t❛①❡✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ♣❡✉t ✐♥t❡r♣rét❡r ❞❡s
❧❛♥❣❛❣❡s ❛✈❡❝ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✭❝♦♠♠❡ ❧❡ s②stè♠❡ T ✮ ❡t ❝♦✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡✳
◆♦t❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ❧❡ttr❡ P ❞és✐❣♥❡r❛ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♣♦s✐t✐❢s ❡t N ❞❡s
❢♦♥❝t❡✉rs ♥é❣❛t✐❢s✳ ❉❛♥s ❧✬❡①♣♦sé ❞❡s rè❣❧❡s q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡✱ ♦♥ ♣r❡♥❞r❛ ❧❛ ❧✐❜❡rté ❞❡ ♥❡ ♣❛s
t♦✉❥♦✉rs ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡s rè❣❧❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❞❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❛✉ss✐ ❝♦♥❝✐s❡s
q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧✬❛❜❜ré✈✐❛t✐♦♥ ✿
Γ ⊢ A
===== S
∆ ⊢ A
♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ rè❣❧❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s✳ ❖♥ ✈❡✐❧❧❡r❛ à ♥❡ ❧✬✉t✐❧✐s❡r q✉❡
❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ Γ ❡t ∆ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬✐♥❢ér❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ σ : n→ p✱
♦ù |Γ| = n ❡t |∆| = p✱ ❛ss♦❝✐❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ Γ ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠✉❧❡
❞❛♥s ∆✳ ❙✬✐❧ ② ❛ ❛♠❜✐❣✉ïté s✉r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❛♥♥♦t❡r❛ ❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣❛r ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s✳
■❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ σ : n→ p t❡❧❧❡ q✉❡ Γi ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡
✺✳✷✳ ❘➱❉❯❈❚■❖◆ ✶✸✼
❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠✉❧❡ q✉❡ ∆σ(i)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s rè❣❧❡s
str✉❝t✉r❡❧❧❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛♥t σ✳
❈❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❝❤♦✐① ✐♠♣❧✐✲
❝✐t❡✱ ♣♦✉r t♦✉s ❝♦♥t❡①t❡s Γ✱ ∆ ❡t σ : |Γ| → |∆|✱ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ rè❣❧❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s✳
❈♦✉♣✉r❡s ❧♦❣✐q✉❡s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s✉r ❧❡s ❝♦✉♣✉r❡s ❡♥tr❡ ❝♦♥♥❡❝✲
t❡✉rs ❧♦❣✐q✉❡s ✿
✭▲✳✶✮ ❈♦✉♣✉r❡ ⇒r /⇒l
π1
Γ, A ⊢ B
⇒r
Γ ⊢ A⇒ B
π2
∆ ⊢ A
π3
Ξ, B ⊢ C
⇒l
∆,Ξ, A⇒ B ⊢ C
Cut
Γ,∆,Ξ ⊢ C
 
π2
∆ ⊢ A
π1
Γ, A ⊢ B
Cut
∆,Γ ⊢ B
π3
Ξ, B ⊢ C
Cut
∆,Γ,Ξ ⊢ C
========= S
Γ,∆,Ξ ⊢ C
✭▲✳✷✮ ❈♦✉♣✉r❡ ×r/×l
π1
Γ ⊢ A
π2
∆ ⊢ B
×r
Γ,∆ ⊢ A×B
π3
Ξ, A,B ⊢ C
×l
Ξ, A×B ⊢ C
Cut
Γ,∆,Ξ ⊢ C
 
π1
Γ ⊢ A
π2
∆ ⊢ B
π3
Ξ, A,B ⊢ C
Cut
∆,Ξ, A ⊢ C
Cut
Γ,∆,Ξ ⊢ C
✭▲✳✸❛✮ ❈♦✉♣✉r❡
←−
+r/+l
π1
Γ ⊢ A ←−
+r
Γ ⊢ A+B
π2
∆, A ⊢ C
π3
Ξ, B ⊢ C
+l
∆,Ξ, A+B ⊢ C
Cut
Γ,∆,Ξ ⊢ C
 
π1
Γ ⊢ A
π2
∆, A ⊢ C
Cut
Γ,∆ ⊢ C
========= S
Γ,∆,Ξ ⊢ C
✭▲✳✸❜✮ ❈♦✉♣✉r❡
−→
+r/+l
π1
Γ ⊢ B −→
+r
Γ ⊢ A+B
π2
∆, A ⊢ C
π3
Ξ, B ⊢ C
+l
∆,Ξ, A+B ⊢ C
Cut
Γ,∆,Ξ ⊢ C
 
π1
Γ ⊢ B
π3
Ξ, B ⊢ C
Cut
Γ,Ξ ⊢ C
========= S
Γ,∆,Ξ ⊢ C
✭▲✳✹✮ ❈♦✉♣✉r❡ 1r/1l
1r
⊢ 1
π
Γ ⊢ A
1l
Γ, 1 ⊢ A
Cut
Γ ⊢ A
 
π
Γ ⊢ A
P❛s ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❛✈❡❝ 0✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ rè❣❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❞r♦✐t❡✳
P♦✐♥ts ✜①❡s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s✉r ❧❡s ❝♦✉♣✉r❡s µr/µl ❡t νr/νl✳
✭❋✐①✳✶✮ ❈♦✉♣✉r❡ µr/µl
π1
Γ ⊢ T [µX.T/X]
µr
Γ ⊢ µX.T
π2
∆, T [A/X] ⊢ A
µl
∆, µX.T ⊢ A
Cut
Γ,∆ ⊢ A
 
✶✸✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❯◆❊ ▲❖●■◗❯❊ ❆❱❊❈ P❖■◆❚❙ ❋■❳❊❙ ✿ µLJ
π1
Γ ⊢ T [µX.T/X]
π2
∆, T [A/X] ⊢ A
µl
∆, µX.T ⊢ A
[T ]
∆, T [µX.T/X] ⊢ T [A/X]
Cut
Γ,∆ ⊢ T [A/X]
π2
∆, T [A/X] ⊢ A
Cut
Γ,∆,∆ ⊢ A
========= S
Γ,∆ ⊢ A
✭❋✐①✳✷✮ ❈♦✉♣✉r❡ νl/νr
π1
Γ, A ⊢ T [A/X]
νr
Γ, A ⊢ νX.T
π2
∆, T [νX.T/X] ⊢ B
νl
∆, νX.T ⊢ B
Cut
Γ, A,∆ ⊢ B
 
π1
Γ, A ⊢ T [A/X]
π1
Γ, A ⊢ T [A/X]
νr
Γ, A ⊢ νX.T
[T ]
Γ, T [A/X] ⊢ T [νX.T/X]
π2
∆, T [νX.T/X] ⊢ B
Cut
Γ, T [A/X],∆ ⊢ B
============== S
Γ,∆, T [A/X] ⊢ B
Cut
Γ, A,Γ,∆ ⊢ B
=========== S
Γ, A,∆ ⊢ B
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❈❡tt❡ rè❣❧❡ ❛♣♣❛r❛✐t ❡♥ ❢❛✐t t♦✉t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❤♦✐① ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ 2✲❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s r❡s♣❡❝t✐❢s ❞✬❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ❞❡ ❝♦❛❧❣è❜r❡ t❡r♠✐♥❛❧❡✳ Pr❡♥♦♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✿
T (µX.T )
T (f†) //
χT

T (B)
f

µX.T
f†
//
⇒
B
❈❡tt❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❡♥tr❡ χT ❡t f † s❡ ré❞✉✐t ❡♥ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❝♦✉♣✉r❡ ❡♥tr❡ T (f †) ❡t f ✳ ▼❛✐s χT ❡st ❥✉st❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥ ❞é♣❧✐❛❣❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡✱ ❝❡
q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à µr ❞❛♥s µLJ ✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ π2 ❥♦✉❡ ✐❝✐ ❧❡ rô❧❡ ❞❡ f ✱ ❡t π1 ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡
♣ré❝♦♠♣♦sé à ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡ ❡♥tr❡ χT ❡t f †✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❞❛♥s ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s✳ ▲❡✉r
✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✱ ♠❛✐s ❧❛ s❡✉❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ q✉✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❡♥✈✐s❛❣❡r ❡st ❞✬✐♥té✲
❣r❡r ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✭♥♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s ❞❡ µMALL ❬❇▼✵✼❪ ✉t✐❧✐s❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛♥t❡✮ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❛ r❡♥❞ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡t
❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ à ❛♥❛❧②s❡r ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ sé♠❛♥t✐q✉❡✳
❋♦♥❝t❡✉rs✳ ❖♥ éq✉✐♣❡ µLJ ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✭❋♦♥❝✳✶❛✮ ❈♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳
π
Γ, A ⊢ B
[P ](X 6∈ FV (P ))
Γ, P ⊢ P
 
ax
P ⊢ P
======= S
Γ, P ⊢ P
✺✳✷✳ ❘➱❉❯❈❚■❖◆ ✶✸✾
✭❋♦♥❝✳✶❜✮ ❈♦♥st❛♥t❡ ♥é❣❛t✐✈❡✳
π
Γ, B ⊢ A
[N ](X 6∈ FV (N))
Γ, N ⊢ N
 
ax
N ⊢ N
======= S
Γ, N ⊢ N
✭❋♦♥❝✳✷✮ ■❞❡♥t✐té✳
π
Γ, A ⊢ B
[X]
Γ, A ⊢ B
 
π
Γ, A ⊢ B
✭❋♦♥❝✳✸❛✮ ❙✐ P1 ❡t P2 s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♣♦s✐t✐❢s✱ ❧❛ rè❣❧❡ [P1 × P2] s❡ ❞é♣❧✐❡ ❡♥ ✿
π
Γ, A ⊢ B
[P1]
Γ, P1(A) ⊢ P1(B)
=================== S
Γ, P1(A), P2(A) ⊢ P1(B)
×l
Γ, P1(A)× P2(A) ⊢ P1(B)
π
Γ, A ⊢ B
[P2]
Γ, P2(A) ⊢ P2(B)
=================== S
Γ, P1(A), P2(A) ⊢ P2(B)
×l
Γ, P1(A)× P2(A) ⊢ P2(B)
×r
Γ, P1(A)× P2(A),Γ, P1(A)× P2(A) ⊢ P1(B)× P2(B)
========================================== S
Γ, P1(A)× P2(A) ⊢ P1(B)× P2(B)
✭❋♦♥❝✳✸❜✮ ❙✐ N1 ❡t N2 s♦♥t ❞❡✉① ❢♦♥❝t❡✉rs ♥é❣❛t✐❢s✱ ❧❛ rè❣❧❡ [N1 ×N2] s❡ ❞é♣❧✐❡ ❡♥ ✿
π
Γ, B ⊢ A
[N1]
Γ, N1(A) ⊢ N1(B)
==================== S
Γ, N1(A), N2(A) ⊢ N1(B)
×l
Γ, N1(A)×N2(A) ⊢ N1(B)
π
Γ, B ⊢ A
[N2]
Γ, N2(A) ⊢ N2(B)
==================== S
Γ, N1(A), N2(A) ⊢ N2(B)
×l
Γ, N1(A)×N2(A) ⊢ N2(B)
×r
Γ, N1(A)×N2(A),Γ, N1(A)×N2(A) ⊢ N1(B)×N2(B)
=========================================== S
Γ, N1(A)×N2(A) ⊢ N1(B)×N2(B)
✭❋♦♥❝✳✹❛✮ ❙✐ P1 ❡t P2 s♦♥t ❞❡✉① ❢♦♥❝t❡✉rs ♣♦s✐t✐❢s✱ ❧❛ rè❣❧❡ [P1 + P2] s❡ ❞é♣❧✐❡ ❡♥ ✿
π
Γ, A ⊢ B
[P1]
Γ, P1(A) ⊢ P1(B) ←−
+r
Γ, P1(A) ⊢ P1(B) + P2(B)
π
Γ, A ⊢ B
[P2]
Γ, P2(A) ⊢ P2(B) −→
+r
Γ, P2(A) ⊢ P1(B) + P2(B)
+l
Γ,Γ, P1(A) + P2(A) ⊢ P1(B) + P2(B)
============================= S
Γ, P1(A) + P2(A) ⊢ P1(B) + P2(B)
✭❋♦♥❝✳✹❜✮ ❙✐ N1 ❡t N2 s♦♥t ❞❡✉① ❢♦♥❝t❡✉rs ♥é❣❛t✐❢s✱ ❧❛ rè❣❧❡ [N1 +N2] s❡ ❞é♣❧✐❡ ❡♥ ✿
π
Γ, B ⊢ A
[N1]
Γ, N1(A) ⊢ N1(B) ←−
+r
Γ, N1(A) ⊢ N1(B) +N2(B)
π
Γ, B ⊢ A
[N2]
Γ, N2(A) ⊢ N2(B) −→
+r
Γ, N2(A) ⊢ N1(B) +N2(B)
+l
Γ,Γ, N1(A) +N2(A) ⊢ N1(B) +N2(B)
============================== S
Γ, N1(A) +N2(A) ⊢ N1(B) +N2(B)
✭❋♦♥❝✳✺❛✮ ❙✐ N ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♥é❣❛t✐❢ ❡t P ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♣♦s✐t✐❢✱ [N ⇒ P ] s❡ ❞é♣❧✐❡ ❡♥ ✿
✶✹✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❯◆❊ ▲❖●■◗❯❊ ❆❱❊❈ P❖■◆❚❙ ❋■❳❊❙ ✿ µLJ
π
Γ, A ⊢ B
[N ]
Γ, N(B) ⊢ N(A)
π
Γ, A ⊢ B
[P ]
Γ, P (A) ⊢ P (B)
⇒l
Γ, N(B),Γ, N(A)⇒ P (A) ⊢ P (B)
=========================== S
Γ, N(A)⇒ P (A), N(B) ⊢ P (B)
⇒r
Γ, N(A)⇒ P (A) ⊢ N(B)⇒ P (B)
✭❋♦♥❝✳✺❜✮ ❙✐ N ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♥é❣❛t✐❢ ❡t P ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♣♦s✐t✐❢✱ [P ⇒ N ] s❡ ❞é♣❧✐❡ ❡♥ ✿
π
Γ, B ⊢ A
[P ]
Γ, P (B) ⊢ P (A)
π
Γ, B ⊢ A
[N ]
Γ, N(A) ⊢ N(B)
⇒l
Γ, P (B),Γ, P (A)⇒ N(A) ⊢ N(B)
=========================== S
Γ, P (A)⇒ N(A), P (B) ⊢ N(B)
⇒r
Γ, P (A)⇒ N(A) ⊢ P (B)⇒ N(B)
✭❋♦♥❝✳✻❛✮ ❙✐ P ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♣♦s✐t✐❢ ❡♥ X ❡t Y ✱ [µY.P ] s❡ ❞é♣❧✐❡ ❡♥ ✿
π
Γ, A ⊢ B
[P [µY.P (B)/Y ]]
Γ, P (A)[µY.P (B)/Y ] ⊢ P (B)[µY.P (B)/Y ]
µr
Γ, P (A)[µY.P (B)/Y ] ⊢ µY.P (B)
µl
Γ, µY.P (A) ⊢ µY.P (B)
✭❋♦♥❝✳✻❜✮ ❙✐ N ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♣♦s✐t✐❢ ❡♥ Y ❡t ♥é❣❛t✐❢ ❡♥ X✱ [µY.N ] s❡ ❞é♣❧✐❡ ❡♥ ✿
π
Γ, B ⊢ A
[N [µY.N(B)/Y ]]
Γ, N(A)[µY.N(B)/Y ] ⊢ N(B)[µY.N(B)/Y ]
µr
Γ, N(A)[µY.N(B)/Y ] ⊢ µY.N(B)
µl
Γ, µY.N(A) ⊢ µY.N(B)
✭❋♦♥❝✳✼❛✮ ❙✐ P ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♣♦s✐t✐❢ ❡♥ X ❡t ❡♥ Y ✱ [νY.P ] s❡ ❞é♣❧✐❡ ❡♥ ✿
π
Γ, A ⊢ B
[P [νY.P (A)/Y ]]
Γ, P (A)[νY.P (A)/Y ] ⊢ P (B)[νY.P (A)/Y ]
νl
Γ, νY.P (A) ⊢ P (B)[νY.P (A)/Y ]
νr
Γ, νY.P (A) ⊢ νY.P (B)
✭❋♦♥❝✳✼❜✮ ❙✐ N ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♣♦s✐t✐❢ ❡♥ Y ❡t ♥é❣❛t✐❢ ❡♥ X✱ [νY.N ] s❡ ❞é♣❧✐❡ ❡♥ ✿
π
Γ, B ⊢ A
[N [νY.N(A)/Y ]]
Γ, N(A)[νY.N(A)/Y ] ⊢ N(B)[νY.N(A)/Y ]
νl
Γ, νY.N(A) ⊢ N(B)[νY.N(A)/Y ]
νr
Γ, νY.N(A) ⊢ νY.N(B)
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✳ ❙♦✐t π ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ µLJ ✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s rè❣❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs
❞❛♥s π✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ✭❋♦♥❝✮ ❞♦♥♥é❡s ❝✐✲❞❡ss✉s t❡r♠✐♥❡✳
✺✳✷✳ ❘➱❉❯❈❚■❖◆ ✶✹✶
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ X✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♠❡s✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ s✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♦✉✲
✈❡rt❡s✳
mX(A) = 0 ✭X 6∈ fv(A)✮
mX(T1 ⇒ T2) = max(mX(T1),mX(T2))
mX(T1 + T2) = max(mX(T1),mX(T2))
mX(T1 × T2) = max(mX(T1),mX(T2))
mX(X) = 0
mX(µY.T ) = mX(T ) + 1
mX(νY.T ) = mX(T ) + 1
❙✐ T ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝❧♦s❡✱ ♦♥ ♣♦s❡ m(T ) = 0✳ ❙✐ T ❛ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ X✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t
❛❧♦rs m(T ) = mX(T )✳ ❙✐ T ❛ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s X ❡t Y ❡t s✐ A ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝❧♦s❡✱ ♦♥
♣r♦✉✈❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿
mX(T [A/Y ]) < mX(µY.T )
❡♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ s✉r T q✉❡ ❧♦rsq✉❡ A ❡st ❝❧♦s✱ ♦♥ ❛ mX(T ) =
mX(T [A/Y ])✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛ mX(T [A/Y ]) = mX(T ) < mX(T )+1 = mX(µY.T )✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡
♠❡s✉r❡ m s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs✱ q✉✐ ✿
✕ ❞é❝r♦ît str✐❝t❡♠❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s✱ ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❝✐✲❞❡ss✉s ❀
✕ ♥❡ ♣❡✉t q✉❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s rè❣❧❡s✱ ♠❛✐s ❛❧♦rs ❝✬❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ q✉✐
❞é❝r♦ît str✐❝t❡♠❡♥t✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝ ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ≺ s✉r ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (m(T ), |T |) ✭♦ù |T | ❡st ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ T ✮✳ ❖♥ ❛ ❜✐❡♥ ❧❛ ♣r♦♣r✐été q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r
s❡ ré❞✉✐r❛ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ rè❣❧❡s str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s ♣♦✉r ❝❡t ♦r❞r❡✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t
❞♦♥❝ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r❡✉✈❡ π✱ ❧❡ ♠✉❧t✐❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s rè❣❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs
❞❛♥s π✳ ❖♥ éq✉✐♣❡ ❝❡s ♠✉❧t✐❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ♠✉❧t✐❡♥s❡♠❜❧❡ ❜❛sé s✉r ≺ ✿ ❝❡t ♦r❞r❡ ❞✐♠✐♥✉❡
str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❞❛♥s π✳
▲❡s ❛✉tr❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ µLJ ✈♦♥t êtr❡ ❞✐r✐❣é❡s ♣❛r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❛❝t✐✈❡✱
q✉❡ ❧✬♦♥ ❞é✜♥✐t ✐❝✐✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
π1
Γ ⊢ A
π2
∆, A ⊢ B
Cut
Γ,∆ ⊢ B
❈❡tt❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❡st ❞✐t❡ ❛❝t✐✈❡ s✐ ♦♥ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ❞❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡ ❞❡ π2 ❡st ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ A ❀
✕ A ❡st ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ νr✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
π1
Γ ⊢ A
π2
∆, A ⊢ T (A)
νr
∆, A ⊢ νX.T
Cut
Γ,∆ ⊢ B
✕ A ❡st ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡ ❛ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✶✹✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❯◆❊ ▲❖●■◗❯❊ ❆❱❊❈ P❖■◆❚❙ ❋■❳❊❙ ✿ µLJ
π1
Γ ⊢ P (A)
π2
∆, A ⊢ B
[P ]
∆, P (A) ⊢ P (B)
Cut
Γ,∆ ⊢ P (B)
π1
Γ ⊢ N(A)
π2
∆, B ⊢ A
[N ]
∆, N(A) ⊢ N(B)
Cut
Γ,∆ ⊢ N(B)
❈♦✉♣✉r❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s ❡t ❛①✐♦♠❡s✳
✭❙✳✶✮ ❆①✐♦♠❡ à ❣❛✉❝❤❡✱ s✐ ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡ ❡st ❛❝t✐✈❡ ✿
ax
A ⊢ A
π
Γ, A ⊢ B
Cut
Γ, A ⊢ B
 
π
Γ, A ⊢ B
✭❙✳✷✮ ❈♦✉♣✉r❡ à ❣❛✉❝❤❡✱ s✐ ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡ ❡st ❛❝t✐✈❡✳
π1
Γ ⊢ B
π2
∆, B ⊢ A
Cut
Γ,∆ ⊢ A
π3
Ξ, A ⊢ C
Cut
Γ,∆,Ξ ⊢ C
 π1
Γ ⊢ B
π2
∆, B ⊢ A
π3
Ξ, A ⊢ C
Cut
∆, B,Ξ ⊢ C
========= S
∆,Ξ, B ⊢ C
Cut
Γ,∆,Ξ ⊢ C
✭❙✳✸✮ ❆✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t à ❣❛✉❝❤❡✱ s✐ ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡ ❡st ❛❝t✐✈❡✳
π1
Γ,∆ ⊢ B
W
Γ, A,∆ ⊢ B
π2
Ξ, B ⊢ C
Cut
Γ, A,∆,Ξ ⊢ C
 
π1
Γ,∆ ⊢ B
π2
Ξ, B ⊢ C
Cut
Γ,∆,Ξ ⊢ C
W
Γ, A,∆,Ξ ⊢ C
✭❙✳✹✮ ❈♦♥tr❛❝t✐♦♥ à ❣❛✉❝❤❡✱ s✐ ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡ ❡st ❛❝t✐✈❡✳
π1
Γ, A,A,∆ ⊢ B
C
Γ, A,∆ ⊢ B
π2
Ξ, B ⊢ C
Cut
Γ, A,∆,Ξ ⊢ C
 
π1
Γ, A,A,∆ ⊢ B
π2
Ξ, B ⊢ C
Cut
Γ, A,A,∆,Ξ ⊢ C
C
Γ, A,∆,Ξ ⊢ C
✭❙✳✺✮ ➱❝❤❛♥❣❡ à ❣❛✉❝❤❡✱ s✐ ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡ ❡st ❛❝t✐✈❡✳
π1
Γ, B,A,∆ ⊢ C
γ
Γ, A,B,∆ ⊢ C
π2
Ξ, C ⊢ D
Cut
Γ, A,B,∆,Ξ ⊢ D
 
π1
Γ, B,A,∆ ⊢ C
π2
Ξ, C ⊢ D
Cut
Γ, B,A,∆,Ξ ⊢ D
γ
Γ, A,B,∆,Ξ ⊢ D
❙✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ▲❡s ❝❛s ❝❧és ❞é❝r✐ts ❝✐✲❞❡ss✉s ♥✬❛rr✐✈❡♥t q✉❡ r❛r❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✱
✐❧ ❢❛✉t ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛ss❡r ♣❛r ❞❡ très ♥♦♠❜r❡✉s❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✳ ❈❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❣éré❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ✿ ♦♥ ❛✉r❛✐t ❛❧♦rs ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ très ♣✉✐ss❛♥t✱
❣ér❛♥t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❧✬❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❡t ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ▲❡ r❡✈❡rs
❞❡ ❧❛ ♠é❞❛✐❧❧❡ ❡st q✉❡ s✐ ♦♥ ♥✬② ♣r❡♥❞ ♣❛s ❣❛r❞❡✱ ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s ♣❡✉✈❡♥t ♣❡r❞r❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❬▼❡❧✾✺❪✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ s✬❡♥❝♦♠❜r❡ ❞✬✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❞❡ ❜✉r❡❛✉❝r❛t✐❡✱
q✉✬♦♥ ❛✐♠❡r❛✐t é✈✐t❡r ✐❝✐ ❛✉t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥
s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧✱ q✉✐ ❣èr❡ ❝❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉✬❡st ❣éré❡
❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❡♥ λ✲❝❛❧❝✉❧✳ ■♠❛❣✐♥♦♥s q✉✬♦♥ ✈❡✉✐❧❧❡ ré❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❝♦✉♣✉r❡ ✿
✺✳✷✳ ❘➱❉❯❈❚■❖◆ ✶✹✸
π1
Γ ⊢ A
π2
∆, A ⊢ B
Cut
Γ,∆ ⊢ B
❙✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❛❝t✐✈❡✱ ♦♥ r❡t♦♠❜❡r❛ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s s✉r ✉♥❡ ❝♦✉♣✉r❡
❧♦❣✐q✉❡✱ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ♦✉ ❛①✐♦♠❡✳ ❙✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❢❛✐r❡ r❡♠♦♥t❡r π1 ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡
π2 ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ rè❣❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t A à ❣❛✉❝❤❡✱ ❛✜♥ ❞❡ r❡t♦♠❜❡r s✉r ✉♥❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❛❝t✐✈❡
s✉r A✳ ❈✬❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❞é✜♥✐r ✐❝✐✳ ❙♦✐t π1 ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✬✉♥ séq✉❡♥t
Γ ⊢ A ❡t π2 ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ∆ ⊢ B✱ ❛✈❡❝ A ∈ ∆✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t π2[π1/A] ❝♦♠♠❡ ❡♥ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ♣❛r
✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r π2✳ ❈♦♠♠❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❣❛r❞❡ q✉❡ π2[π1/A] ❡st ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
Γ,∆ \A ⊢ B✱ ♦ù ∆ \A ❡st ∆ ❞✬♦ù ♦♥ ❛ ôté ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ A s✉❜st✐t✉é❡✳
✕ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛❝t✐✈❡ ✿ s✐ ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ✭✐✳❡✳ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té✮
❡st ❛❝t✐✈❡✳
„ π2
∆, A ⊢ B
«»
π1
Γ ⊢ A
/A
–
=
π1
Γ ⊢ A
π2
∆, A ⊢ B
Cut
Γ,∆ ⊢ B
❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛❝t✐✈❡✳
✕ ❆①✐♦♠❡✳
“
ax
A ⊢ A
”» π1
Γ ⊢ A
/A
–
=
π1
Γ ⊢ A
✕ ❈♦✉♣✉r❡✳
✕ ❙✐ A ∈ ∆ ✿
0
@
π2
∆ ⊢ B
π3
Ξ, B ⊢ C
Cut
∆,Ξ ⊢ C
1
A» π1
Γ ⊢ A
/A
–
=
π2[π1/A]
Γ,∆ \A ⊢ B
π3
Ξ, B ⊢ C
Cut
Γ,∆ \A,Ξ ⊢ C
✕ ❙✐ A ∈ Ξ ✿
0
@
π2
∆ ⊢ B
π3
Ξ, B ⊢ C
Cut
∆,Ξ ⊢ C
1
A» π1
Γ ⊢ A
/A
–
=
π2
∆ ⊢ B
π3[π1/A]
Γ,Ξ \A,B ⊢ C
Cut
∆,Γ,Ξ \A ⊢ C
============ S
Γ,∆,Ξ \A ⊢ C
✕ ❈♦♥tr❛❝t✐♦♥✳
✕ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ s✉r ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥tr❛❝té❡ ✿
0
@
π2
∆, A1, A2,Ξ ⊢ B
C
∆, A,Ξ ⊢ B
1
A» π1
Γ ⊢ A
/A
–
=
(π2[π1/A1])[π1/A2]
Γ,Γ,∆,Ξ ⊢ B
=========== S
Γ,∆,Ξ ⊢ B
✕ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ s✉r ❢♦r♠✉❧❡ ♥♦♥ ❝♦♥tr❛❝té❡ ✿
0
@
π2
∆, B,B,Ξ ⊢ C
C
∆, B,Ξ ⊢ C
1
A» π1
Γ ⊢ A
/A
–
=
π2[π1/A]
Γ,∆ \A,B,B,Ξ ⊢ C
C
Γ,∆ \A,B,Ξ ⊢ C
✕ ❆✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t
✶✹✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❯◆❊ ▲❖●■◗❯❊ ❆❱❊❈ P❖■◆❚❙ ❋■❳❊❙ ✿ µLJ
✕ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ s✉r ❢♦r♠✉❧❡ ❛✛❛✐❜❧✐❡ ✿
0
@
π2
∆,Ξ ⊢ B
W
∆, A,Ξ ⊢ B
1
A» π1
Γ ⊢ A
/A
–
=
π2
∆,Ξ ⊢ B
========= S
Γ,∆,Ξ ⊢ B
✕ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ s✉r ❢♦r♠✉❧❡ ♥♦♥ ❛✛❛✐❜❧✐❡ ✿
0
@
π2
∆,Ξ ⊢ C
W
∆, B,Ξ ⊢ C
1
A» π1
Γ ⊢ A
/A
–
=
π2[π1/A]
Γ,∆ \A,Ξ ⊢ C
W
Γ,∆ \A,B,Ξ ⊢ C
✕ ➱❝❤❛♥❣❡✳
✕ ❙✐ A ❡st ♣❛r♠✐ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s é❝❤❛♥❣é❡s ✿
0
@
π2
∆′ ⊢ B
γ
∆ ⊢ B
1
A» π1
Γ ⊢ A
/A
–
=
π2[π1/A]
Γ,∆ \A ⊢ B
✕ ❙✐ A ♥✬❡st ♣❛s ♣❛r♠✐ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s é❝❤❛♥❣é❡s ✿
0
@
π2
∆′ ⊢ B
γ
∆ ⊢ B
1
A» π1
Γ ⊢ A
/A
–
=
π2[π1/A]
Γ,∆′ \A ⊢ B
γ
Γ,∆ \A ⊢ B
✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✢è❝❤❡ à ❞r♦✐t❡✳
0
@
π2
∆, B ⊢ C
⇒r
∆ ⊢ B ⇒ C
1
A» π1
Γ ⊢ A
/A
–
=
π2[π1/A]
Γ,∆ \A,B ⊢ C
⇒r
Γ,∆ \A ⊢ B ⇒ C
✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✢è❝❤❡ à ❣❛✉❝❤❡✳
✕ ❙✐ A ∈ ∆ ✿
0
@
π2
∆ ⊢ B
π3
Ξ, C ⊢ D
⇒l
∆,Ξ, B ⇒ C ⊢ D
1
A» π1
Γ ⊢ A
/A
–
=
π2[π1/A]
Γ,∆ \A ⊢ B
π3
Ξ, C ⊢ D
⇒l
Γ,∆ \A,Ξ, B ⇒ C ⊢ D
✕ ❙✐ A ∈ Ξ ✿
0
@
π2
∆ ⊢ B
π3
Ξ, C ⊢ D
⇒l
∆,Ξ, B ⇒ C ⊢ D
1
A» π1
Γ ⊢ A
/A
–
=
π2
∆ ⊢ B
π3[π1/A]
Γ,Ξ \A,C ⊢ D
⇒l
∆,Γ,Ξ \A,B ⇒ C ⊢ D
================== S
Γ,∆,Ξ \A,B ⇒ C ⊢ D
✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ 0 à ❣❛✉❝❤❡✳ ■♠♣♦ss✐❜❧❡✱ rè❣❧❡ s❛♥s ❝♦♥t❡①t❡✳
✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ 1 à ❣❛✉❝❤❡✳
0
@
π2
∆ ⊢ B
1l
∆, 1 ⊢ B
1
A» π1
Γ ⊢ A
/A
–
=
π2[π1/A]
Γ,∆ \A ⊢ B
1l
Γ,∆ \A, 1 ⊢ B
✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ 1 à ❞r♦✐t❡✳ ■♠♣♦ss✐❜❧❡✱ rè❣❧❡ s❛♥s ❝♦♥t❡①t❡✳
✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t à ❞r♦✐t❡✳
✕ ❙✐ A ∈ ∆ ✿
✺✳✷✳ ❘➱❉❯❈❚■❖◆ ✶✹✺
0
@
π2
∆ ⊢ B
π3
Ξ ⊢ C
×r
∆,Ξ ⊢ B × C
1
A» π1
Γ ⊢ A
/A
–
=
π2[π1/A]
Γ,∆ \A ⊢ B
π3
Ξ ⊢ C
×r
Γ,∆ \A,Ξ ⊢ B × C
✕ ❙✐ A ∈ Ξ
0
@
π2
∆ ⊢ B
π3
Ξ ⊢ C
×r
∆,Ξ ⊢ B × C
1
A» π1
Γ ⊢ A
/A
–
=
π2
∆ ⊢ B
π3[π1/A]
Γ,Ξ \A ⊢ C
×r
∆,Γ,Ξ \A ⊢ B × C
================ S
Γ,∆,Ξ \A ⊢ B × C
✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t à ❣❛✉❝❤❡✳
0
@
π2
∆, B,C ⊢ D
×l
∆, B × C ⊢ D
1
A» π1
Γ ⊢ A
/A
–
=
π2[π1/A]
Γ,∆ \A,B,C ⊢ D
×l
Γ,∆ \A,B × C ⊢ D
✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ à ❞r♦✐t❡✳
0
@
π2
∆ ⊢ B ←−
+r
∆ ⊢ B + C
1
A» π1
Γ ⊢ A
/A
–
=
π2[π1/A]
Γ,∆ \A ⊢ B ←−
+r
Γ,∆ \A ⊢ B + C
✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ à ❞r♦✐t❡✳
0
@
π2
∆ ⊢ C −→
+r
∆ ⊢ B + C
1
A» π1
Γ ⊢ A
/A
–
=
π2[π1/A]
Γ,∆ \A ⊢ C −→
+r
Γ,∆ \A ⊢ B + C
✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ à ❣❛✉❝❤❡✳
✕ ❙✐ A ∈ ∆ ✿
0
@
π2
∆, B ⊢ D
π3
Ξ, C ⊢ D
+l
∆,Ξ, B + C ⊢ D
1
A» π1
Γ ⊢ A
/A
–
=
π2[π1/A]
Γ,∆ \A,B ⊢ D
π3
Ξ, C ⊢ D
+l
Γ,∆ \A,Ξ, B + C ⊢ D
✕ ❙✐ A ∈ Ξ
0
@
π2
∆, B ⊢ D
π3
Ξ, C ⊢ D
+l
∆,Ξ, B + C ⊢ D
1
A» π1
Γ ⊢ A
/A
–
=
π2
∆, B ⊢ D
π3[π1/A]
Γ,Ξ \A,C ⊢ D
+l
∆,Γ,Ξ \A,B + C ⊢ D
================== S
Γ,∆,Ξ \A,B + C ⊢ D
✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ µ à ❞r♦✐t❡✳
0
@
π2
∆ ⊢ T (µX.T )
µr
∆ ⊢ µX.T
1
A» π1
Γ ⊢ A
/A
–
=
π2[π1/A]
Γ,∆ \A ⊢ T (µX.T )
µr
Γ,∆ \A ⊢ µX.T
✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ µ à ❣❛✉❝❤❡✳
0
@
π2
∆, T (B) ⊢ B
µl
∆, µX.T ⊢ B
1
A» π1
Γ ⊢ A
/A
–
=
π2[π1/A]
Γ,∆ \A, T (B) ⊢ B
µl
Γ,∆ \A,µX.T ⊢ B
✶✹✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❯◆❊ ▲❖●■◗❯❊ ❆❱❊❈ P❖■◆❚❙ ❋■❳❊❙ ✿ µLJ
✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ν à ❣❛✉❝❤❡✳
0
@
π2
∆, T (νX.T ) ⊢ B
νl
∆νX.T ⊢ B
1
A» π1
Γ ⊢ A
/A
–
=
π2[π1/A]
Γ,∆ \A, T (νX.T ) ⊢ B
νl
Γ,∆ \A, νX.T ⊢ B
✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ν à ❞r♦✐t❡✳
0
@
π2
∆, B ⊢ T (B)
νr
∆, B ⊢ νX.T
1
A» π1
Γ ⊢ A
/A
–
=
π2[π1/A]
Γ,∆ \A,B ⊢ T (B)
νr
Γ,∆ \A,B ⊢ νX.T
✕ ❋♦♥❝t❡✉r ♣♦s✐t✐❢✳
0
@
π2
∆, B ⊢ C
[P ]
∆, P (B) ⊢ P (C)
1
A» π1
Γ ⊢ A
/A
–
=
π2[π1/A]
Γ,∆ \A,B ⊢ C
[P ]
Γ,∆ \A,P (B) ⊢ P (C)
✕ ❋♦♥❝t❡✉r ♥é❣❛t✐❢✳
0
@
π2
∆, C ⊢ B
[N ]
∆, N(B) ⊢ N(C)
1
A» π1
Γ ⊢ A
/A
–
=
π2[π1/A]
Γ,∆ \A,C ⊢ B
[N ]
Γ,∆ \A,N(B) ⊢ N(C)
➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ✜♥❛❧✐s❡r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉r µLJ ✱ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t
❧❛ rè❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✭❙✉❜✮ ❙✐ ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ♥♦♥ ❛❝t✐✈❡ ✿
π1
Γ ⊢ A
π2
∆, A ⊢ B
Cut
Γ,∆ ⊢ B
 
π2[π1/A]
Γ,∆ ⊢ B
❘é❞✉❝t✐♦♥ ❡t rè❣❧❡s ❛✛❛✐❜❧✐❡s✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s rè❣❧❡s
❛✛❛✐❜❧✐❡s ❝♦♠♠❡ é❣❛❧❡♠❡♥t éq✉✐♣é❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✳ ▲❛ ❧♦❣✐q✉❡ µLJ ❛✛❛✐❜❧✐❡ ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥  ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❆✉❝✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♥❡ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ µl, µr, νl ♦✉ νr
✭❜✐❡♥ s✉r✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ❧❡s ❞✉♣❧✐q✉❡r✮✱ ❛✐♥s✐ s✐ π ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s s❛♥s ❝♦♥t❡①t❡✱ ❝❡ s❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡ π′✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs
♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ✭❋✐①✮✱ ❡t ❡❧❧❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ ❧❡s rè❣❧❡s µl ❡t νr ré❞✉✐t❡s ❞é♣❡♥❞❛✐❡♥t ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡✳
✺✳✷✳✷ ❈♦✉♣✉r❡s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s
▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣rés❡♥té ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❜✐❡♥ q✉✬❛ss❡③ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣❧❡t✳
❊①♣♦s♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ❝♦✉♣✉r❡s q✉✬✐❧ ♥❡ ré❞✉✐t ♣❛s✱ ❡t ❥✉st✐✜♦♥s ❧❡s ❝❤♦✐① ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ q✉✐ ♦♥t
❛♠❡♥é à ❝❡s ❛❜s❡♥❝❡s✳ P♦✉r q✉✬✉♥❡ ❝♦✉♣✉r❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ré❞✉❝t✐❜❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉✬❡❧❧❡
s♦✐t ❛❝t✐✈❡✱ s✐♥♦♥ ♦♥ ❧❛♥❝❡r❛✐t ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❊①❛♠✐♥♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉♣✉r❡s ❛❝t✐✈❡s
♣♦ss✐❜❧❡s✳ P❛rt♦♥s ❞✬✉♥❡ ❝♦✉♣✉r❡ ✿
✺✳✷✳ ❘➱❉❯❈❚■❖◆ ✶✹✼
π1
Γ ⊢ A
π2
∆, A ⊢ B
Cut
Γ,∆ ⊢ B
❙✐ π2 ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❣❛✉❝❤❡✳ P❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❝❛s✳ ❙✐ π1
❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❞r♦✐t❡✱ ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦✉♣✉r❡
❧♦❣✐q✉❡ ❡t s❡ ré❞✉✐t s❛♥s ❡♥❝♦♠❜r❡✳ ❙✐ π1 ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥❡ rè❣❧❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ♦✉ ❛①✐♦♠❡✱ ❧❛
❝♦✉♣✉r❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦✉♣✉r❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ♦✉ ❛①✐♦♠❡ ❡t s❡ ré❞✉✐t s❛♥s ❡♥❝♦♠❜r❡✳ ❙✐
π1 ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❣❛✉❝❤❡✱ ♣❛s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ ❝❛s
♥✬❛rr✐✈❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ ✭❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ s②stè♠❡
T ✮✱ ❡t ♥❡ ❜❧♦q✉❡r❛ ❥❛♠❛✐s ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡✱ ré❞✉❝t✐♦♥ q✉❡ s✐♠✉❧❡r❛ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉①✳
❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛✐sé♠❡♥t r❛❥♦✉t❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❡t ❧❡s ✈❛❧✐❞❡r ♣❛r ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♠❛✐s ♦♥
♣ré❢èr❡ é✈✐t❡r ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❞é❥à ❜✐❡♥ ❛ss❡③ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ ❝❛s ❝♦♠♣r❡♥❞
❧❛ ❝♦✉♣✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
π1
Γ, T (A) ⊢ A
µl
Γ, µX.T ⊢ A
π2
∆, A ⊢ B
Cut
Γ, µX.T,∆ ⊢ B
❖r✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ ❡s♣♦✐r ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❝❡tt❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❛ s❡✉❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r q✉❡ π2 ♣✉✐ss❡ r❡♠♦♥t❡r ❞❛♥s π1 ❡t r❡♥❝♦♥tr❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡
A s❡r❛✐t ❞✬❛✉t♦r✐s❡r ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
π
Γ, T (A) ⊢ A
µl
Γ, µX.T ⊢ A
 
π
Γ, T (A) ⊢ A
µl
Γ, µX.T ⊢ A
[T ]
Γ, T (µX.T ) ⊢ T (A)
coµl
Γ, µX.T ⊢ T (A)
π
Γ, T (A) ⊢ A
Cut
Γ, µX.T,Γ ⊢ A
============ S
Γ, µX.T ⊢ A
❖ù coµl ❡st ❧❛ rè❣❧❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ µr✱ ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❞❛♥s µLJ ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳ ❈❡tt❡
❡①♣❛♥s✐♦♥ ❡st ✈❛❧✐❞é❡ ♣❛r ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ✿ ❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ très ♣ré❝✐sé♠❡♥t à ✉♥❡ 2✲❝❡❧❧✉❧❡ ❞❛♥s
❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ π1 ❡t π2✱ ❛✉ ♣r✐①
❞✬✉♥❡ é✈✐❞❡♥t❡ r✉♣t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ µMALL ❬❇▼✵✼❪✱ ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té
❡st ❝♦♥t♦✉r♥é❡ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❝❡tt❡ ❝♦✉♣✉r❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ µl✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛✐t
❞❛♥s µLJ à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ rè❣❧❡ µl ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Γ, T (A) ⊢ A ∆, A ⊢ B
µ′l
Γ,∆, µX.T ⊢ B
❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ré❝✉♣ér❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ✓❝♦✉♣✉r❡s✔✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡
s❛♥s ✓❝♦✉♣✉r❡✔ ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ s②stè♠❡ ♥❡ s❛t✐s❢❡r❛✐t ♣❛s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡ ♥✐ ❛✉❝✉♥❡
❞❡s ♣r♦♣r✐étés str✉❝t✉r❡❧❧❡s ✉s✉❡❧❧❡s ❞❡s ♣r❡✉✈❡s s❛♥s ❝♦✉♣✉r❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥ ❧✐♠✐t❡ ❧✬✐♥térêt ✐❝✐✳
❙✐ π2 ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛✉tr❡ rè❣❧❡✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬❛❝t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡ ♥❡ ❧❛✐ss❡
q✉❡ ❞❡✉① ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❝❡❧✉✐ ♦ù π2 ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ✭♦♥ ❛ ✈✉ q✉✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ❧❡ ❢❛✐r❡✱
✶✹✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❯◆❊ ▲❖●■◗❯❊ ❆❱❊❈ P❖■◆❚❙ ❋■❳❊❙ ✿ µLJ
✈♦✐r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✮ ❡t ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥ ❞❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ r❡st❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù
π2 ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ νr✱ ❡t ♦ù ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ A ❝♦✉♣é❡ s❡rt ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❝♦✐♥❞✉❝t✐✈❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s✉✐✈❛♥t ✿
π1
Γ ⊢ A
π2
∆, A ⊢ T (A)
νr
∆, A ⊢ νX.T
Cut
Γ,∆ ⊢ B
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❜❧♦q✉é❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ ❝❛s ❡st ❞✉❛❧ ❞✉ ❝❛s
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐té ♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ µl✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞✬❡s♣♦✐r ❞❡ ❞é❜❧♦q✉❡r ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡ t❛♥t
q✉❡ ❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ν à ❞r♦✐t❡ ♥✬❛ ♣❛s r❡♥❝♦♥tré ✉♥ ν à ❣❛✉❝❤❡✳ ▲✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐❝✐ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛
♣❛r❡ss❡ ✿ ✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ q✉❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❝♦✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡
é✈❛❧✉❛t✐♦♥ str✐❝t❡ ♠è♥❡ à ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳
◆♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ▼ê♠❡ s✐ ❝❡s rè❣❧❡s ♦♥t été ❝♦♥ç✉❡s ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ q✉✐ t❡r✲
♠✐♥❡✱ ♦♥ ♥❡ ❧❡ ♣r♦✉✈❡r❛ ♣❛s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❖♥ ❞é❢❡♥❞ ❡♥ ❢❛✐t ❧✬✐❞é❡ q✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ à
✈❡♥✐r ❞❡ ❝❡s séq✉❡♥ts ♣❛r ❞❡s str❛té❣✐❡s t♦t❛❧❡s ✈❛✉t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ q✉✬✉♥ rés✉❧t❛t s②♥t❛①✐q✉❡ ❞❡
♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs r❛✐s♦♥s ✿
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st q✉❡ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛ ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✸✱ ❧❛ ❞é✜♥✐ss❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡s str❛té❣✐❡s
♦❜t❡♥✉❡s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s ❞❛♥s µLJ ❛✉ ♣r✐① ❞✬✉♥
♣❛ss❛❣❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s②♥t❛①❡ ✐♥✜♥✐t❛✐r❡✱ ❝❡ q✉✬❛✉❝✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ s✉r ❧❛ s②♥t❛①❡ ✜♥✐t❛✐r❡ ❞❡
µLJ ♥❡ ♣♦✉rr❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐r❛ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r
é✈❛♥✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞✬✉♥ séq✉❡♥t Γ ⊢ A s❛♥s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ µ ♦✉ ❞❡ ν✳
❊♥✜♥✱ r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♦♥ s✬❡st ❛♣♣✉②és s✉r ❧❡
❢❛✐t q✉❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ str❛té❣✐❡s ✐♥♥♦❝❡♥t❡s ❡♥tr❡t✐❡♥t ❞❡s ❧✐❡♥s très ❢♦rts ❛✈❡❝ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ❞❛♥s ❧❛ s②♥t❛①❡ ❬❉❍❘✾✻❜❪✱ ❛✐♥s✐ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ str❛té❣✐❡s
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❥❡✉① ❞❡ µLJ r❡✈✐❡♥t à ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ✭♥♦♥ ❞é✜♥✐❡
❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✮ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ s✉r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ µLJ ✳
✺✳✸ ❊①♣r❡ss✐✈✐té
P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❡t ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r s♦♥ ❛s♣❡❝t ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ♦♥
❞♦♥♥❡ ✉♥❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ T ❞❡ ●ö❞❡❧ ❞❛♥s µLJ ❡t ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡✳ ❖♥
r❛♣♣❡❧❧❡ s✉❝❝✐♥t❡♠❡♥t ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❡t ❞❡s t②♣❡s✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡ ♣❡✉t êtr❡
tr♦✉✈é❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬●❚▲✽✾❪✳
✺✳✸✳✶ ◗✉♦t✐❡♥t str✉❝t✉r❡❧
▲❡ s②stè♠❡ T ❡t µLJ ❣èr❡♥t ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ ✿ ❧à ♦ù µLJ ❣❛r❞❡
✉♥ ❝♦♥trô❧❡ très ❡①♣❧✐❝✐t❡ s✉r s♦♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❡t s✉r ❧✬♦r❞r❡ ❡t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉✐ ②
❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✱ ❧❡ s②stè♠❡ T ♥❡ s✬♦❝❝✉♣❡ q✉❡ ❞❡s ♥♦♠s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡
❝♦♥t❡①t❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❡♥❞r♦✐t ❞✉ t❡r♠❡ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t
s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ✿ ❝✬❡st ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s µLJ ✱ ♦ù ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r à
✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞✬❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥ts✱ ❛✜♥ q✉✬✐❧ r❡st❡ ❥✉st❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ✉t✐❧✐s❡r✳
❇✐❡♥ sûr✱ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❛♠è♥❡r❛ q✉❡❧q✉❡s s✉❜t✐❧✐tés ❧♦rs ❞❡ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ s②s✲
tè♠❡ T ❞❛♥s µLJ ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ t♦✉t❡ ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡✱
✺✳✸✳ ❊❳P❘❊❙❙■❱■❚➱ ✶✹✾
❡t ✐❧ s❡ tr♦✉✈❡ q✉❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ T ❞❛♥s µLJ ♥❡ s❡r❛ ✈❛❧✐❞❡ q✉✬à r❡♠❛♥✐❡♠❡♥t ❞❡
❝❡tt❡ ❝♦✉❝❤❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ♣rès✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ≃ s✉r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s✱ ❞é✲
✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ r❡✢❡①✐✈❡✱ tr❛♥s✐t✐✈❡✱ s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❝♦♥t❡①t✉❡❧❧❡ ❞❡s ❞❡✉① r❡❧❛t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❙✐ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s S ❡t S′ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡✉✈❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ❧❛
♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ σ : |∆| → |Γ|✱ ❛❧♦rs ✿
π
∆ ⊢ A
===== S
Γ ⊢ A
≃
π
∆ ⊢ A
===== S′
Γ ⊢ A
✕ ❙✐ π ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❡ π′ ♣❛r ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❡t ✉♥❡ rè❣❧❡ str✉❝✲
t✉r❡❧❧❡ ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❛❧♦rs π ≃ π′✳
❈❡ q✉♦t✐❡♥t ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ✿ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s❝❡♥❞r❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡s rè❣❧❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s
❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ♣✉✐s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡♥❣❡♥❞ré❡s s✉r ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t
✈ér✐✜❡r q✉❡ ≃ ❡st ❞é❥à ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ r❡✢❡①✐✈❡✱ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❡t s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
ré❞✉❝t✐♦♥ ✱ ❛✐♥s✐ ❝❡tt❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♥❡ r❛❥♦✉t❡ r✐❡♥ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ µLJ ✳ ◆♦t♦♥s
q✉✬♦♥ ♥❡ ❧❡ ✈ér✐✜❡r❛ ♣❛s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✐❝✐✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ µLJ ✳
✺✳✸✳✷ ❘❛♣♣❡❧ ✿ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ T
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✳ ▲❡s t②♣❡s ❞✉ s②stè♠❡ T s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❛ s②♥t❛①❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
A,B ::= int | bool | A⇒ B | A×B
▲❡s t❡r♠❡s s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ✿
M,N,P ::= x | λx.M | MN | 0 | S | tt | ff | if M N P | 〈M,N〉 |
π1 M | π2 M | rec M N P
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s rè❣❧❡s ✉s✉❡❧❧❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ❛✈❡❝ ♣r♦❞✉✐ts ✿
(x : A) ∈ Γ
Γ ⊢ x : A
Γ ⊢M : B
(x : A) ∈ Γ
Γ \ (x : A) ⊢ λx.M : A⇒ B
Γ ⊢M : A⇒ B Γ ⊢ N : A
Γ ⊢ (MN) : B
Γ ⊢M : A Γ ⊢ N : B
Γ ⊢ 〈M,N〉 : A×B
Γ ⊢M : A×B
Γ ⊢ π1 M : A
Γ ⊢M : A×B
Γ ⊢ π2 M : B
❆✉①q✉❡❧❧❡s ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
Γ ⊢ 0 : int Γ ⊢ tt : bool Γ ⊢ ff : bool
Γ ⊢M : int
Γ ⊢ S M : int
Γ ⊢ B : bool Γ ⊢M : A Γ ⊢ N : A
Γ ⊢ if B M N : A
Γ ⊢ T : A Γ ⊢M : A⇒ A Γ ⊢ N : int
Γ ⊢ rec T M N : A
✶✺✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❯◆❊ ▲❖●■◗❯❊ ❆❱❊❈ P❖■◆❚❙ ❋■❳❊❙ ✿ µLJ
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✸✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥  T s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞✉ s②stè♠❡ T ❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥✐♦♥
❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
(λx.M)N  T N [M/x]
π1〈M,N〉  T M
π2〈M,N〉  T N
if tt M N  T M
if ff M N  T N
rec T M 0  T T
rec T M (S N)  T M (rec T M N)
❖♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r ♣♦✉r ❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♥♦♥ t②♣é❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ✉s✉❡❧ ❞❡ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ s✉❥❡t✱
q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ t②♣❛❣❡ ❡st ♣rés❡r✈é ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡✉t êtr❡
✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡✱ ❡t ❝✬❡st ❡♥ ❢❛✐t ❝❡❧❧❡✲❝✐ q✉✐ s❡r❛ ✐♥t❡r♣rété❡
❞❛♥s µLJ ✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❝✐✲❞❡ss✉s à ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡
❡st ❞✐r❡❝t❡✱ à ✉♥ ❞ét❛✐❧ ♣rès ✿ ♦♥ ✜①❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ q✉❡ s✐ ♦♥ ❛ ∆ ⊢ M : B ❛✈❡❝ (x : A) ∈ ∆
❡t Γ ⊢ N : A✱ ❛❧♦rs Γ,∆ \ (x : A) ⊢ M [N/x] : B✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
♣❧❛❝❡ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à N ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ t❡r♠❡ ♦❜t❡♥✉✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡
❢❛✐t ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❛♥s µLJ ✳
✺✳✸✳✸ ❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s µLJ
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✹✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ A ❞✉ s②stè♠❡ T ✱ ♦♥ ✈❛ ❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ A⋆ ❞❡ µLJ
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
int⋆ = µX.1 +X
bool⋆ = 1 + 1
(T1 ⇒ T2)
⋆ = T ⋆1 ⇒ T
⋆
2
(T1 × T2)
⋆ = T ⋆1 × T
⋆
2
❆ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ⋆ ❞❡ µLJ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t é❧é♠❡♥t ♣❛r é❧é♠❡♥t ❧❛
tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✺✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ t②♣é Γ ⊢ M : A ❞✉ s②stè♠❡ T ✱ ❛ss♦❝✐♦♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ M⋆
❞❡ Γ⋆ ⊢ A⋆ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❖♥ ♣r❡♥❞r❛ ❧❡s ❛❜ré✈✐❛t✐♦♥s nat = µX.1+X ❡t bool = 1+1✳ ❙♦✐t M
✉♥ t❡r♠❡ ❞✉ s②stè♠❡ T ❞♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s s♦♥t ✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s Γ✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t s❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥
❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ✱ ❞és✐❣♥é❡ ♣❛r M⋆ ✭❡♥ ❧❛✐ss❛♥t Γ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✮✱ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
✕ ❱❛r✐❛❜❧❡✱ s✐ x ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ ✿
x⋆ =
ax
A ⊢ A
===== S
Γ ⊢ A
✕ ❆❜str❛❝t✐♦♥✳
(λx.M)⋆ =
M⋆
Γ ⊢ B
========== S
Γ \A,A ⊢ B
⇒r
Γ \A ⊢ A⇒ B
✺✳✸✳ ❊❳P❘❊❙❙■❱■❚➱ ✶✺✶
✕ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
(MN)⋆ =
N⋆
Γ ⊢ A
M⋆
Γ ⊢ A⇒ B
ax
A ⊢ A
ax
B ⊢ B
⇒l
A,A⇒ B ⊢ B
Cut
Γ, A ⊢ B
Cut
Γ,Γ ⊢ B
====== S
Γ ⊢ B
✕ P❛✐r❡✳
〈M,N〉⋆ =
M⋆
Γ ⊢ A
N⋆
Γ ⊢ B
×r
Γ,Γ ⊢ A×B
========== S
Γ ⊢ A×B
✕ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ❣❛✉❝❤❡✳
(π1M)⋆ = M
⋆
Γ ⊢ A×B
ax
A ⊢ A
W
A,B ⊢ A
×l
A×B ⊢ A
Cut
Γ ⊢ A
✕ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ❞r♦✐t❡✳
(π2M)⋆ = M
⋆
Γ ⊢ A×B
ax
B ⊢ B
W
A,B ⊢ B
×l
A×B ⊢ B
Cut
Γ ⊢ B
✕ ❱r❛✐✳
tt⋆ =
1r
⊢ 1 ←−
+r
⊢ bool
======= S
Γ ⊢ bool
✕ ❋❛✉①✳
ff⋆ =
1r
⊢ 1 −→
+r
⊢ bool
======= S
Γ ⊢ bool
✕ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❡❧❧❡✳
(if B M N)⋆ =
B⋆
Γ ⊢ bool
M⋆
Γ ⊢ A
1l
Γ, 1 ⊢ A
N⋆
Γ ⊢ A
1l
Γ, 1 ⊢ A
+l
Γ,Γ, bool ⊢ A
Cut
Γ,Γ,Γ ⊢ A
======== S
Γ ⊢ A
✕ ❩❡r♦✳
✶✺✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❯◆❊ ▲❖●■◗❯❊ ❆❱❊❈ P❖■◆❚❙ ❋■❳❊❙ ✿ µLJ
0⋆ =
1r
⊢ 1 ←−
+r
⊢ 1 + nat
µr
⊢ nat
====== S
Γ ⊢ nat
✕ ❙✉❝❝❡ss❡✉r✳
(SN)⋆ =
N⋆
Γ ⊢ int −→
+r
Γ ⊢ 1 + int
µr
Γ ⊢ int
✕ ❘é❝✉rs❡✉r✳
(rec T M N)⋆ = N⋆
Γ ⊢ int
T ⋆
Γ ⊢ A
1l
Γ, 1 ⊢ A
M⋆
Γ ⊢ A⇒ A
ax
A ⊢ A
ax
A ⊢ A
⇒l
A,A⇒ A ⊢ A
Cut
Γ, A ⊢ A
+l
Γ,Γ, 1 +A ⊢ A
µl
Γ,Γ, int ⊢ A
Cut
Γ,Γ,Γ ⊢ A
======== S
Γ ⊢ A
❆✈❛♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t ♠❡ttr❡ ❡♥
r❡❧❛t✐♦♥ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝❛❧❝✉❧s ✿
▲❡♠♠❡ ✺✳✸✳✶✳ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① t❡r♠❡s ∆ ⊢M : B ❛✈❡❝ (x : A) ∈ ∆ ❡t Γ ⊢ N : A✳ ❆❧♦rs ✿
(M [N/x])⋆ ≃M⋆[N⋆/A]
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r M ✱ ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✸✳✷✳ ❈❡tt❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ à ≃ ♣rès✱ ✐✳❡✳ s✐ M  T N ✱ ❛❧♦rs
M⋆  ∗ N ′ ♦ù N ′ ≃ N⋆✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✉♥❡ à ✉♥❡✳ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st
✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✺✳✸✳✶✱ ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s s❡ ✈ér✐✜❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✱ ♣❛r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧
❢❛st✐❞✐❡✉① ♠❛✐s ❞✐r❡❝t✳
➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ≃ ❡st ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❣é♥éré❡ ♣❛r  ✱
♦♥ ♣❡✉t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ q✉❡ t♦✉t ♠♦❞è❧❡ ❞❡ µLJ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉
s②stè♠❡ T ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡r❛ ♣❧✉s t❛r❞ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❥❡✉①✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ µLJ
s❡r❛ ✐♥t❡r♣rété❡ ♣❛r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❀ ❞♦♥❝ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♦♥ s❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t
❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ t♦t❛❧❡ à ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❞✉ s②stè♠❡ T ✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✻
❙é♠❛♥t✐q✉❡ ❝❛té❣♦r✐q✉❡ ❞❡ µLJ
❙♦♠♠❛✐r❡
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✻✳✹ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✽
✻✳✹✳✶ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✽
✻✳✹✳✷ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✶
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ✈❛ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬✐♥t❡r♣rét❛✲
t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡ µLJ ✳ P♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛té❣♦r✐q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ µLJ ✱ ♦♥ tr❛✐t❡r❛ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ µLJ ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
r❡str❡✐♥t❡ ❛✉① rè❣❧❡s ❛✛❛✐❜❧✐❡s ♣rés❡♥té❡s ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✶✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡r❛ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡
❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ❢♦rts✱ q✉✐ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s rè❣❧❡s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡ µLJ ❞❡ ❢❛ç♦♥
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡✉r ré❞✉❝t✐♦♥✳
✻✳✶ ❈❛té❣♦r✐❡s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t µ✲❢❡r♠é❡s
❙✐ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛✛❛✐❜❧✐❡ ❞❡ µLJ ✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r
❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ❧✐❣♥❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ µ✲❝❛❧❝✉❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❛♥s ❧❡s
❝❛té❣♦r✐❡s µ✲❜✐❝♦♠♣❧èt❡s ❬❙❛♥✵✷❜❪✳
■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ C ❡st ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r✲
♠é❡ ❡t ❛ ❧❡s ❝♦♣r♦❞✉✐ts ❢❛✐❜❧❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧s ✿ ❝✬❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡✶ ❞❡ LJ ✳ ❙✐ X ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐
✶❆ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❜✐❡♥ sûr✱ q✉❡ ♥♦tr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ LJ ♥❡ ❝♦♠♣r❡♥♥❡ ♣❛s ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ [f |g];h = [f ;h|g;h]✳ ❙✐♥♦♥ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t q✉❡ C s♦✐t ❜✐❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ❥✉st✐✜é ❞❛♥s ❧❛
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✻ ♦♥ ❛✉r❛✐t ❛❧♦rs ♣❡✉ ❞✬❡s♣♦✐r ❞✬❡♥ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ❥❡✉①✳
✶✺✸
✶✺✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❈❆❚➱●❖❘■◗❯❊ ❉❊ µLJ
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✱ ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r CX ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ |X | ❝♦♣✐❡s ❞❡ C✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡st ❤❛❜✐t✉❡❧ ❞✬✐♥✲
t❡r♣rét❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ F ❞❡ LJ ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❝❤♦✐s✐❡s ❞❛♥s X ♣❛r ✉♥ ❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉r ✿
JF K : (Cop × C)X → C
■♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ X ❝❤♦✐s✐✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t
❞♦♥❝ é❝r✐r❡ JF KX ♠❛✐s ♦♥ s✬❡♥ ♣❛ss❡r❛ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s
❛♠❜✐❣✉✳ ❙✐ F ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝❧♦s❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ss✐♠✐❧❡r❛ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t JF K∅ ❡t s♦♥ ♦❜❥❡t
✐♠❛❣❡ JF K∅() ∈ C0✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♥❡ s♦♥t q✉❡ ❞❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ ♦♥
s✬✐♥tér❡ss❡r❛ t♦✉❥♦✉rs à ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❝❧♦s❡s ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st s✉r ❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s
❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s✳
❈❡tt❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s s✬ét❡♥❞ ❡♥ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s à
✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ µLJ ❞❛♥s C✱ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ q✉✐ s✉✐t✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✶ ✭■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✮✳ ❙♦✐t C ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡ ♠✉♥✐❡ ❞❡ ❝♦♣r♦❞✉✐ts
❢❛✐❜❧❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧s✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ µLJ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
✕ J0KX ❡st ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t é❣❛❧ à 0✱ ♦ù 0 ❡st ❧✬♦❜❥❡t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ C ❀
✕ J1KX ❡st ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t é❣❛❧ à 1✱ ♦ù 1 ❡st ❧✬♦❜❥❡t t❡r♠✐♥❛❧ ❞❡ C ❀
✕ JS × T KX = JSKX × JT KX ❀
✕ JS + T KX = JSKX + JT KX ❀
✕ JS ⇒ T KX = JSKX ⇒ JT KX
✕ JµX.T KX\{X} ❡st✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣❛r❛♠étré❡ ❞❡ JT KX ✳
✕ JνX.T KX\{X} ❡st✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱ ❧❛ ❝♦❛❧❣è❜r❡ t❡r♠✐♥❛❧❡ ♣❛r❛♠étré❡ ❞❡ JT KX ✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ❝❛s✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ µX.T ♥✬❡st ✈❛❧✐❞❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ X 6∈ fv−(T )✱
❛✉ss✐ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ JT KX ♣❡✉t s❡ ♠❡ttr❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ C × (Cop × C)X\{X}✱ ❡t ❝✬❡st ✈✐s✲à✲
✈✐s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ q✉✬♦♥ ♣r❡♥❞ ❧✬é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣❛r❛♠étré❡ ♦✉ ❝♦❛❧❣è❜r❡ t❡r♠✐♥❛❧❡
♣❛r❛♠étré❡✳
❈❛té❣♦r✐❡s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t µ✲❢❡r♠é❡s✳ ▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t µ✲❢❡r♠é❡s s♦♥t ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡s
♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✷ ✭❈❛té❣♦r✐❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t µ✲❢❡r♠é❡✮✳ ❙♦✐t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡
❡t ♠✉♥✐❡ ❞❡ ❝♦♣r♦❞✉✐ts ❢❛✐❜❧❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧s✳ C ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t µ✲❢❡r♠é❡ s✐ J−K ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
t♦t❛❧❡✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ C ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t µ✲❢❡r♠é❡ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞✬❛❧❣è❜r❡s ✐♥✐✲
t✐❛❧❡s ❡t ❝♦❛❧❣è❜r❡s ✜♥❛❧❡s ♣♦✉r ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ µLJ ✳ ❖♥ ❛ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✳ ❖♥ ♣❡✉t ét❡♥❞r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ J−K ❡♥ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s
✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ t♦✉t❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t µ✲❢❡r♠é❡ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❞❡s rè❣❧❡s ❛✛❛✐❜❧✐❡s ❞❡ µLJ ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♥❡ ♣r♦✉✈❡ ♣❛s ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❞é❝♦✉❧❡r❛ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞✉
t❤é♦rè♠❡ s✉r ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s µ✲❢❡r♠é❡s ❣é♥ér❛❧❡s✳
❊①❡♠♣❧❡✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ E ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❋P❈ ❞❛♥s ❬▼❝❈✵✵❪ ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t µ✲❢❡r♠é❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♠✐♥✐♠❛✉① ✭✐♥tr♦❞✉✐ts ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✮ s♦♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s
❛❧❣è❜r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❝♦❛❧❣è❜r❡s t❡r♠✐♥❛❧❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ♣♦✉r
❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs s②♥t❛①✐q✉❡s s♦♥t éq✉✐♣és ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥ts ♠✐♥✐♠❛✉① s❡r❛ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t µ✲❢❡r♠é❡✱
✻✳✷✳ ❘❊▲➮❱❊▼❊◆❚ ➚ CΓ ✶✺✺
❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s✳ ❚♦✉s ❝❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❞é❣é♥érés✱ ❛✉ s❡♥s
q✉✬✐❧s ❛ss✐♠✐❧❡♥t ❛❧❣è❜r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❝♦❛❧❣è❜r❡s t❡r♠✐♥❛❧❡s ✿ µ ❡t ν ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐r❛ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❥❡✉① ♥♦♥ ❞é❣é♥éré ❡♥ ❛ss✉r❛♥t ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥
❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❝♦❛❧❣è❜r❡s t❡r♠✐♥❛❧❡s ✈✐❛ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❣❛✐♥✳
❈❛r❛❝tèr❡ ♥♦♥ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡✳ ◆♦t♦♥s ❡♥ ♣❛ss❛♥t q✉❡ Ens ♥✬❡st ♣❛s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t µ✲❢❡r♠é❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦s♦♥s 2 = 1 + 1✳ ❚♦✉t❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t µ✲❢❡r♠é❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ µX.(X ⇒ 2) ⇒ 2✳ ❉❛♥s Ens✱ ❝❡tt❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ s❡r❛✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ E
✈ér✐✜❛♥t ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ (E ⇒ {0, 1})⇒ {0, 1} ∼= E✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ✿
P(P(E)) ∼= E
❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s é✈✐❞❡♥t❡s ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ❞❡
♥♦♠❜r❡✉① ❛✉t❡✉rs s❡ r❡str❡✐❣♥❡♥t ❛✉① ❢♦r♠✉❧❡s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s ❬❈❉✾✹✱ ❆❆✾✾❪✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉✬❛✉❝✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ ♥✬❛♣♣❛r❛ît à ❣❛✉❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ✢è❝❤❡✳ ❖♥ s❡ ♣❛ss❡ ✐❝✐ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥
♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❥❡✉① s✬❛❝❝♦♠♠♦❞❡ s❛♥s ♠❛❧ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♥♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✳
✻✳✷ ❘❡❧è✈❡♠❡♥t à CΓ
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s✱ ♦♥ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t CΓ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❝♦✲❑❧❡✐s❧✐ ❞❡
❧❛ ❝♦♠♦♥❛❞❡ Γ×− ✿ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞♦♥t ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ♦♥t ❞❡s ✓✈❛r✐❛❜❧❡s
❧✐❜r❡s✔ ❞❛♥s Γ✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ♣♦✉r ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s
✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡✱ ✈♦✐r ❬▲❙✽✽❪✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ à ❧✬✐♥t❡r♣rét❛✲
t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡ µLJ ✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ✈❛ ❧❡ ✈♦✐r✱ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡s
❢♦♥❝t❡✉rs s✉r CΓ✳
✻✳✷✳✶ ❋♦♥❝t❡✉rs ❢♦rts
P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ r❡str❡✐❣♥♦♥s✲♥♦✉s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r
t❡♠♣s ❛✉① ❢♦♥❝t❡✉rs ❝♦✈❛r✐❛♥ts✳ ❖♥ ❛✐♠❡r❛✐t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✐❝✐ ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
rè❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♦ù P ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ µLJ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ X ∈ fv+(P )✳
Γ, A ⊢ B
[P ]
Γ, P (A) ⊢ P (B)
◆é❝❡ss✐té ❞❡s r❡❧è✈❡♠❡♥ts✳ ❖♥ ❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡
❢❛✐❜❧❡♠❡♥t µ✲❢❡r♠é❡ C✱ t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ P ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡
♣❛r ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r JP K : C → C✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ✐♠♠é❞✐❛t ❞❡ s❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ q✉✬✐♥t❡r♣rét❡r ❧❛ rè❣❧❡
❝✐✲❞❡ss✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❡①✐❣❡r ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ JP K s✉r CΓ → CΓ✳ P❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✺✱
❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t à ❡①✐❣❡r q✉❡ JP K s♦✐t éq✉✐♣é ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ✿
λ : (Γ×−)JP K → JP K(Γ×−)
❋♦r❝❡s✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ❧♦✐s ❞✐str✐❜✉t✐✈❡s θTA : Γ× T (A)→ T (Γ× A) s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ q✉❛❧✐✜é❡s ❞❡
❢♦r❝❡s✱ ❡t ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r éq✉✐♣é ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦r❝❡ ❡st ❛❧♦rs ❛♣♣❡❧é ❢♦♥❝t❡✉r ❢♦rt✳ ❈❡tt❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡
❡st ❞✉❡ à ▼♦❣❣✐ ❬▼♦❣✾✶❪✱ q✉✐ ❝♦♥s✐❞ér❛✐t ❞❡s ♠♦♥❛❞❡s ❢♦rt❡s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❛♥s ❧❡s
❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❧❡s tr♦✉✈❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s à ❞❡s ✜♥s ♣❧✉s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✉①
♥♦tr❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s r❡❧è✈❡♠❡♥ts s✉r ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s r❡❧❛t✐✈❡s à CΓ ✿ ✈♦✐r ♣❛r
✶✺✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❈❆❚➱●❖❘■◗❯❊ ❉❊ µLJ
❡①❡♠♣❧❡ ❬❈❋✾✷✱ ❈❙✾✷✱ ❈❙✾✺❪ ♣♦✉r ❞❡s ✉s❛❣❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ♦✉ ❬❆❆✾✾✱ ▼❝❈✵✵❪ ♣♦✉r ❞❡s ✉s❛❣❡s
♣❧✉s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s✷✳ ■❝✐✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r❝❡ s❡r❛ ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✶ ✭❋♦r❝❡✱ ❢♦♥❝t❡✉r ❢♦rt✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ C s♦✐t ❝❛rtés✐❡♥♥❡✱ s♦✐t T : C → C✳
❯♥❡ ❢♦r❝❡ ♣♦✉r T ❡st ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
θTA,B : A× T (B)→ T (A×B)
♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ A ❡t B ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❝♦♠♠✉t❡♥t✳
1× T (A)
θT
1,T (A)

π2
%%K
KK
KK
KK
KK
T (1×A)
T (π2)
// T (A)
(A×B)× T (C)
θTA×B,C //
αA,B,T (C)

T ((A×B)× C)
T (αA,B,C)

A× (B × T (C))
idA×θ
T
B,C ''OO
OOO
OOO
OOO
O
T (A× (B × C))
A× T (B × C)
θTA,B×C
77oooooooooooo
❯♥ ❢♦♥❝t❡✉r T : C → C ❡st ❢♦rt s✬✐❧ ❡st éq✉✐♣é ❞✬✉♥❡ ❢♦r❝❡ θ✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ Γ ∈ C0✱ (θTΓ,A)A ❡st ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❞❡ Γ×− s✉r T ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧✬❡✛❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♦♥❛❞❡ Γ × − ❡st ❝♦♥sé✲
q✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r❝❡✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ θTΓ,A ❡♥ Γ✳ P♦✉r
♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r❝❡ ♣♦✉r A = B = Γ✱ ❡t ♦♥ ♣ré❝♦♠♣♦s❡ ♣❛r δΓ × T (C)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❡
❞✐❛❣r❛♠♠❡ r❡q✉✐s ❛♣rès ✉♥❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ δΓ × T (C) ❡t θTΓ×Γ,C ✱ ♦t❡♥✉❡ ♣❛r ♥❛t✉r❛❧✐té
❞❡ θ✳
❆✐♥s✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ Γ✱ θTΓ,A ❡st ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❡t ❡♥ t❛♥t q✉❡ t❡❧❧❡ ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥ r❡❧è✈❡✲
♠❡♥t TΓ : CΓ → CΓ ❞❡ T : C → C✱ q✉✐ s❡r✈✐r❛ ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ét❡♥❞✉❡ ❞❡
❧❛ rè❣❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r✳ ❖♥ ♣❡✉t s❡ ♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❙✐
θTΓ,A ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ Γ ❡t A ❡t ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t Γ ∈ C0✱ (θ
T
Γ,A)A ❡st ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡
❞❡ Γ × − s✉r T ✱ ❛❧♦rs θ ❛❝q✉✐❡rt✲❡❧❧❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ st❛t✉t ❞❡ ❢♦r❝❡ ❄ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✐r❡❝t❡
♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ♣❛ss❡r ❡t ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ✈✉❡✱ ❧❛✐ss♦♥s ❞♦♥❝ ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥
♣ér✐♣❤ér✐q✉❡ ❡♥ s✉s♣❡♥s✳
❋♦♥❝t❡✉rs ❢❡r♠és✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ❬▼❝❈✾✻❪✮✱ ♦♥ ❝r♦✐s❡ ♣❛r❢♦✐s ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❢❡r♠é ✿ ♦♥ ❡♥ tr♦✉✈❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✳ P♦✉r ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡
❝❡tt❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ r❛♣♣❡❧♦♥s ✐❝✐ q✉❡ s✐ C ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡✱ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r T :
C → C ❡st ❢❡r♠é s✐ s♦♥ ❛❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♥❛❧✐sé❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
♥❛t✉r❡❧❧❡
θTA,B : A⇒ B → T (A)⇒ T (B)
t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ f : A → B ♦♥ ❛✐t ‘f ′; θTA,B = ‘T (f)
′✳ ❖♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡
❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡♥ ❢❛✐t à ❧✬✐♥t❡r♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡ ❞❡ ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ T s✉r CΓ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s
C(Γ×A,B) ∼= C(Γ, A⇒ B)
C(Γ× TA, TB) ∼= C(Γ, TA⇒ TB)
✷❈❡s ✉s❛❣❡s ♣❧✉s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s s❡r♦♥t ❞✐s❝✉tés ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✺✳
✻✳✷✳ ❘❊▲➮❱❊▼❊◆❚ ➚ CΓ ✶✺✼
ét❛❜❧✐ss❡♥t q✉❡ ♣❛ss❡r ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ C(Γ × A,B) à C(Γ × TA, TB) r❡✈✐❡♥t à ♣❛ss❡r ♥❛✲
t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ C(Γ, A ⇒ B) à C(Γ, TA ⇒ TB)✱ ❝❡ q✉✐ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ♣♦st✲❝♦♠♣♦s❛♥t θTA,B à
f ∈ C(Γ, A ⇒ B)✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❢❛✐t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡tt❡
♥♦t✐♦♥ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❢♦rt✳
✻✳✷✳✷ ❈❛s ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t
▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ q✉✬❛✉ ❝❛s ❝♦✈❛r✐❛♥t✳ ❖r✱ ♣♦✉r ♠♦❞é✲
❧✐s❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉r ♥é❣❛t✐❢ ❞❡ µLJ ✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ s❛✈♦✐r é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s
r❡❧è✈❡♠❡♥ts ♣♦✉r ❧❡s ❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉rs ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥ts N : Cop → C✳ ▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ✐❝✐
♣♦✉r ♣❛r✈❡♥✐r à ❝❡s ✜♥s s♦♥t ♥♦✉✈❡❧❧❡s à ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛✉t❡✉r✳
▲♦✐s ❝♦♥tr❛❞✐str✐❜✉t✐✈❡s✳ ❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ C ✉♥❡
❝❛té❣♦r✐❡✱ (S, δ, ǫ) ✉♥❡ ❝♦♠♦♥❛❞❡ s✉r C ❡t N : Cop → C ✉♥ ❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉r ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t✳ ❈♦♠✲
♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❛❞❛♣t❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡ t❡❧s ❢♦♥❝t❡✉rs ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥ts✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✷ ✭❘❡❧è✈❡♠❡♥t ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t✮✳ ❯♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ N : Cop → C à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡
❞❡ ❝♦✲❑❧❡✐s❧✐ CS ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t NS : C
op
S → CS t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t f : A→ B✱
NS(ǫA; f) = SN(f); ǫNA
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✸ q✉❛♥❞ ♦♥ ❡①❛♠✐♥❡ ❧❡s r❡❧è✈❡♠❡♥ts ❞❡ N s✉r CS
❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✸ ✭▲♦✐ ❝♦♥tr❛❞✐str✐❜✉t✐✈❡✮✳ ❯♥❡ ❧♦✐ ❝♦♥tr❛❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♦♥❛❞❡ S s✉r
✉♥ ❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉r ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t N : Cop → C ❡st ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✿
λ : SNS
•
→ N
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥ts ✿
SNSS
δNSS //
SNδ

SSNSS
SλS // SNS
λ

SNS
λ
// N
SN
SNǫ //
ǫN

SNS
λ{{ww
ww
ww
ww
w
N
❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❝♦✈❛r✐❛♥ts✱ ❧❡s ❧♦✐s ❝♦♥tr❛❞✐str✐❜✉t✐✈❡s ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧❡s
r❡❧è✈❡♠❡♥ts ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❝♦✲❑❧❡✐s❧✐✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✷✳ ❙♦✐t (S, δ, ǫ) ✉♥❡ ❝♦♠♦♥❛❞❡ s✉r ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ C ❡t N ✉♥ ❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉r
❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t s✉r C✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❧♦✐s ❝♦♥tr❛❞✐str✐❜✉t✐✈❡s λ : SNS
•
→
N ❞❡ S s✉r N ❡t ❧❡s r❡❧è✈❡♠❡♥ts ❞❡ N s✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❝♦✲❑❧❡✐s❧✐ CS✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▼♦♥tr♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♠♠❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❝♦♥tr❛❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ✐♥❞✉✐t ✉♥ r❡❧è✈❡✲
♠❡♥t✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r NS : C
op
S ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✕ ❙✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts✱ NS(A) = N(A) ❀
✸❉✉ ♠♦✐♥s✱ q✉❛♥❞ P✐❡rr❡✲▲♦✉✐s ❈✉r✐❡♥ ❡st ❞❛♥s ❧❡s ♣❛r❛❣❡s ✿ ❧✬❛✉t❡✉r ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❡sq✉✐ssé ❝❡tt❡
❞é✜♥✐t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛❢♦r❝❡✳
✶✺✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❈❆❚➱●❖❘■◗❯❊ ❉❊ µLJ
✕ ❙✐ f : SB → A ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❛♥s CopS (A,B)✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t NS(f) ♣❛r ✿
SN(A)
SN(f)// SNS(B)
λB // N(B)
■❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡❧❛ ❞é✜♥✐t ❜✐❡♥ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ NS : C
op
S → CS ❡st
✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ N s✉r CS ✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s λA : SNSA → NA
♣❛r ✿
λA = NS(idSA)
▲❡ ❢❛✐t q✉❡ λ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡t ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
S s♦♥t ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞✐r❡❝t❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t♦r✐❛❧✐té ❞❡ NS ❡t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❞❛♥s CS ✳ ▲❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♥✐té ❞❡ S ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❡♠❡♥t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t✳ ❉♦♥❝ λ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❝♦♥tr❛❞✐str✐❜✉t✐✈❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s
s♦♥t ✐♥✈❡rs❡s ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ✿ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t ❛✉① ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♣♦✉r t♦✉t f : SB → A✳
SN(idSB);λB = λB
SN(f);NS(idB) = NS(f)
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st tr✐✈✐❛❧❡✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♦♥❛❞❡ ❞❡ S✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ NS ❡st
✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ N ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s CS ✳
❈♦♥tr❛❢♦r❝❡s✳ ❊①❛♠✐♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱
❝❡❧✉✐ ♦ù S = Γ × −✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛❢♦r❝❡✱ ❝♦✉s✐♥❡ ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧❛
❢♦r❝❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✹ ✭❈♦♥tr❛❢♦r❝❡✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ C s♦✐t ❝❛rtés✐❡♥♥❡✱ s♦✐t N : Cop → C✳ ❯♥❡
❝♦♥tr❛❢♦r❝❡ ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡
ρNA,B : A×N(A×B)→ N(B)
❞✐♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ A ❡t ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ B✱ ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts ❝♦♠♠✉t❡♥t ✿
1×N(A)
1×N(π2)

π2
&&NN
NNN
NNN
NNN
1×N(1×A)
ρN1,A
// N(A)
B × (A×N((A×B)× C))
B×(A×N(α−1A,B,C))
VVVV
V
**VVVV
V
(B ×A)×N((A×B)× C))
αB,A,N((A×B)×C)hhhhhhh
44hhhhhhh
B × (A×N(A× (B × C)))
B×ρNA,B×C

(A×B)×N((A×B)× C)
sA,B×N((A×B)×C)
OO
ρNA×B,C **VVV
VVVV
VVVV
VVVV
VVVV
V
B ×N(B × C)
ρNB,Cttiiii
iiii
iiii
iiii
iiii
N(C)
❯♥ ❢♦♥❝t❡✉r N : Cop → C ❡st ❢♦rt s✬✐❧ ❡st éq✉✐♣é ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛❢♦r❝❡ ρ✳
✻✳✷✳ ❘❊▲➮❱❊▼❊◆❚ ➚ CΓ ✶✺✾
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✸✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ C s♦✐t ❝❛rtés✐❡♥♥❡✱ s♦✐t N : Cop → C✱ ❡t s♦✐t ρNΓ,A ✉♥❡
❝♦♥tr❛❢♦r❝❡ ♣♦✉r N ✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ Γ ∈ C0✱ (ρNΓ,A)A ❡st ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❞❡ Γ × − s✉r
N ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ A✳ ▲❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ✈✐s✲à✲✈✐s
❞❡ ❧✬❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t π2 : Γ×A→ A ❡st ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ θ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t
♥❡✉tr❡ 1 ♣♦✉r × ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ ρNΓ,A ❡♥ Γ✳ ▲❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥
✈✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ ρ ❡♥ Γ ❡t ❞✉ s❡❝♦♥❞ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛❢♦r❝❡✳
❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❢♦r❝❡ ♣❡r♠❡t ❜✐❡♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s r❡❧è✈❡♠❡♥ts s✉r CΓ ❞✬❡♥❞♦❢♦♥❝✲
t❡✉rs ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥ts✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ♥é❣❛t✐❢s ❞❡ µLJ ✳ ❈♦♠♠❡
♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❢♦r❝❡s✱ ✐❧ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s é✈✐❞❡♥t q✉❡ t♦✉t❡ ❧♦✐ ❝♦♥tr❛❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❞❡ Γ × − s✉r
N q✉✐ s♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✐♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ Γ s♦✐t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❢♦r❝❡✳
✻✳✷✳✸ ❘❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡s ❢♦r❝❡s ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ r❡❧❡✈❡r ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs✱ ♦♥ ❡♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t
❜❡s♦✐♥ ♣♦✉r ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s rè❣❧❡s ét❡♥❞✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s✱ ❝♦♠♠❡ r❛♣♣❡❧é❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿
Γ, P (A) ⊢ A
µlΓ, µX.P ⊢ A
Γ, A ⊢ P (A)
νrΓ, A ⊢ νX.P
P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ ❢❛✉t é❣❛❧❡♠❡♥t r❡❧❡✈❡r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞✬❛❧❣è❜r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❞❡ ❝♦❛❧❣è❜r❡s
t❡r♠✐♥❛❧❡s s✉r CΓ✳ ❖♥ ❛✉r❛ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡s rè❣❧❡s✱ ❞♦♥t ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❛ss✉r❡r
❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ s✬✐❧ s✉✣s❛✐t ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ✭❝♦♥tr❛✮❢♦r❝❡s ♣♦✉r r❡❧❡✈❡r ❧❡s
❢♦♥❝t❡✉rs ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ✈❡rr❛ q✉❡ ç❛ ♥❡ s✉✣t ♣❧✉s ♣♦✉r r❡❧❡✈❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡
♣♦✐♥ts ✜①❡s✳ ❙✐ ♦♥ ✈❡✉t ♣♦✉✈♦✐r r❡❧❡✈❡r ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✬✉♥ ❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉r T s✉r CS ✱ ✐❧ ✈❛
❢❛❧❧♦✐r é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ S ❛✐t ✉♥ ❛❞❥♦✐♥t à ❞r♦✐t❡ U ✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r S = Γ×−✳
❆❧❣è❜r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ µl r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✹✳ ❙♦✐t (S, δ, ǫ) ✉♥❡ ❝♦♠♦♥❛❞❡ s✉r C✱ ❡t T : C → C ❛②❛♥t ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡
µT ✱ ❡t λ : ST
•
→ TS ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❞❡ S s✉r T ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞❡ ♣❧✉s q✉✬♦♥ ❛✐t U : C → C
t❡❧❧❡✹ q✉❡ S ⊣ U ✳ ❆❧♦rs TS ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❛♥s CS✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ T ❡st ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (µT, χT )✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ TS ❡st
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (µT, χ′T ) ♦ù χ
′
T = ǫT (µT );χT ✳ ◆♦t♦♥s φA,B : C(SA,B) → C(A,UB)
❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❧✬❛❞❥♦♥❝t✐♦♥ S ⊣ U ✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛❧❣è❜r❡
f : STA → A ❞❡ TS ❞❛♥s CS ✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ fˆ : T (UA) → UA ❞❡ T ❞❛♥s C✱ t❡❧❧❡
q✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❞✐❛❣r❛♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts ❝♦♠♠✉t❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬❛✉tr❡ ❝♦♠♠✉t❡✱ ♣♦✉r
t♦✉t g : µT → UA✳
T (µT )
T (g) //
χT

C
T (UA)
fˆ

µT g
// UA
TS(µT )
TS(φ
−1(g)) //
χ′T

CS
TS(A)
f

µT
φ−1(g)
// A
✹❖♥ ♥❡ ✈❛ ♣❛s ❧✬✉t✐❧✐s❡r ✐❝✐✱ ♠❛✐s ♥♦t♦♥s q✉✬êtr❡ ❛❞❥♦✐♥t à ❞r♦✐t❡ à ✉♥❡ ❝♦♠♦♥❛❞❡ ❞♦♥♥❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t
à U ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♠♦♥❛❞❡✳
✶✻✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❈❆❚➱●❖❘■◗❯❊ ❉❊ µLJ
❖♥ ❞é✜♥✐t fˆ ♣❛r φ(h)✱ ♦ù h ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
STUA
δTUA // SSTUA
SλUA // STSUA
STǫ′A // STA
f // A
♦ù ǫ′A : SUA→ A ❡st ❧❛ ❝♦✉♥✐té ❞❡ ❧✬❛❞❥♦♥❝t✐♦♥ S ⊣ U ✳ ❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥st❛✲
t❡r q✉❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✉ ❤❛✉t r❡s♣❡❝t✐❢s ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❞✐❛❣r❛♠♠❡s s♦♥t r❡❧✐és ♣❛r ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
φ✱ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✉ ❜❛s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✳ ▼❛✐s ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐té ❞❡ (µT, χT ) ❛ss✉r❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ g : µT → UA ❢❛✐s❛♥t
❝♦♠♠✉t❡r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ❛✐♥s✐ ♦♥ ❞♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✈♦✐r ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ φ−1(g) ❢❛✐s❛♥t
❝♦♠♠✉t❡r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ C ❡st ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡ ❡t s✐ T : C → C ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❢♦rt✱ ❛❧♦rs ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ❡t ♣♦✉r t♦✉t Γ ∈ C0✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ s✐ T ❛✈❛✐t ✉♥❡
❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❛♥s C✱ s♦♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t TΓ à CΓ ❡♥ ❛✉r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡✳
❈♦❛❧❣è❜r❡s t❡r♠✐♥❛❧❡s✳ ▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❛❧❣è❜r❡s t❡r♠✐♥❛❧❡s ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ✿
✐♥✉t✐❧❡ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ S ❛ ✉♥ ❛❞❥♦✐♥t à ❞r♦✐t❡✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❞♦♥♥❡r
✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ νr ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✺✳ ❙♦✐t (S, δ, ǫ) ✉♥❡ ❝♦♠♦♥❛❞❡ s✉r C✱ ❡t T : C → C ❛②❛♥t ✉♥❡ ❝♦❛❧❣è❜r❡
t❡r♠✐♥❛❧❡ νT ✱ ❡t λ : ST
•
→ TS ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❞❡ S s✉r T ✳ ❆❧♦rs TS ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡
❝♦❛❧❣è❜r❡ t❡r♠✐♥❛❧❡ ❞❛♥s CS✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ (νT, χT ) ❡st ❧❛ ❝♦❛❧❣è❜r❡ t❡r♠✐♥❛❧❡ ❞❡ T ❞❛♥s C ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❛ ❝♦❛❧❣è❜r❡
t❡r♠✐♥❛❧❡ ❞❡ TS ❞❛♥s CS ♣❛r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (νT, χ′T ) ♦ù χ
′
T = ǫνT ;χT ✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❝♦❛❧❣è❜r❡ f :
SA→ TA ❞❡ TS ❞❛♥s CS ✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t fˆ : SA→ T (SA) ♣❛r ✿
SA
δA // SSA
Sf // STA
λA // TSA
❆❧♦rs✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ T ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❞✐❛❣r❛♠♠❡s
s✉✐✈❛♥ts ❝♦♠♠✉t❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬❛✉tr❡ ❝♦♠♠✉t❡✱ ♣♦✉r t♦✉t g : SA→ νT ✿
SA
g //
fˆ

C
νT
χT

T (SA)
T (g)
// T (νT )
A
g //
f

CS
νT
χ′T

TS(A)
TS(g)
// TS(νT )
❞✬♦ù ♦♥ ❞é❞✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ (νT, χ′T ) ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❝♦❛❧❣è❜r❡ t❡r♠✐♥❛❧❡ ♣♦✉r TS ✳
❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❡ ❝❛s q✉✐ ✈❛ ❧❡ ♣❧✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❡st ❝❡❧✉✐ ♦ù C
❡st ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡✱ T : C → C ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❢♦rt ❡t ♣♦✉r✈✉ ❞✬✉♥❡ ❝♦❛❧❣è❜r❡ t❡r♠✐♥❛❧❡
(νT, χT )✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❡t ♣♦✉r t♦✉t Γ ∈ C0✱ ❧❛ ❝♦❛❧❣è❜r❡
t❡r♠✐♥❛❧❡ ❞❡ T s❡ r❡❧è✈❡ ❡♥ ✉♥❡ ❝♦❛❧❣è❜r❡ t❡r♠✐♥❛❧❡ ❞❡ TΓ ❞❛♥s CΓ✳
✻✳✷✳✹ ❯♥✐❢♦r♠✐té ❞✉ r❡❧è✈❡♠❡♥t
❙♦✐t Γ ∈ C0✳ ▲❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♥♦✉s ♦♥t ❛♣♣r✐s ❝♦♠♠❡♥t r❡❧❡✈❡r ❧❡s ❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉rs
❢♦rts ❞❡ C s✉r CΓ✱ ❛✈❡❝ ❧❡✉rs é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❝♦❛❧❣è❜r❡s t❡r♠✐♥❛❧❡s✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉✲
s❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❛ss❡③ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣♦✉r ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ µLJ ✳
✻✳✷✳ ❘❊▲➮❱❊▼❊◆❚ ➚ CΓ ✶✻✶
❊①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐❡♥t ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs✳ Pr❡♥♦♥s
❝♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ rè❣❧❡ ✭❋♦♥❝✳✸❛✮✳ ❙✐ P1 ❡t P2 s♦♥t ❞❡✉① t②♣❡s ♣♦s✐t✐❢s✱ t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ rè❣❧❡ [P1 × P2] ♣❡✉t s✬❡①♣❛♥s❡r ❡♥ ✿
π
Γ, A ⊢ B
[P1]
Γ, P1(A) ⊢ P1(B)
=================== S
Γ, P1(A), P2(A) ⊢ P1(B)
×l
Γ, P1(A)× P2(A) ⊢ P1(B)
π
Γ, A ⊢ B
[P2]
Γ, P2(A) ⊢ P2(B)
=================== S
Γ, P1(A), P2(A) ⊢ P2(B)
×l
Γ, P1(A)× P2(A) ⊢ P2(B)
×r
Γ, P1(A)× P2(A),Γ, P1(A)× P2(A) ⊢ P1(B)× P2(B)
========================================== S
Γ, P1(A)× P2(A) ⊢ P1(B)× P2(B)
➚ ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡✱ ❝❡tt❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ s❡♠❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❛♥s t♦✉t❡ ❝❛té❣♦r✐❡
❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡✱ s✐ P1, P2 : C → C✱ ♦♥ ❛ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❜✐❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡ × ♣♦✉r
t♦✉t f : A→ B ✿
(P1 × P2)(f) = 〈π1;P1(f), π2;P2(f)〉
■❧ s❡r❛✐t ❞♦♥❝ tr✐✈✐❛❧ q✉❡ ❞❡✉① ♣r❡✉✈❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ♣❛r ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s✬✐♥t❡r♣rèt❡♥t
♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❈❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡s rè❣❧❡s ❛✛❛✐❜❧✐❡s
❞❡ µLJ ✱ ♠❛✐s ✐❝✐ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①♣❛♥s✐♦♥ s♦✐❡♥t ✈❛❧✐❞❡s ♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s r❡❧❛t✐✈❡s à
✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ ♥♦♥ ✈✐❞❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❡①♣❛♥s✐♦♥ s♦✐❡♥t ✈❛❧✐❞❡s
♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs✱ ♠❛✐s ♣♦✉r ❧❡✉rs r❡❧è✈❡♠❡♥ts s✉r CΓ✳ P♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❧❛ rè❣❧❡
❞✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡ [P1 × P2]✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❞♦♥❝ ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿
(S × T )Γ = SΓ × TΓ
❉❡ ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s r❡❧è✈❡♠❡♥ts s✉r CΓ✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ éq✉❛t✐♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
s✉r ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ S, T ❡t S × T ✿
θS×TΓ,A = 〈Γ× π1; θ
S
Γ,A,Γ× π2; θ
T
Γ,A〉
❯♥❡ ❢❛ç♦♥ é✈✐❞❡♥t❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❧❛ ♣♦s❡r ❝♦♠♠❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✿ s✐ ♦♥ ❞é✜♥✐t
❧❡s ❢♦r❝❡s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s t②♣❡s✱ ♦♥ s❡r❛ ❣r❛t✉✐t❡♠❡♥t ❛ss✉rés ❞❡ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés
❞✬✉♥✐❢♦r♠✐té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ✈❡rr❛ ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✺ q✉❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ✭❝♦✮✐♥❞✉❝t✐❢s
❡♥tr❡❧❛❝és r❡♥❞ ❝❡tt❡ ♦♣t✐♦♥ ✭♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t✮ ✐♠♣r❛t✐❝❛❜❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❡st très ❞✐✣❝✐❧❡
❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣❛r❛♠étré❡ Tµ à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r T ✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♦♣té ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♦♣t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✿ ♦♥
s✉♣♣♦s❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❛té❣♦r✐q✉❡ q✉✬♦♥ ❛ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐té ✈♦✉❧✉❡s✱ ❡t ♦♥ ✈ér✐✜❡
✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ❜✐❡♥ ✈❛❧✐❞é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭❝♦♥❝r❡t✮ ❞❡ ❥❡✉①✳
❚②♣❡s ❢♦rts✳ ▲❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ t②♣❡ ❢♦rt ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❬❈❙✾✷✱ ❈❙✾✺❪✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st q✉❡ ❝❤❛q✉❡
t②♣❡ ✭❢♦♥❝t❡✉r✮ ✈✐❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐♣é ❞✬✉♥❡ ❢♦r❝❡✱ ❡t ❝❡s ❢♦r❝❡s ✈ér✐✜❡♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐té ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✺ ✭❚②♣❡s ❢♦rts✮✳ ❯♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ C ❛✈❡❝ ❞❡s t②♣❡s ❢♦rts ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❝❛rté✲
s✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♣r♦❞✉✐ts ❢❛✐❜❧❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧s ❡t éq✉✐♣é❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ F ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ✿
T : (Cop)k × Cn → C
✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✶✻✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❈❆❚➱●❖❘■◗❯❊ ❉❊ µLJ
✕ F ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬✐❞❡♥t✐té✱ ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❝♦♥st❛♥ts ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡ −1+−2✱
−1 ×−2 ❡t −1 ⇒ −2 ❀
✕ F ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡s ♦♣ér❛❞❡s ❬▲❡✐✵✹❪✮ ❀
✕ F ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✿ s✐ F (−1,−2,−3) : C × C × D → C ❡st ❞❛♥s F ✱ ❛❧♦rs
F (−1,−1,−3) : C × D → C✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ Cop à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ C à ❣❛✉❝❤❡✳
❈❡✉① ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t❡✉rs q✉✐ s♦♥t ✉♥❛✐r❡s ✭ ✐✳❡✳ P : C → C ♦✉ N : Cop → C✮ s♦♥t ❢♦rts✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ q✉❡✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡✉r ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✐❧s ♦♥t ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ♦✉ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❢♦r❝❡✳ ❈❡s ❞♦♥♥é❡s ❞♦✐✈❡♥t
✈ér✐✜❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r P ❧❡s
❢♦♥❝t❡✉rs ❝♦✈❛r✐❛♥ts ❡t N ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥ts✳
✕ ▲❡s ❢❛♠✐❧❧❡s θTΓ,A ❡t ρ
T
Γ,A s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡♥ T ❀
✕ ❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❡t ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ✿
θIdΓ,A = idΓ×A
θBΓ,A = π2
ρBΓ,A = π2
✕ ❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✿
θP1P2Γ,A = θ
P1
Γ,P2(A)
;P1(θ
P2
Γ,A)
ρPNΓ,A = θ
P
Γ,N(Γ×A);P (ρ
N
Γ,A)
ρNPΓ,A = Γ×N(θ
P
Γ,A); ρ
N
Γ,P (A)
θN1N2Γ,A = Γ×N1(ρ
N2
Γ,A); ρ
N1
Γ,N2(Γ×A)
θ
P (−,−)
Γ,A = 〈π1, θ
P (−,A)
Γ,A 〉; θ
P (Γ×A,−)
Γ,A
ρ
N(−,−)
Γ,A = 〈π1, ρ
N(−,Γ×A)〉; ρ
N(A,−)
Γ,A
✕ ❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ❧❡s s♦♠♠❡s ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❢❡r♠é❡✳
θ−+−Γ,A = γΓ,A,A
ρ−⇒CΓ,A = Λ(〈〈π2;π1, π1〉, π2;π2〉; ev)
θC⇒−Γ,A = Λ(〈π2;π1, 〈π1, π2;π2〉; ev〉)
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ γΓ,A,A ❡st ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈✐té ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s✉r ❧❛ s♦♠♠❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡s
♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ C ❛ ❧❡s t②♣❡s ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❢♦rts s✐ F ❝♦♥t✐❡♥t − ⇒ A ♣♦✉r
t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ A ♠❛✐s ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t −1 ⇒ −2✱ ❡t s✐ ♦♥ ♦✉❜❧✐❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥✳
❚②♣❡s ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❢♦rts✳ ❉❡ ♣❛r ❧❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❥❡✉①✱ ♦♥ ♣❛r❧❡r❛
♦❝❝❛s✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡s t②♣❡s ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①✳ ■❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛
r❡str✐❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❛té❣♦r✐q✉❡ ❛✉ ❢r❛❣♠❡♥t ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡ µLJ ✱ ❞é✜♥✐ ❡♥ ❉é✜♥✐t✐♦♥
✺✳✶✳✼✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s❡ ♣❛ss❡r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ r❡❧✐❛♥t ❧❛ ❢♦r❝❡ à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈✐té
❞✉ ♣r♦❞✉✐t s✉r ❧❛ s♦♠♠❡✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡ r❡❞é✜♥✐r ❧❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♣r♦❞✉✐ts ❢❛✐❜❧❡s
❢♦♥❝t♦r✐❡❧s à CΓ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡s ❢♦rts✱ s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r γΓ,A,B ❝♦♠♠❡
❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳ ❙✬❡♥s✉✐✈❡♥t ❛❧♦rs ❞❡s ♣r❡✉✈❡s s❛♥s ❣r❛♥❞ ✐♥térêt ♠❛✐s ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ t❡❝❤♥✐❝✐té
q✉✬♦♥ ♣ré❢èr❡ é✈✐t❡r ✐❝✐✳
✻✳✷✳ ❘❊▲➮❱❊▼❊◆❚ ➚ CΓ ✶✻✸
❊①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡s ❢♦rts ✐♠✲
♣❧✐q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❢♦r❝❡s✳
▲❡♠♠❡ ✻✳✷✳✻✳ ❙♦✐t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ à t②♣❡s ❢♦rts ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①✮✳ ❖♥
❛ ❛❧♦rs ❧❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ❢♦r❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
θP×P
′
Γ,A = 〈Γ× π1; θ
P
Γ,A,Γ× π2; θ
P ′
Γ,A〉
θP+P
′
Γ,A = γΓ,P (A),P ′(A); θ
P
Γ,A + θ
P ′
Γ,A
θN⇒PΓ,A = Λ(〈π2;π1, 〈〈π2;π1, π1〉; ρ
N
Γ,A, π2;π2〉; ev〉; θ
P
Γ,A)
ρP⇒NΓ,A = Λ(〈π2;π1, 〈〈π2;π1, π1〉; θ
P
Γ,A, π2;π2〉; ev〉; ρ
N
Γ,A)
❆✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♣♦✉r ρN×N
′
Γ,A ❡t ρ
N+N ′
Γ,A ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ θP×P
′
Γ,A ❡♥ P × P
′ ❡t ❧❛
♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s π1 ❡t π2✳ P♦✉r ❧❛ s♦♠♠❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❢♦r❝❡s ❛✈❡❝
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈✐té✳ P♦✉r ❧❛ ✢è❝❤❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❞✐r❡❝ts ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❢♦r❝❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✼✳ ❙♦✐t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ à t②♣❡s ❢♦rts ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①✮✳
❖♥ ❛ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
(P × P ′)Γ = PΓ × P
′
Γ
(N ×N ′)Γ = NΓ ×N
′
Γ
(P + P ′)Γ = PΓ + P
′
Γ
(N +N ′)Γ = NΓ +N
′
Γ
(N ⇒ P )Γ = NΓ ⇒ PΓ
(P ⇒ N)Γ = PΓ ⇒ NΓ
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡s éq✉❛t✐♦♥s s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳
❘❡❧è✈❡♠❡♥ts ❞✬❛r✐té s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ➚ ♣r✐♦r✐✱ ❧❡s ❢♦r❝❡s ❡t ❝♦♥tr❛❢♦r❝❡s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡✲
❧❡✈❡r ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t s✉r CΓ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ✉♥❛✐r❡s✳ ❚❡r♠✐♥♦♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♣r❡✉✈❡
q✉✬❡♥ ❢❛✐t✱ ❝❡s r❡❧è✈❡♠❡♥ts s✬ét❡♥❞❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❛✉① ❢♦♥❝t❡✉rs ❞✬❛r✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ à 1✱
❡t ❝❡ ♠ê♠❡ s✬✐❧s s♦♥t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠✐①t❡✳ ❈❡ ❢❛✐t r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❡ ✻✳✷✳✽ ✭❈♦♠♠✉t❛t✐♦♥s✮✳ ❙♦✐t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡s t②♣❡s ❢♦rts ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t
♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①✮✱ s♦✐t T ∈ F ✳ ❖♥ ❛ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✭✶✮ ❙✐ T : C × C → C ✿
〈π1, θ
T (A,−)
Γ,B 〉; θ
T (−,Γ×B)
Γ,A = 〈π1, θ
T (−,B)
Γ,A 〉; θ
T (Γ×A,−)
Γ,B
✭✷✮ ❙✐ T : Cop × C → C ✿
〈π1, θ
T (Γ×A,−)
Γ,B 〉; ρ
T (−,Γ×B) = 〈π1, ρ
T (−,B)
Γ,A 〉; θ
T (A,−)
Γ,B
✶✻✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❈❆❚➱●❖❘■◗❯❊ ❉❊ µLJ
✭✸✮ ❙✐ T : Cop × Cop → C ✿
〈π1, ρ
T (Γ×A,−)
Γ,B 〉; ρ
T (−,B)
Γ,A = 〈π1, ρ
T (−,Γ×B)
Γ,A 〉; ρ
T (A,−)
Γ,B
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉ét❛✐❧❧♦♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (1)✱ ❧❡s ❛✉tr❡s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❡✲
♠❛rq✉❡r q✉❡ ♣❛r ❢♦♥❝t♦r✐❛❧✐té ❞❡ T ✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (T (A, f))A ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ A✳ P❛r ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡
θ ❡♥ T ✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❝♦♠♠✉t❡✱ ♣♦✉r t♦✉t f ✿
Γ× T (A,B)
Γ×T (A,f) //
θ
T (−,B)
Γ,A

Γ× T (A,C)
θ
T (−,C)
Γ,A

T (Γ×A,B)
T (Γ×A,f)
// T (Γ×A,C)
▼❛✐s ❝❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❡①♣r✐♠❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
♥❛t✉r❡❧❧❡ ✿ (
θ
T (−,B)
Γ,A
)
B
: Γ× T (A,−)
•
−→ T (Γ×A,−)
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ θ ❡♥ T ❞♦♥♥❡ ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿
θ
Γ×T (A,−)
Γ,B ; θ
T (−,Γ×B)
Γ,A = Γ× θ
T (−,B)
Γ,A ; θ
T (Γ×A,−)
Γ,B
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✈♦✉❧✉❡✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✻✳✷✳✻✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✾✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r T : (Cop)k×Cn → C ❞❛♥s F ✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
✉♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t❡✉r TΓ : (C
op
Γ )
k × CnΓ → CΓ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, . . . , p, p+ 1, . . . , p+ k}✱ ♣♦✉r
t♦✉s A1, . . . , Ak+p−1 ❞❛♥s C✱
(T (A1, A2, . . . ,−i, . . . , Ak+n))Γ = TΓ(A1, A2, . . . ,−i, . . . , Ak+n)
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✳ ▲❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡s s♦♥t ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡s ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✻✳✷✳✽✳
✻✳✷✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✿ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r❝❡s
➚ ❝❡ ♣♦✐♥t✱ ♦♥ ❡s♣èr❡ ❛✈♦✐r ❝♦♥✈❛✐♥❝✉ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❞❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ✿
✶✳ ■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ✐♥t❡r♣rét❡r µLJ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❝♦♥s✐❞érés s♦✐❡♥t ❢♦rts ❀
✷✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♠♣♦s❡♥t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✉♥✐❢♦r♠✐té s✉r ❝❡s ❢♦r❝❡s✳
P♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st s✉✣s❛♥t ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛té❣♦✲
r✐❡ à t②♣❡s ❢♦rts✳ ■❧ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡❝t❡r q✉❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ s❡♠❜❧❡ ❧♦✉r❞❡✱
❡t ❧❛r❣❡♠❡♥t r❡❞♦♥❞❛♥t❡ ✿ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐té ❞♦♥♥é❡s s❡♠❜❧❡♥t ❡♥ ❢❛✐t s✉✐✈r❡ ❧❡s
❝♦♥t♦✉rs ❞✬✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r❝❡s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s t②♣❡s✳ P♦✉r ❥✉st✐✜❡r ❝❡tt❡
str✉❝t✉r❡✱ ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r ❧❛ r❡♠❡ttr❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❡t ♥♦✉s ♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✓♦ù ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ❢♦r❝❡s ❄✔
✻✳✷✳ ❘❊▲➮❱❊▼❊◆❚ ➚ CΓ ✶✻✺
θT (A)Γ,Γ⇒Z
Γ, T (A)[Γ⇒ Z/Y ] ⊢ T (A)[Γ× (Γ⇒ Z)/Y ]
ev
Γ× (Γ⇒ Z)) ⊢ Z
[T (A)[Y ]]
T (A)[Γ× (Γ⇒ Z/Y ] ⊢ T (A)[Z/Y ]
Cut
Γ, T (A)[Γ⇒ µY.T (Γ×A)/Y ] ⊢ µY.T (Γ×A)
⇒r
T (A)[Γ⇒ µY.T (Γ×A)/Y ] ⊢ Γ⇒ µY.T (Γ×A)
µl
µY.T (A) ⊢ Γ⇒ µY.T (Γ×A)
⇒e
Γ, µY.T (A) ⊢ µY.T (Γ×A)
❋✐❣✳ ✻✳✶ ✕ ❈❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ❢♦r❝❡ ♣♦✉r ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♣♦s✐t✐❢ ❞é✜♥✐ ♣❛r ♣♦✐♥t ✜①❡✳
❉❛♥s ❧❛ s②♥t❛①❡✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❞✐r❡❝t❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛❝❝ès ❛✉① rè❣❧❡s ét❡♥❞✉❡s ❞❡ µLJ ✱
s❡r❛✐t ❞❡ ❧❡s ❞ér✐✈❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ s②♥t❛①❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s rè❣❧❡s ❛✛❛✐❜❧✐❡s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t
❞✐t✱ ✐❧ s✬❛❣✐r❛✐t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦r❝❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s②♥t❛①✐q✉❡s✱ ❡t
❞❡ s✬❡♥ s❡r✈✐r ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s rè❣❧❡s ét❡♥❞✉❡s ✿ ♥♦t♦♥s q✉❡ ❝✬❡st ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡
❬❆❆✾✾❪✱ ❡t ❝✬ét❛✐t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é❢❡♥❞✉❡ ✭♠❛✐s ♣❛s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡✮ ❞❛♥s ❬❈❧❛✵✾❛❪✳ ■❧ ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t
♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s rè❣❧❡s ❛✛❛✐❜❧✐❡s ❞❡ µLJ ✱ ❞❡ ❞é✜♥✐r ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s
t②♣❡s ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r❝❡s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡s ❢♦r❝❡s s♦♥t
sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡s ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ❜✐❡♥ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❈✬❡st
❢❛❝✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ s②♥t❛①✐q✉❡ ✭❛✈❡❝ ❧✐❛✐s♦♥ ❡t s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✮ ❞❡ ❬❆❆✾✾❪✱ ♠❛✐s ç❛
❞❡✈✐❡♥t ✉♥ ❡♥❢❡r ❞❛♥s µLJ ♦ù ♦♥ s❡ ❤❡✉rt❡ à ❧✬❡①trè♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s
❢♦r❝❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❞é✜♥✐s ♣❛r ♣♦✐♥t ✜①❡✳ P♦✉r ❡♥ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐❞é❡✱ ❞♦♥♥♦♥s
❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡❧ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ❢♦r❝❡✳ ■❧ ❡st très ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t
✈r❛✐ q✉❡ ❝❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts s♦♥t ❜❡❧ ❡t ❜✐❡♥ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❡t q✉✬❡❧❧❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✱
♠❛✐s ❝✬❡st ❞✐✣❝✐❧❡ à ♠♦♥tr❡r✳
❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❛té❣♦r✐q✉❡✳ ❈❡ s❡r❛✐t sûr❡♠❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛
♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✳ ❖♥ ❛ ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ♣✉ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♠❛✐s ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés
s✉r ❧❡s t②♣❡s ❢♦rts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡r✳
❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✻✳✷✳✶✵✳ ❚♦✉t❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t µ✲❢❡r♠é❡ ❡st µ✲❢❡r♠é❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ♦♥ ♣❡✉t
❞ér✐✈❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡s ❢♦rts ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♣❛r❛✲
♠étré❡s ❡t ❝♦❛❧❣è❜r❡s t❡r♠✐♥❛❧❡s ♣❛r❛♠étré❡s✳
❉❛♥s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉①✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s q✉✐ ♥♦✉s ♦❝❝✉♣❡✱ ❝✬❡st ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❞♦♥♥❡r❛ ❧✐❡✉ ❞❛♥s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉① à ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ F ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts✱ q✉✐ éq✉✐♣❡r❛ s❛♥s
♠❛❧ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Inn ❞❡s ❛rè♥❡s ❡t str❛té❣✐❡s ✐♥♥♦❝❡♥t❡s ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡s ❢♦rts✳ ◆♦t♦♥s
q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❥❡✉① ❞❡s t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s ❞❡ ▼❝❈✉s❦❡r ❬▼❝❈✵✵❪✱ ❝✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✐r❡❝✲
t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❥❡✉① q✉❡ s♦♥t ❝♦♥str✉✐t❡s ❧❡s ❢♦r❝❡s ✭♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡
✓❢❡r♠é❡✔✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♠✐♥✐♠❛✉① ♣❛r❛♠étrés ② s♦♥t ❝♦♥str✉✐t❡s ♣❛r
✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s✳ ❆✉❝✉♥❡ ✉♥✐❢♦r♠✐té s✉r ❧❡s ❢♦r❝❡s ♥✬② ❡st ❞❡♠❛♥✲
❞é❡✱ ♠❛✐s ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥✬❛ ♣❛s à ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥s ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs q✉✐ ♥✬❡♥tr❡♥t ♣❛s
❡♥ ❥❡✉ ❞❛♥s ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❋P❈✳
✶✻✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❈❆❚➱●❖❘■◗❯❊ ❉❊ µLJ
✻✳✸ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ µLJ
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❛❝❤❡✈♦♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ µLJ ✳ ❖♥ ✈❛ ❝♦♠♠❡♥❝❡r
♣❛r ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ µ✲❢❡r♠é❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ q✉❡❧q✉❡s ❧❡♠♠❡s s✬② r❛♣♣♦rt❛♥t✳
P✉✐s ♦♥ ② ❞♦♥♥❡r❛ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ µLJ ✳
✻✳✸✳✶ ❈❛té❣♦r✐❡s µ✲❢❡r♠é❡s
❉❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉✐ s✉✐t✱ ♦♥ ✐s♦❧❡ ❧❡s ❝❛s ♦ù ♦♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ q✉✬❛✉① ❢♦r♠✉❧❡s str✐❝t❡s ♦✉
♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ✿ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❥❡✉① s❡r❛ r❡str❡✐♥t à ❝❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✶ ✭❈❛té❣♦r✐❡ µ✲❢❡r♠é❡✮✳ ❯♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ C ❡st µ✲❢❡r♠é❡ ✭♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s
str✐❝t❡s✱ ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s✮ s✐ ✿
✕ C ❛ ❧❡s t②♣❡s ✭♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①✮ ❢♦rts ❀
✕ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ J−K ❡st t♦t❛❧❡ s✉r F ✭♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s str✐❝t❡s✱ ♣s❡✉❞♦✲
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s✮✳ ❙✐ C ❡st µ✲❢❡r♠é❡✱ ♥♦t♦♥s F ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ J−K ❞❛♥s F ✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❊①♣❧✐❝✐t♦♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡s ♣❛r❡♥t❤ès❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❖♥ ✜①❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥
q✉❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s ❡st ✈ér✐✜é❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥✲têt❡ ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é s✐ ❝❤❛❝✉♥❡
❞❡ s❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❡st ✈ér✐✜é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❛ ❡♥ ❢❛✐t ❞é✜♥✐ ✐❝✐
q✉❛tr❡ ♥♦t✐♦♥s ✿
✕ ▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s µ✲❢❡r♠é❡s✱ q✉✐ ♦♥t ❧❡s t②♣❡s ❢♦rts ❡t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ J−K t♦t❛❧❡ s✉r
t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ µLJ ❀
✕ ▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s µ✲❢❡r♠é❡s ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s✱ q✉✐ ♦♥t ❧❡s t②♣❡s ♣s❡✉❞♦✲
♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❢♦rts ❡t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ J−K t♦t❛❧❡ s✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ ❢r❛❣♠❡♥t ♣s❡✉❞♦✲
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡ µLJ ❀
✕ ▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s µ✲❢❡r♠é❡s ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s str✐❝t❡s✱ q✉✐ ♦♥t ❧❡s t②♣❡s ❢♦rts ❡t ✉♥❡ ✐♥t❡r✲
♣rét❛t✐♦♥ J−K t♦t❛❧❡ s✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ ❢r❛❣♠❡♥t str✐❝t ❞❡ µLJ ❀
✕ ▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s µ✲❢❡r♠é❡s ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s str✐❝t❡s ❡t ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s✱ q✉✐ ♦♥t ❧❡s
t②♣❡s ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❢♦rts ❡t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ J−K t♦t❛❧❡ s✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉
❢r❛❣♠❡♥t str✐❝t ❡t ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡ µLJ ✳
❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❝❡tt❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s é♥♦♥❝és à ✈❡♥✐r✱ s❛♥s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧✬❡①✲
♣❧✐❝✐t❡r ❝♦♠♠❡ ✐❝✐✳
❯♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ C ❡st µ✲❢❡r♠é❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t µ✲❢❡r♠é❡ ❡t s✐ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ J−K ❡st ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ F ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❢♦rts ❞❡ C✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡
❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s µ✲❢❡r♠é❡s s♦♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ µLJ ✱ ✐❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉✬❡❧❧❡s ✈❛❧✐❞❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♣❛r❛♠étré❡s ❡t ❝♦❛❧❣è❜r❡s
t❡r♠✐♥❛❧❡s ♣❛r❛♠étré❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ❣❡♥r❡ ✿
(TΓ)
µ = (Tµ)Γ
❆✈❛♥t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té✱ ❡①♣❧✐q✉♦♥s ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❛ ✉♥ s❡♥s ✿ ❥✉st✐✜♦♥s
q✉❡ TΓ ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣❛r❛♠étré❡ ♦✉ ✉♥❡ ❝♦❛❧❣è❜r❡ t❡r♠✐♥❛❧❡
♣❛r❛♠étré❡ s✐ T ❡♥ ❛✈❛✐t ✉♥❡✳ ❖♥ ♣❛ss❡r❛ ❡♥s✉✐t❡ ❛✉① ❡①♣❛♥s✐♦♥s ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐t❡s✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✳ ❙♦✐t D ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (Cop)k × Cn✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ✈❛ ♥♦t❡r
s❛♥s ❛♠❜✐❣✉ïté DΓ = (C
op
Γ )
k × (CΓ)
n✳ ❙♦✐t T : C × D → C ❞❛♥s F ✳ ❙✐ T ❛ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡
♣❛r❛♠étré❡ Tµ : D → C ❞❛♥s C✱ ❛❧♦rs TΓ ❛ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣❛r❛♠étré❡ (TΓ)µ : DΓ → CΓ✳ ❉❡
✻✳✸✳ ▼❖❉➱▲■❙❆❚■❖◆ ❉❊ µLJ ✶✻✼
♠ê♠❡✱ s✐ T ❛ ✉♥❡ ❝♦❛❧❣è❜r❡ t❡r♠✐♥❛❧❡ ♣❛r❛♠étré❡ T ν ✱ TΓ ❛ ✉♥❡ ❝♦❛❧❣è❜r❡ t❡r♠✐♥❛❧❡ ♣❛r❛♠étré❡
(TΓ)
ν ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✻✳✷✳✹ ❡t ✻✳✷✳✺✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❛
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✷ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❝♦❛❧❣è❜r❡s t❡r♠✐♥❛❧❡s ♣❛r❛♠étré❡s✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻✳✸✳✷✳ ❙♦✐t D ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (Cop)k×Cn✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ DΓ = (C
op
Γ )
k×CnΓ✳
❙♦✐t T : C × D → C ❞❛♥s F✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
(Tµ)Γ = (TΓ)
µ
(T ν)Γ = (TΓ)
ν
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❚r❛✐t♦♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ é❣❛❧✐té✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù T : C×C → C✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ❝❛s s♦♥t
s✐♠✐❧❛✐r❡s ♦✉ s✬❡♥ ❞é❞✉✐s❡♥t✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t f : Γ × A → B✱ (TΓ)µ(f) ❡st ❞é✜♥✐
✭♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✮ ❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ h t❡❧ q✉❡ ✿
T (Tµ(A), A)
TΓ(−,A)(h) //
χΓ
TΓ(−,A)

CΓ
T (Tµ(B), A)
(TΓ(T
µ
Γ (B),−))(f)

T (Tµ(B), B)
iΓ
TΓ(−,B)

Tµ(A)
h
// Tµ(B)
❝♦♠♠✉t❡✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ (Tµ)Γ(f) = (TΓ)µ✱ ✐❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ h = (Tµ)Γ(f) ❢❛✐t
❝♦♠♠✉t❡r ❝❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛ss✉ré ♣❛r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❢❛st✐❞✐❡✉① ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡
θ ❡♥ T ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♠✉t❡r θ ❡t χ ✭χ ét❛♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✮ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té
❞❡ θ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
✻✳✸✳✷ ▲❡♠♠❡s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
❆✈❛♥t ❞❡ ♣❛ss❡r à ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐t❡✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡❧q✉❡s ❧❡♠♠❡s
❛ss✉r❛♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ µLJ ✳
▲❡♠♠❡ ✻✳✸✳✸ ✭❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ s♦✉s µ✮✳ ❙♦✐t f : Γ × T (A) → A ❡t δ : ∆ → Γ✳ ◆♦t♦♥s (f)†Γ ❧❡
♠♦r♣❤✐s♠❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ TΓ s✉r CΓ✳ ❆❧♦rs ✿
δ × µT ; (f)†Γ = (δ × T (A); f)
†
∆
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ (δ×T (A); f)†∆ ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧✬✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡
❡♥tr❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ (µT, χ∆T ) ❡t ❧✬❛❧❣è❜r❡ (A, δ × T (A); f) s✉r C∆✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❝✐✲❞❡ss✉s✱ ✐❧ s✉✣t ❞♦♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ δ×µT ; (f)†Γ ❡st ✉♥ t❡❧ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉❡ ❧❡ ❝❛rré ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❝♦♠♠✉t❡ ❞❛♥s C∆ ✿
✶✻✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❈❆❚➱●❖❘■◗❯❊ ❉❊ µLJ
T (µT )
T∆(δ×µT ;(f)
†
Γ) //
χ∆T

T (A)
δ×T (A);f

µT
δ×µT ;(f)†Γ
// A
❈❡tt❡ é❣❛❧✐té s❡ ♠♦♥tr❡ ♣❛r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t✳
▲❡♠♠❡ ✻✳✸✳✹ ✭❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ s♦✉s ν✮✳ ❙♦✐t f : Γ × A → T (A) ❡t δ : ∆ → Γ✳ ◆♦t♦♥s (f)‡Γ ❧❡
♠♦r♣❤✐s♠❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❛❧❣è❜r❡ t❡r♠✐♥❛❧❡ ❞❡ TΓ s✉r CΓ✳ ❆❧♦rs ✿
δ ×A; (f)‡Γ = (δ ×A; f)
‡
∆
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▼ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡
❝❛rré s✉✐✈❛♥t ❝♦♠♠✉t❡ ❞❛♥s C∆✳
A
δ×A;(f)‡Γ //
δ×A;f

νT
(χ∆T )
−1

T (A)
T∆(δ×A;(f)
‡
Γ) // T (νT )
q✉✐ s❡ ♠♦♥tr❡ ♣❛r ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t✳
▲❡♠♠❡ ✻✳✸✳✺ ✭❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ s♦✉s ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs✮✳ ❙♦✐❡♥t T : C → C ❡t N : Cop → C ❞❡s
❢♦♥❝t❡✉rs ❞❡ F ✱ ❡t s♦✐❡♥t δ : ∆→ Γ ❡t f : Γ×A→ B✳ ❆❧♦rs ✿
δ × T (A);TΓ(f) = T∆(δ ×A; f)
δ × T (B);NΓ(f) = N∆(δ ×A; f)
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■♠♠é❞✐❛t ♣❛r ♥❛t✉r❛❧✐té ❡t ❞✐♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡s ❢♦r❝❡s ❡t ❝♦♥tr❛❢♦r❝❡s ❡t ♣❛r ❞é✜✲
♥✐t✐♦♥ ❞❡ TΓ ❡t NΓ✳
✻✳✹ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
✻✳✹✳✶ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡
❈♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡✱ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✬✉♥ séq✉❡♥t Γ1, . . . ,Γn ⊢ A s❡r❛ ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥
♠♦r♣❤✐s♠❡ JΓ1K× · · · × JΓnK → JAK ✭♣❛r ❞é❢❛✉t ✜①♦♥s q✉❡ ❝❡s ♣r♦❞✉✐ts s✉❝❝❡ss✐❢s s♦♥t ♣❛r❡♥✲
t❤ésés à ❣❛✉❝❤❡✮✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❝❡tt❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ s❡r✈❡♥t
s❡✉❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡✳ ▲♦rsq✉✬♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ∆ ❞❡ Γ ♣❛r s✐♠♣❧❡ ré♦r❞♦♥♥❡♠❡♥t
❞✉ ❝♦♥t❡①t❡✱ ♠❛✐s q✉❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥❝✐s❡
♣❛r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡✱ ♦♥ ❧❡ ♥♦t❡r❛ γΓ∆ : Γ → ∆✱ ♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t γ s✐ s❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❡t
❝♦❞♦♠❛✐♥❡s s♦♥t ❝❧❛✐rs✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡st ❞✐r❡❝t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ Γ ❡t ∆✳ ❙♦✐t
π ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✬✉♥ séq✉❡♥t Γ ⊢ A✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t JπK : JΓK → JAK ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳
✻✳✹✳ ■◆❚❊❘P❘➱❚❆❚■❖◆ ✶✻✾
✕ ❆①✐♦♠❡✳ q
ax
A ⊢ A
y
= idA
✕ ❈♦✉♣✉r❡✳
t π1
Γ ⊢ A
π2
∆, A ⊢ B
Cut
Γ,∆ ⊢ B
|
= JΓ,∆K γ // J∆K× JΓK J∆K×Jπ1K // J∆K× JAK Jπ2K // JBK
✕ ❈♦♥tr❛❝t✐♦♥✳ t π
Γ, A,A ⊢ B
C
Γ, A ⊢ B
|
= JΓ, AK 〈id,π2〉// JΓ, A,AK JπK // JBK
✕ ❆✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t✳ t π
Γ ⊢ B
W
Γ, A ⊢ B
|
= JΓ, AK π1 // JΓK JπK // JBK
✕ ➱❝❤❛♥❣❡✳ t π
Γ, A,B,∆ ⊢ C
γ
Γ, B,A,∆ ⊢ C
|
= JΓ, A,B,∆K γ // JΓ, B,A,∆KJπK // JCK
✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❞r♦✐t❡✳t π
Γ, A ⊢ B
⇒r
Γ ⊢ A⇒ B
|
= JΓK Λ(〈π2,π1〉;JπK) // JA⇒ BK
✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❣❛✉❝❤❡✳
t π1
Γ ⊢ A
π2
∆, B ⊢ C
⇒l
Γ,∆, A⇒ B ⊢ C
|
=
JΓ,∆, A⇒ BK γ // J∆K× (JΓK× (JAK ⇒ JBK))
J∆K×(Jπ1K×(JAK⇒JBK);ev) // J∆K× JBK
Jπ2K // JCK
✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ 0 à ❣❛✉❝❤❡✳
q
0l
0 ⊢ A
y
= J0K ➼A // JAK
✶✼✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❈❆❚➱●❖❘■◗❯❊ ❉❊ µLJ
✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ 1 à ❣❛✉❝❤❡✳t π
Γ ⊢ A
1r
Γ, 1 ⊢ A
|
= JΓ, 1Kπ1;JπK // JAK
✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ 1 à ❞r♦✐t❡✳
q
1r
⊢ 1
y
= J1K !J1K // J1K
✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t à ❣❛✉❝❤❡✳
t π
Γ, A,B ⊢ C
×l
Γ, A×B ⊢ C
|
= JΓ, A×BK 〈π1,〈π2;π1,π2;π2〉〉 // JΓ, A,BK JπK // JCK
✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t à ❞r♦✐t❡✳t π1
Γ ⊢ A
π2
Γ ⊢ B
×r
Γ,∆ ⊢ A×B
|
= JΓ,∆K γ // JΓK× J∆K Jπ1K×Jπ2K // JA×BK
✕ Pr❡♠✐èr❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ à ❞r♦✐t❡✳t π
Γ ⊢ A ←−
+r
Γ ⊢ A+B
|
= JΓK Jπ1K // JAK in1 // JA+BK
✕ ❙❡❝♦♥❞❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ à ❞r♦✐t❡✳t π
Γ ⊢ B −→
+r
Γ ⊢ A+B
|
= JΓK Jπ1K // JBK in2 // JA+BK
✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ à ❣❛✉❝❤❡✳
t π1
Γ, A ⊢ C
π2
∆, B ⊢ C
+r
Γ,∆, A+B ⊢ C
|
= JΓ,∆, A+BK γ // (JΓK× J∆K)× (JAK + JBK)
[π1×JAK;Jπ1K|π2×JBK;Jπ2K]JΓK×J∆K // JCK
❖ù [f |g]Γ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✲♣❛✐r❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ❝♦♣r♦❞✉✐ts ❢❛✐❜❧❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧s
❞❡ CΓ✳
✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ µ à ❣❛✉❝❤❡✳t π
Γ, T (A) ⊢ A
µl
Γ, µX.T ⊢ A
|
= JΓ, µX.T K JπK†JΓK // JAK
❖ù JπK†Γ ❞és✐❣♥❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ JT K ❞❛♥s CΓ✳
✻✳✹✳ ■◆❚❊❘P❘➱❚❆❚■❖◆ ✶✼✶
✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ µ à ❞r♦✐t❡✳t π
Γ ⊢ T (µX.T )
µr
Γ ⊢ µX.T
|
= JΓK JπK // JT (µX.T )K χJT K // JµX.T K
✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ν à ❣❛✉❝❤❡✳t π
Γ, T (νX.T ) ⊢ B
νl
Γ, νX.T ⊢ B
|
= JΓ, νX.T K 〈π1,π2;χ−1JT K〉// JΓ, T (νX.T )K JπK // JBK
✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ν à ❞r♦✐t❡✳t π
Γ, A ⊢ T (A)
νr
Γ, A ⊢ νX.T
|
= JΓ, AK JπK‡JΓK// JνX.T K
♦ù JπK‡Γ ❞és✐❣♥❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❛❧❣è❜r❡ t❡r♠✐♥❛❧❡ ❞❡ JT K ❞❛♥s CΓ✳
✕ ❋♦♥❝t❡✉r ♣♦s✐t✐❢✳t π
Γ, A ⊢ B
[P ]
Γ, P (A) ⊢ P (B)
|
= JΓ, P (A)K JP KJΓK(JπK) // JP (B)K
✕ ❋♦♥❝t❡✉r ♥é❣❛t✐❢✳t π
Γ, B ⊢ A
[N ]
Γ, N(A) ⊢ N(B)
|
= JΓ, N(A)K JNKJΓK(JπK) // JN(B)K
■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❛✛❛✐❜❧✐❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ s✐ ♦♥ ✐♥t❡r♣rèt❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ π ❞❡ µLJ
❛✛❛✐❜❧✐❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ JπK ♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡s ❢♦rts ❞❡ C ♣✉✐sq✉✬à ❛✉❝✉♥ ♠♦♠❡♥t
♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ r❡❧❡✈❡r ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✴❝♦❛❧❣è❜r❡s t❡r♠✐♥❛❧❡s✳ ❆✐♥s✐ ♣♦✉r
µLJ ❛✛❛✐❜❧✐❡✱ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t
µ✲❢❡r♠é❡✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡r❛ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✶ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✹✳✷
é♥♦♥ç❛♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✳
✻✳✹✳✷ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
■❧ ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ µLJ ✳
■❧ s✬❛❣✐t à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❡s✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ q✉✬♦♥ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ t♦✉t ❧❡
❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ P❛ss♦♥s ❡♥ r❡✈✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❣r♦✉♣❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ µLJ ✱ ❡t
❡①♣❧✐❝✐t♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❣r♦✉♣❡s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✉t✐❧✐sé❡✳
❈♦✉♣✉r❡s ❧♦❣✐q✉❡s✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t Γ ∈ C0✱ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ CΓ
❡st ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡ ❡t ❛ ❧❡s ❝♦♣r♦❞✉✐ts ❢❛✐❜❧❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧s ✭✈♦✐r Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✹✮✳
P♦✐♥ts ✜①❡s✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞é❝♦✉❧❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ JµX.T K ❡st ✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡
✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ JT KΓ ❞❛♥s CΓ✱ ❧❡ ❝❛s ❞❡ JνX.T K ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡✳
✶✼✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❈❆❚➱●❖❘■◗❯❊ ❉❊ µLJ
❋♦♥❝t❡✉rs✳ P♦✉r ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t ❧✬✐❞❡♥t✐té✱ ❝✬❡st é✈✐❞❡♥t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✳
P♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s à ♠♦♥tr❡r s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡s ❛ss✉ré❡s ♣❛r ❧❡s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s
✻✳✷✳✼ ❡t ✻✳✸✳✷✳
❈♦✉♣✉r❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s ❡t ❛①✐♦♠❡s✳ ❈❛❧❝✉❧s ✐♠♠é❞✐❛ts s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡✳
❙✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ▲❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ s❡ ♠♦♥tr❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❡ ✻✳✹✳✶✳ ❙♦✐t π1 ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ séq✉❡♥t Γ ⊢ A ❡t π2 ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ∆, A ⊢ B✳ ❆❧♦rs ✿
Jπ2[π1/A]K = JΓ,∆K γ // J∆K× JΓK J∆K×Jπ1K // J∆K× JAK Jπ2K // JBK
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r π2✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳
✕ ❘è❣❧❡s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛①✐♦♠❡ ❡t str✉❝t✉r❡❧✱ rè❣❧❡s ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ 0✱ 1✱ ❞❡ ❧❛ ✢è❝❤❡ ❡t ❞✉
♣r♦❞✉✐t ✿ ❝❛❧❝✉❧ ✐♠♠é❞✐❛t s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡✳
✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ à ❞r♦✐t❡ ✿ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡✳
✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ à ❣❛✉❝❤❡ ✿ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈✐té ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s✉r ❧❛ s♦♠♠❡✳
✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ µ à ❞r♦✐t❡ ✿ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡✳
✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ µ à ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t à ♣❛rt✐r ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✻✳✸✳✸✳
✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ν à ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡✳
✕ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ν à ❞r♦✐t❡ ✿ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t à ♣❛rt✐r ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✻✳✸✳✹✳
✕ ❋♦♥❝t❡✉rs ✿ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t à ♣❛rt✐r ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✻✳✸✳✺✳
❆✈❡❝ ❝❡ ❧❡♠♠❡✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡ r❡♥❞ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ✭❙✉❜✮✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ ❞❡ t♦✉t❡s ❝❡s ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✹✳✷✳ ❚♦✉t❡ ❝❛té❣♦r✐❡ µ✲❢❡r♠é❡ ✭♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s str✐❝t❡s✱ ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s✮
C ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦rr❡❝t ✭❞✉ ❢r❛❣♠❡♥t str✐❝t✱ ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡✮ µLJ ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ② ❛
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ J−K ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s✱ ❡t st❛❜❧❡ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥✳
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❖♥ ❛ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ q✉❡ µLJ ♣♦✉✈❛✐t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥✲
s✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞✉ µ✲❝❛❧❝✉❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡s µ✲t❡r♠❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
r❡♣rés❡♥tés ❞❡ ❢❛ç♦♥ très ♣ré❝✐s❡ ♣❛r ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ♣❛r✐té ❬❙❛♥✵✷❛❪✳ ❯♥❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝❛r❛❝té✲
r✐st✐q✉❡s ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ♣❛r✐té ❡st ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐♥✜♥✐❡s ❝♦❞é❡s ♣❛r
❧❡s µ✲t❡r♠❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ✜♥✐s ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝②❝❧✐q✉❡s✮✱ ❝♦♥str✉✐ts ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r
❧❡s µ✲t❡r♠❡s✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❝❧é ❡st ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐♥t ✜①❡ ❡t ❞❡ ♣❧✉s
❣r❛♥❞ ♣♦✐♥t ✜①❡ ♣❛r ❧✬❛❥♦ût ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❡t ❝♦✐♥❞✉❝t✐❢s ❞❛♥s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❝②❝❧✐q✉❡s q✉✬♦♥ ✈❡✉t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❛✉① ❥❡✉①
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❞✬❛rè♥❡ ✿ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡ ❞❡s ❧✐st❡s ✭❡t ✢♦ts✮ ❞❡
❜♦♦❧é❡♥s ❞❛♥s ✉♥❡ ❛rè♥❡ ✜♥✐❡✳ ❖✉tr❡ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ é❧é❣❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✜♥✐♠❡♥t ❧❡s str✉❝t✉r❡s ✐♥✜♥✐❡s ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ µLJ ✱ ❡t
♦♥ ❛ ❛✉ss✐ ❧✬❡s♣♦✐r ❞✬❡♥ t✐r❡r ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t ❞❡s ♣♦♥ts ❡♥tr❡ ❧❡s ❥❡✉① ✉t✐❧✐sés ❡♥ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t
❝❡✉① ✉t✐❧✐sés ❡♥ sé♠❛♥t✐q✉❡✳
❯♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s r❡♥❝♦♥trés ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡✱ ❝✬❡st q✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡ ❜♦✉❝❧❡ ✭q✉✬♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐r❛ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✮ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❛rè♥❡s✱
❛❧♦rs q✉✬♦♥ ✈♦✉❞r❛ q✉✬❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❝♦❛❧❣è❜r❡s t❡r♠✐♥❛❧❡s ❛✉① ❢♦♥❝t❡✉rs
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡s ❛rè♥❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡tt❡ ✈♦❧♦♥té ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❡t ❝♦✐♥❞✉❝t✐❢s
♣❛r ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ✐♠♣♦s❡ ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ sé♠❛♥t✐q✉❡✱ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❞é✜♥✐r ❞❡s ❛rè♥❡s ❞✐t❡s
♦✉✈❡rt❡s ✭♦ù ❝❡rt❛✐♥s ❝♦✉♣s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✮ ❡t à ❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt à
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❛rè♥❡s ♦✉✈❡rt❡s✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❛✉ss✐ ❛tt❡♥❞r❡
❞✬❛✉tr❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉✬✐❧s éq✉✐♣❡♥t Inn ❡t Par ❞✬✉♥❡
str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡s ❢♦rts✳
▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ✐❞é❡ ré❝✉rr❡♥t❡ ❡♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡
❥❡✉① ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ s❡♥s ❣é♥ér❛❧ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡ ♣r❡sq✉❡ ❝♦♣②❝❛t✳ ❯♥❡ str❛✲
té❣✐❡ ♣r❡sq✉❡ ❝♦♣②❝❛t ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❛②❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t très ❝♦♠✲
♣❧❡①❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛rè♥❡ ❥✉sq✉✬à r❡♥tr❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✐st✐♥❣✉é❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡
❡❧❧❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té✱ s❡ ❝♦♥t❡♥t❛♥t ❞❡ r❡❝♦♣✐❡r ❧❡s ❝♦✉♣s ❞❡ s♦♥ ♦♣♣♦s❛♥t✳ ❉❡
t❡❧❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦♥t été ❝♦♥s✐❞éré❡s ❢réq✉❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❬❆❏✾✹✱ ❑◆❖✵✷❪✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ✈❛ t❡♥t❡r ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡s str❛té❣✐❡s✳
■❧ s✬❡st ❛✈éré tr♦♣ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts ♣♦✉r ❧❡s ❛rè♥❡s
❣é♥ér❛❧❡s✳ ❖♥ ❛ ❞û ✐♠♣♦s❡r ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s tr♦✉s ✭r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✮ s♦✐❡♥t
t❡r♠✐♥❛✉① ❞❛♥s ❧✬❛rè♥❡ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧s ♥❡ ❥✉st✐✜❡♥t ♣❡rs♦♥♥❡✮✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥
❛✉ ❢r❛❣♠❡♥t ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡ µLJ ✳ ▼ê♠❡ ❛✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡st❡ très t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡t
♦♥ ❛✐♠❡r❛✐t✱ ❧♦rs ❞❡ tr❛✈❛✉① ✉❧tér✐❡✉rs✱ ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❡r ❡t ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❡r à t♦✉t❡s ❧❡s ❛rè♥❡s✳ ❖♥
ré✈è❧❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❡①trê♠❡♠❡♥t r✐❝❤❡ s✉r ❝❡s str❛té❣✐❡s ♣r❡sq✉❡ ❝♦♣②❝❛t✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r
❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✬❛rè♥❡s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
✼✳✶✳ ❈❖▼P❖❙■❚■❖◆ ❱❊❘❚■❈❆▲❊ ✶✼✺
S[A]✱ ♦ù S ❡t A s♦♥t ❞❡s ❛rè♥❡s✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♣♦rt❡ ✉♥ ✐♥térêt ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉① ❛rè♥❡s ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ S[A]⇒ T [B]✱ ❡t ♦♥ ❞é❣❛❣❡ ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ✿
✕ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❛rè♥❡ T ✱ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt
❣é♥éré ♣❛r T ❛ss♦❝✐❡r❛ à t♦✉t❡ str❛té❣✐❡ σ : A ⇒ B ✉♥❡ str❛té❣✐❡ T (σ) : T (A) → T (B)
q✉✬♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❛ à s❡ ❝♦♠♣♦rt❡r ❝♦♠♠❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉r T ❡t ❝♦♠♠❡ σ s✉r A⇒ B✳
✕ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ♦✉✈❡rt❡s ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ str❛té❣✐❡
η : S ⇒ T s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♥❛t✉r❛❧✐té✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐r❛ ♣♦✉r t♦✉t❡
❛rè♥❡ A ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ηA : S[A] ⇒ T [A] ❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ η s✉r S ⇒ T
❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ idA s✉r A⇒ A✳
❈❡s ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s s❡r♦♥t ✉♥✐✜é❡s ♣❛r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r
✉♥❡ str❛té❣✐❡ η[σ] : S[A] ⇒ T [B] à ♣❛rt✐r ❞❡ η : S ⇒ T ❡t σ : A ⇒ B✳ P❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝
❧❡s ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ 2✲❝❛té❣♦r✐❡ ♦♥ ❛✉r❛ ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❡♥tr❡
❝❡tt❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡✱ ❥✉st✐✜❛♥t ❞✬✉♥ ❝♦✉♣ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡
❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt ❡t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♦✉✈❡rt❡✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✱ ❛ss✉r❛♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts ❡st ✉♥❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♦✉✈❡rt❡✳ ❖♥ ✈❡rr❛ ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ❝❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s s❡
❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞✐♥❛t✉r❡❧✳
❯♥❡ ❢♦✐s t♦✉s ❝❡s ♦✉t✐❧s ✐♥tr♦❞✉✐ts✱ ✐❧ s❡r❛ ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts s♦♥t
❢♦rts✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❢♦r❝❡s ❛♣♣❛r❛îtr♦♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ♦✉✲
✈❡rt❡s✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡r❛ ❡♥ ❢❛✐t q✉✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡s ❢♦rts✱ ♣♦s❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
♣✐❡rr❡ ✭❡t ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✱ s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✮ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ µ✲
❢❡r♠é❡ ❞❡ ❥❡✉① ❡t str❛té❣✐❡s t♦t❛❧❡s✳
✼✳✶ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡
✼✳✶✳✶ ❆rè♥❡s ♦✉✈❡rt❡s
❖♥ ♣❛rt ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ♣♦✉r ❧❡s ❛rè♥❡s à ❛❞r❡ss❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✳ ❋✐①♦♥s
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ T ❞❡ ♥♦♠s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ T ✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛t♦♠❡s ét❡♥❞✉✶ ✿
Σ = Σ ⊎ {X | X ∈ T }
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡t ❧❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❧❡s ❝♦✉♣s ❞♦♥t ❧✬❛t♦♠❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ X s❡r♦♥t ❛♣♣❡❧és ❞❡s
tr♦✉s ✿ ✐❧s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ X ❞❛♥s ❧✬❛rè♥❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✶✳ ❯♥❡ ❛rè♥❡ ♦✉✈❡rt❡ ❡st ✉♥❡ ❛rè♥❡ A ❜❛t✐❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛t♦♠❡s Σ✳ ❖♥
s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s tr♦✉s ♥❡ ❥✉st✐✜❡♥t ♣❡rs♦♥♥❡ ❞❛♥s A✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ✿
∀m,n ∈MA, m ⊢A n⇒ ∀X ∈ T , ∀ξ ∈ N
⋆, m 6= ξ ·X
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❯♥❡ ❛rè♥❡ ♦✉✈❡rt❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛rè♥❡ ✉s✉❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱
t♦✉t❡s ❧❡s ❛rè♥❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣♦✉rr♦♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t êtr❡ ♦✉✈❡rt❡s✱ ♠ê♠❡ s✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s
♣ré❝✐sé ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳ ❖♥ ✐♥s✐st❡r❛ s✉r ❧❡ ❝ôté ♦✉✈❡rt ❞✬✉♥❡ ❛rè♥❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐
❥♦✉❡r❛ ✉♥ rô❧❡ ❛❝t✐❢ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡✳
✶◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s♦✉s✲❡♥t❡♥❞ q✉❡ Σ ❡t {X | X ∈ T } s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥ts✳
✶✼✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❋❖◆❈❚❊❯❘❙ ❖❯❱❊❘❚❙
◆♦t❛t✐♦♥✳ P❛r ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛❞♦♣t❡r❛ q✉❛♥❞ ❝❡❧❛ ♥❡ ❣é♥èr❡r❛ ♣❛s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ❧❡s
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❖♥ ❞és✐❣♥❡r❛ ♣❛r X ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ tr♦✉ t ❞♦♥t ❧✬❛t♦♠❡ ❡st X ✳ ❖♥ ❞✐r❛ ❛✉ss✐ q✉❡ t
❡st ét✐q✉❡té ♣❛r X✳
✕ ❖♥ ❞és✐❣♥❡r❛ ♣❛r P ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ tr♦✉ t t❡❧ q✉❡ λOP (t) = P ✱ ❡t O ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧
tr♦✉ t t❡❧ q✉❡ λOP (t) = O✳
✕ ❖♥ ❝♦♠❜✐♥❡r❛ ❧✐❜r❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ♥♦t❛t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ XP ❞és✐❣♥❡r❛ ✉♥ tr♦✉
ét✐q✉❡té ♣❛r X ❡t ❞❡ ♣♦❧❛r✐té ❏♦✉❡✉r✳
❙✐ A ❡st ✉♥❡ ❛rè♥❡ ♦✉✈❡rt❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s tr♦✉s ét✐q✉❡tés ♣❛rX1, . . . , Xn✱ ♦♥ ❧❛ ♥♦t❡r❛ A[X1, . . . ,
Xn]✱ ♣ré✜❣✉r❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ q✉✬♦♥ ❛✉r❛ ♣♦✉r ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt ❛ss♦❝✐é✳
❊①❡♠♣❧❡s✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❛rè♥❡ ♦✉✈❡rt❡✱ ❧❡s tr♦✉s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡s✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡
✼✳✷ ❞♦♥♥❡ ❡♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧✬❛rè♥❡ ♦✉✈❡rt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ t②♣❡ 1+X✱ ❛✈❡❝ X ❝♦♠♠❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❧✐❜r❡✳
❋✐❣✳ ✼✳✷ ✕ ❆rè♥❡ ♦✉✈❡rt❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ 1 +X
❘❡♠❛rq✉❡✳ ▲❡s ❛rè♥❡s ♦✉✈❡rt❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❞❡s tr♦✉s ét✐q✉❡tés ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ X✳
❉❛♥s t♦✉t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t q✉✐ s✉✐t✱ s✐ ♦♥ ♥❡ ♣ré❝✐s❡ r✐❡♥✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✉①
tr♦✉s ❞❡ T ét✐q✉❡tés X✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✷✳ ❙♦✐t T ✉♥❡ ❛rè♥❡ ♦✉✈❡rt❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ T ❡st ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠✐①t❡ s✐ T ❝♦♥t✐❡♥t
❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ X à ❧❛ ❢♦✐s ❡♥ ♣♦❧❛r✐té ❏♦✉❡✉r ❡t ❖♣♣♦s❛♥t✳ ❙✐♥♦♥✱ T ❡st ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✜①❡✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t s❛ ♣♦❧❛r✐té ❡♥ ❞✐s❛♥t q✉❡ T ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ s✐ T ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ OX ❡t ♥é❣❛t✐✈❡ s✐ ❡❧❧❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ 
P
X ✳
✼✳✶✳✷ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✬❛rè♥❡s
❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ♣♦✉r ❧❡s ❛rè♥❡s ♦✉✲
✈❡rt❡s ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s tr♦✉s ♣❛r ✉♥❡ ❛rè♥❡ ❝♦♠♣❧èt❡✳
❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✸ ✭❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✬❛rè♥❡s✮✳ ❙♦✐t A[X] ✉♥❡ ❛rè♥❡ ♦✉✈❡rt❡ ♥✬❛②❛♥t q✉✬✉♥❡ ♦❝✲
❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ X ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝♦✉♣ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ξ · X ❞❛♥s MA✮ s♦✐t
B ✉♥❡ ❛rè♥❡ ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♦✉✈❡rt❡✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ A[B/X]✱ é❣❛❧❡♠❡♥t ♥♦té❡
✼✳✶✳ ❈❖▼P❖❙■❚■❖◆ ❱❊❘❚■❈❆▲❊ ✶✼✼
A(B) q✉❛♥❞ ❝❡❧❛ ♥❡ ❝❛✉s❡ ♣❛s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté✱ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
MA[B/X] = (MA \ {ξ ·X}) ⊎ ξ ·MB
λA[B/X] =
{
[λA\ξ·X , ξ · λB] s✐ λA(ξ ·X) = O
[λA\ξ·X , ξ · λB] s✐♥♦♥
m ⊢A[B] n ⇔ ∨


m ⊢A n
m (ξ· ⊢B) n
m ⊢A ξ ·X ∧ n ∈ IB
■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧❡s é✈❡♥t✉❡❧s tr♦✉s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs t❡r♠✐♥❛✉① ❞❛♥s A[B]✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬♦♣é✲
r❛t✐♦♥ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛rè♥❡ ♦✉✈❡rt❡ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳
❙✉❜st✐t✉t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✳ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ét✉❞✐❡r q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s✉❝✲
❝❡ss✐✈❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❛✐s♦♥ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❣é✲
♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✬❛rè♥❡s ❛✉ ❝❛s ♦ù ♦♥ ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞✉ tr♦✉ ❞❛♥s ❧✬❛rè♥❡
♦✉✈❡rt❡✳ ▲✬❛✉tr❡ r❛✐s♦♥ ❡st q✉✬♦♥ ✈❛ êtr❡ ❛♠❡♥és ♣❧✉s t❛r❞ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts
❞✬❛r✐té s✉♣ér✐❡✉r❡✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ❛rè♥❡s ♦✉✈❡rt❡s ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ tr♦✉s✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ét✐q✉❡tés X ❡t Y ✳ P♦✉r ❞♦♥♥❡r s❡♥s à ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡ X ❡t Y ✱ ❧❛
s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s t❡r♠❡s ✿ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r ✉♥ ❧❡♠♠❡
❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✶ ✭❙✉❜st✐t✉t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✮✳ ❙✐ T ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡
X ❡t ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ Y ✱ ❡t s✐ A ❡t B s♦♥t ❞❡s ❛rè♥❡s ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♥✐ X ♥✐ Y ✿
T [A/X][B/Y ] = T [B/Y ][A/X]
❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❧❛ ♥♦t❡r❛ T [A/X,B/Y ] s❛♥s ❛♠❜✐❣✉ïté✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ T ❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♦❝❝✉r✲
r❡♥❝❡s ❞❡ X ✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t T [A/X] ♣❛r s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ✭❡♥ r❡♥♦♠♠❛♥t ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❧❡s
X ❡♥ X1, . . . , Xn ❞✐st✐♥❝ts✮✳ P❛r ❧✬é❣❛❧✐té ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♥✬✐♠♣♦rt❡ ♣❛s ❡t ❧❡
rés✉❧t❛t ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■♠♠é❞✐❛t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❈✬❡st ✐❝✐ q✉✬✐❧ ❡st ❝r✉❝✐❛❧ q✉❡ ❧❡s ❛rè♥❡s s♦✐❡♥t ❧♦❝❛❧✐sé❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬♦♥ ❛✐t
❧❛ ♠❛îtr✐s❡ ❞❡s ❛❞r❡ss❡s✳ ❙✐♥♦♥✱ ♦♥ s❡r❛✐t ❢♦r❝é ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ❝♦✉♣s ❞❡ A[B/X] ♣❛r ✿
MA[B/X] = MA \ {X}+MB
❡t ♦♥ ♣❡r❞r❛✐t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❡ ❞✐s❥♦✐♥t❡ s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
♥✬❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ q✉✬à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✳ P✐r❡ ❡♥❝♦r❡✱ ♦♥ ♣❡r❞r❛✐t ♣♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥ ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❢♦rt ♥❛t✉r❡❧❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ (A×X)[B/X] = A×B✳ ▲✬❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡r❛✐t ❞❡ q✉♦t✐❡♥t❡r
❧❡s ❛rè♥❡s ♣❛r ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛rè♥❡s✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡r❞r❛✐t ❛❧♦rs t♦✉t ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ♣❛r ❞❡s ❞❡s ❛rè♥❡s ✜♥✐❡s ❝②❝❧✐q✉❡s✱ ❝❛r ♦♥ ♥❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r❛✐t ♣❧✉s ✉♥❡ ❛rè♥❡ ✜♥✐❡
❞❡ s♦♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳
◆♦t❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t S ✉♥❡ ❛rè♥❡ ♦✉✈❡rt❡✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❏♦✉❡✉r ❡t
❖♣♣♦s❛♥t ❞❡ X ✳ ❆❧♦rs s✐ A ❡t B s♦♥t ❞❡s ❛rè♥❡s✱ ♦♥ ♥♦t❡ S[A/X−, B/X+] ♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t
S[A,B] ❧✬❛rè♥❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ PX ♣❛r A ❡t ❞❡s
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ OX ♣❛r B✳
✶✼✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❋❖◆❈❚❊❯❘❙ ❖❯❱❊❘❚❙
❋✐❣✳ ✼✳✸ ✕ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ (1 +X)[B−, B+]✳
❊①❡♠♣❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✸ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ PX ♣❛r B
+ ❡t ❞❡ OX ♣❛r B
− ❞❛♥s ❧✬❛rè♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ 1 +X✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✷ ✭❙✉❜st✐t✉t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❡♥ ❝❛s❝❛❞❡✮✳ ❙♦✐❡♥t S, T ❞❡✉① ❛rè♥❡s ♦✉✈❡rt❡s ❡t A
✉♥❡ ❛rè♥❡✳ ❖♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿
(S[T/X])[A/X] = S[T [A/X]/X]
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■♠♠é❞✐❛t✳
✼✳✶✳✸ P❛rt✐❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s
❙♦✐❡♥t S[X] ❡t T [X] ❞❡s ❛rè♥❡s ♦✉✈❡rt❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ✈❛ s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉①
❛rè♥❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ S[A,B]⇒ T [C,D] ✭A r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ PX ❞❛♥s S✱ B r❡♠♣❧❛❝❡
❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ OX ❞❛♥s S✱ ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ♣♦✉r T ✮✳ P❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ♦♥ ✈❛ ét✉❞✐❡r
❧❡s ♣❛rt✐❡s ❧é❣❛❧❡s s✉r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞✬❛rè♥❡ ❡t t❡♥t❡r ❞❡ r❡♣ér❡r ❞❛♥s q✉❡❧s ❝❛s ❝❡s ♣❛rt✐❡s s♦♥t
✓❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s✔✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s s✉r S[X] ⇒ T [X] ❡t ❝❡❧❧❡s s✉r A,B,C,D s♦♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ sé♣❛ré❡s✳
❚❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡✳ ❙♦✐t s ∈ LS[A,B]⇒T [C,D]✳ ❙✐ X ∈ {A,B,C,D}✱ ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡ X ❞❛♥s s ❡st ❧❛
❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ ξ t❡❧❧❡ q✉❡ ξ ·X ❡st s✉❜st✐t✉é ♣❛r X ❞❛♥s S[A,B]⇒ T [C,D]✱ ❡t ❞✬✉♥
♣♦✐♥t❡✉r ✈❡rs ✉♥ ❝♦✉♣ sj ✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣ ❞❡ X ❞❛♥s s ❡st ❞❛♥s ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♣✐❡ (ξ, j) ❞❡
X✳ ❙✐ si ❡st ✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ X ❞❛♥s s✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ si ♦✉✈r❡ ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ (ξ, j) ❞❡ X s✐ ξ ❡st
♣ré✜①❡ ❞❡ ❧✬❛❞r❡ss❡ ❞❡ si ❡t s✐ si ♣♦✐♥t❡ s✉r sj ✳ P❛r ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ♦♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ❝♦♣✐❡ (ξ, j) ❞❡ X
❡st ♦✉✈❡rt❡ ❞❛♥s s s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ q✉✐ ❧✬❛ ♦✉✈❡rt❡✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ t♦✉s ❧❡s ❝♦✉♣s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ (ξ, j) ❞❡ X ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
❛✉ ♠ê♠❡ tr♦✉ Y ✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ✭à ✈❡♥✐r✮ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬✓❛❣❣❧♦♠ér❛t✐♦♥✔ ❞❡ t♦✉s ❝❡s ❝♦✉♣s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✹ ✭❈♦♠♣♦s❛♥t❡s✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❛rè♥❡ E = S[A,B] ⇒ T [C,D]✱ s♦✐t m ∈
ME✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ m ❡st ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡ E s✐ m ❡st ❞❛♥s S ♦✉ T ✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱
♦♥ ❞✐t q✉❡ m ❡st ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t s✬✐❧ ❡st ❞❛♥s A,B,C ♦✉ D✳
✼✳✶✳ ❈❖▼P❖❙■❚■❖◆ ❱❊❘❚■❈❆▲❊ ✶✼✾
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✺ ✭❙❛✉t✮✳ ❙♦✐t s ∈ LS[A,B]⇒T [C,D]✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♣ré✜①❡ s
′ab ⊑ s✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡
b ❡st ✉♥ s❛✉t s✐ ❧✬♦♥ ❡st ❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✭❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡s ♣♦❧❛r✐tés
✭❖♣♣♦s❛♥t✱ ❏♦✉❡✉r✮ s♦♥t ❣❧♦❜❛❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ r❡❧❛t✐✈❡s à ❧✬❛rè♥❡ S[A,B] ⇒ T [C,D] ❡t ♣❛s à
A✱ B✱ C ♦✉ D✮✳
✶✳ a ❡st ✉♥ ❝♦✉♣ ❖♣♣♦s❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t❡✉r✱ ❡t b ❡st ✉♥ ❝♦✉♣ ❏♦✉❡✉r ❞❛♥s ❧❛
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❀
✷✳ a ❡st ✉♥ ❝♦✉♣ ❏♦✉❡✉r ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t❡✉r✱ ❡t b ❡st ✉♥ ❝♦✉♣ ❖♣♣♦s❛♥t ♥♦♥✲✐♥✐t✐❛❧
❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❀
✸✳ a ❡st ✉♥ ❝♦✉♣ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❡t b ❡st ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❀
✹✳ b ❡st ✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ s❛❝❤❛♥t q✉✬✐❧ ② ❛✈❛✐t ❞é❥à ✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧
i ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦❧❛r✐té q✉❡ b ❞❛♥s sa✱ ❡t i ❡t b s♦♥t ❞❛♥s ❞❡s
❧✐❡✉① ❞✐✛ér❡♥ts ✿ s♦✐t ✐❧s ♦✉✈r❡♥t ❞❡✉① s♦✉s✲❛rè♥❡s X,Y ∈ {A,B,C,D} ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ s♦✐t ✐❧s
♦✉✈r❡♥t ❞❡✉① ❝♦♣✐❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s (ξ′, j′) 6= (ξ, j) ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ s♦✉s✲❛rè♥❡ X ∈ {A,B,C,D}✳
❖♥ ❞✐t q✉❡ b ❡st ✉♥ s❛✉t ❖♣♣♦s❛♥t ✭r❡s♣✳ s❛✉t ❏♦✉❡✉r✮ s✐ λOPS[A,B]⇒T [C,D](b) = O ✭r❡s♣✳
λOPS[A,B]⇒T [C,D](b) = P ✮✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s❛✉t ❡st r❡❧❛t✐✈❡ à ✉♥❡ ❛rè♥❡✱ ❡t à ✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡
❛rè♥❡ ♣❛r s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✦ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ ♦♥ ❛✈❛✐t S′[A′, B′]⇒ T ′[C ′, D′] = S[A,B]⇒ T [C,D]✱
❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ s❛✉t ♥❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡r❛✐❡♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❝♦♠♠❡
❡♥ té♠♦✐❣♥❡r❛ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ à ✈❡♥✐r✳ ▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ s❛✉ts ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s✉❜séq✉❡♥t❡s
❞❡✈r♦♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧✬❛rè♥❡ ♣❛r
s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❛rè♥❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ S[A,B] ⇒ T [C,D]✱ ❝✬❡st
é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s❛✉t ✉t✐❧✐sé❡✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ■♥t❡r❞✐r❡ ❧❡s s❛✉ts ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s
♣♦✉r q✉✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❛✐sé♠❡♥t ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ❡t ❛r❣✉♠❡♥t✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ s❛✉t ❞❡ t②♣❡ 4 ♠ér✐t❡ ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■♠❛❣✐♥♦♥s q✉✬♦♥
❛✐t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ s✱ ❡t q✉✬♦♥ ✈❡✉✐❧❧❡ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳ ❈❡tt❡
r❡str✐❝t✐♦♥ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ❝♦♥s❡r✈❡ ✉♥❡ ré♠✐♥✐s❝❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ s s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❛r❣✉♠❡♥t ✿ ♦♥ ❞♦✐t r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡s tr♦✉s✱ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡s ❝♦♣✐❡s (ξ, j) ❞❡
s♦✉s✲❛rè♥❡s X ∈ {A,B,C,D} ✈✐s✐té❡s ❞❛♥s s✳ ▼❛✐s ♣♦✉r é❝r✐r❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡s tr♦✉s✱ ✐❧ ❢❛✉t
❞❡✉① ❝❤♦s❡s ✿ ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ ❡t ✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞é❣❛❣❡r ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡
❡t ✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r ✉♥✐q✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉① ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦❧❛r✐té ❞❛♥s
s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ q✉✬✐❧s ♣❛rt❛❣❡♥t ❝❡s ♠ê♠❡s ❛❞r❡ss❡s ❡t ♣♦✐♥t❡✉rs✱ ❞✬♦ù ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ s❛✉t ❞❡
t②♣❡ ✹✳
❊①❡♠♣❧❡✳ ❖❜s❡r✈♦♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❧é❣❛❧❡ ❞é❝r✐t❡ ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✳ ❆❧♦rs s ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ♣❛s ❞❡ s❛✉t
♣♦✉r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ (1 +X)[nat]⇒ (1 + nat×X)[bool]✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥
♣♦✉r (1 +X)[nat] ⇒ (1 +X × bool)[nat]✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❝❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ qnat
❡st ✉♥ s❛✉t ❞❡ t②♣❡ 1 ✿ qbool ❡st ✉♥ ❝♦✉♣ ❖♣♣♦s❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t❡✉r✱ ❡t qnat ❡st
✉♥ ❝♦✉♣ ❏♦✉❡✉r ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✻ ✭P❛rt✐❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s✮✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ s ∈ LS[A,B]⇒T [C,D] ❡st ❞✐t❡ O✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡
s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ s❛✉t ❖♣♣♦s❛♥t ❞❛♥s s✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞✐t❡ P ✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡
s❛✉t ❏♦✉❡✉r ❞❛♥s s✳ ❊❧❧❡ ❡st ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♥✐ s❛✉t ❏♦✉❡✉r ♥✐ s❛✉t ❖♣♣♦s❛♥t ❞❛♥s s✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✸✳ ❚♦✉t❡ P ✲✈✉❡ s s✉r LS[A,B]⇒T [C,D] ❡st O✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳
✶✽✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❋❖◆❈❚❊❯❘❙ ❖❯❱❊❘❚❙
(1 + nat) // (1 + nat × bool)
q
q
R
R
qbool
qnat
0
tt
❋✐❣✳ ✼✳✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r s✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ ❖♣♣♦s❛♥t ♣♦✐♥t❡ ✈❡rs ❧❡ ❝♦✉♣ ♣ré❝é❞❡♥t✳
❙✐ ❝❡ ❝♦✉♣ ❡st ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t❡✉r✱ ❖♣♣♦s❛♥t ❥♦✉❡r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t s♦✐t ✉♥ ❝♦✉♣ ❞❛♥s
❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t❡✉r ✭q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥ s❛✉t✮✱ s♦✐t ✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❛r❣✉♠❡♥t ✭q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♣❧✉s êtr❡ ✉♥ s❛✉t✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s P ✲✈✉❡s ✐♥t❡r❞✐t ❧❡ ❝❛s 4✮✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱
s✐ ❧❡ ❝♦✉♣ ♣ré❝é❞❡♥t ❡st ✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❖♣♣♦s❛♥t ♣♦✐♥t❡r❛ ✈❡rs
❝❡ ❝♦✉♣✱ ❞♦♥❝ ❥♦✉❡r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ❝♦✉♣ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t q✉✐ ♥❡ ♣♦✉rr❛ ♣❛s
êtr❡ ✉♥ s❛✉t✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①❛♠✐♥❡r ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s s✉r ✉♥❡ ❛rè♥❡ S[A,B]⇒ T [C,D] ❡t ♠♦♥✲
tr❡r q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐s❡r ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✹ ✭❋♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✮✳ ❙♦✐t s ∈ LS[A,B]⇒T [C,D]✳ ❆❧♦rs✱ s ❡st ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ s1s2 ❛✈❡❝ s1 ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❡t s2
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉① ❖♣♣♦s❛♥ts ❞❡
❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❛♥s s2 ♦✉✈r❡♥t ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝♦♣✐❡ (ξ, j) ❞❡ X ∈ {A,D} ❡t q✉❡ t♦✉s ❧❡s
❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉① ❏♦✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❛♥s s2 ♦✉✈r❡♥t ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝♦♣✐❡ (ξ, j) ❞❡
X ∈ {B,C}✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▼♦♥tr♦♥s ❧❡ s❡♥s ❞✐r❡❝t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r s✳ ❙✐ s ❡st ✈✐❞❡ ❝✬❡st é✈✐❞❡♥t✳ ❙✐♥♦♥✱
s = s′a✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ s′ = s′1s
′
2✳ P❧✉s✐❡✉rs ❝❛s s❡ ♣rés❡♥t❡♥t ❛❧♦rs ✿
✕ ❙♦✐t s′2 ❡st ✈✐❞❡✱ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s s
′ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t❡✉r✳ ❙✐ a ❡st ❞❛♥s
❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s = s′a ✈ér✐✜❡ ❜✐❡♥ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡q✉✐s❡s✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s✐ a ❡st ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t❡✉r✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s = (s′a)ǫ ✈ér✐✜❡
é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
✕ ❙♦✐t s′2 ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ a ❞♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱
s✐♥♦♥ ❝❡ s❡r❛✐t ✉♥ s❛✉t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❝✬❡st ✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛♥s X ∈ {A,B,C,D}✱ ✐❧ ❞♦✐t
♣❛rt❛❣❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✐♥t❡✉r ❡t ❧❛ ♠ê♠❡ ❛❞r❡ss❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❛r❣✉♠❡♥t ♣ré❝é❞❡♥ts ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦❧❛r✐té✱ s✐♥♦♥ ❝❡ s❡r❛✐t ✉♥ s❛✉t✳
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ♣❛s
❞❡ s❛✉t✳
✼✳✶✳ ❈❖▼P❖❙■❚■❖◆ ❱❊❘❚■❈❆▲❊ ✶✽✶
0 × 0 // (bool =⇒ 0)
q
q
tt
q
q
q
ff
q
❋✐❣✳ ✼✳✺ ✕ P ✲✈✉❡s ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s s✉r (X ×X)[0]⇒ X[bool⇒ 0]✱ ❢♦r♠❛♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♥♦♥
❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳
❊①❡♠♣❧❡✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❧é❣❛❧❡ s ❡st ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ (1 +X)[nat]⇒ (1 + nat×X)[bool]✱ ♠❛✐s ♣❛s ♣♦✉r (1 +X)[nat]⇒ (1 +X ×
bool)[nat]✳
✼✳✶✳✹ ❙tr❛té❣✐❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s
❖♥ ❛ ❞é✜♥✐ ❧❡s ♣❛rt✐❡s P ✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s ❝♦♠♠❡s ❝❡❧❧❡s ♦ù ❏♦✉❡✉r ♥✬❡✛❡❝t✉❡ ❥❛♠❛✐s ❞❡ s❛✉t
❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ s♦✉s✲❝❧❛ss❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s
❧é❣❛❧❡s✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré✲
s❡♥t✱ ❝❡s str❛té❣✐❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s q✉✐ ❡♥tr❡t✐❡♥♥❡♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✐s♦❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ❡t ❛r❣✉♠❡♥t ✿ ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡s ♣✉✐ss❡♥t ❡♥❝♦r❡ ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉r
❧❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ ❡❧❧❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡ s❛✉ts ❞❡ ❧✬✉♥❡ à ❧✬❛✉tr❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✼✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❛rè♥❡ S[A,B] ⇒ T [C,D]✳ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ σ : S[A,B] ⇒
T [C,D] ❡st ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✐♥♥♦❝❡♥t❡ ❡t s✐ t♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ s ∈ σ✱ s✐ s ❡st O✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✱
❛❧♦rs s ❡st ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳
■❧ ❛✉r❛✐t été t❡♥t❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s str❛té❣✐❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡s ❞♦♥t ❧❡s ♣❛rt✐❡s s♦♥t
P ✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s✱ ♠❛✐s ✉♥ s❛✉t ❖♣♣♦s❛♥t ♣❡✉t très ❜✐❡♥ ♣r♦✈♦q✉❡r ✉♥ s❛✉t ❏♦✉❡✉r✱ ❡♥tr❛✐♥❛♥t
✉♥❡ r✉♣t✉r❡ ❞❡ ❧❛ P ✲❢♦♥❝t♦r✐❛❧✐té✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ✐❧ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s P ✲✈✉❡s
❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ σ s♦✐❡♥t ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s ❡t q✉❡ σ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❛✉t❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜✲
s❡r✈❡r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞é✜♥✐r ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧
q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s str❛té❣✐❡s ✐♥♥♦❝❡♥t❡s✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ❝ré❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s
❧❡s ❝❛s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t ✐❝✐✱ ❧❡s str❛té❣✐❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s s❡r♦♥t t♦✉❥♦✉rs ✐♥♥♦❝❡♥t❡s✳ ▼♦♥tr♦♥s
♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés s✉r ❝❡s str❛té❣✐❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s ❡t s✉r ❧❡✉r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✺✳ ❙♦✐❡♥t σ, τ : S[A,B] ⇒ T [C,D] ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s✳ ❙✐ ❡❧❧❡s ♦♥t ❧❡s
♠ê♠❡s ♣❛rt✐❡s ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡s s♦♥t é❣❛❧❡s✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡✉rs P ✲✈✉❡s✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s ❡❧❧❡s s♦♥t
P ✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✸ ❛ss✉r❡ q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t O✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s✳ ❖r✱ s✐ σ ❡t
✶✽✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❋❖◆❈❚❊❯❘❙ ❖❯❱❊❘❚❙
τ ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s P ✲✈✉❡s✱ ❡❧❧❡s s♦♥t é❣❛❧❡s ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ✐♥♥♦❝❡♥t❡s✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❡s
❝♦♠♣❛r❡r s✉r ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s✳
❆✐♥s✐✱ ❧❡s str❛té❣✐❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ❧❡✉rs ♣❛rt✐❡s ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s✳ ❈✬❡st
✐♥tér❡ss❛♥t✱ ❝❛r s❡✉❧❡s ❝❡s ♣❛rt✐❡s ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s ✈♦♥t ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡s ❡♥ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡
s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡s str❛té❣✐❡s ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❡❧❧❡s q✉✐
s❡r♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❧✉s t❛r❞ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡✮✱ ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✓❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s✔✱ ❛✉ s❡♥s ♦ù t♦✉t❡s ❧❡✉rs ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s s♦♥t ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✽✳ ❙♦✐t u ∈ I(S[A,B], T [C,D], U [E,F ]) ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❯♥ s❛✉t s✉r u ❡st ✉♥
❝♦✉♣ ui q✉✐ ❡st ✉♥ s❛✉t s✉r ✉♥❡ ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s u↾S[A,B],U [E,F ]✱ u↾S[A,B],T [C,D] ♦✉ u↾T [C,D],U [E,F ]✳
P❛r ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ u ❡st ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ♣❛s ❞❡ s❛✉t✳
❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❛❧✐té s✉r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ♣❛r
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✻✳ ❙♦✐t σ : S[A,B]⇒ T [C,D] ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ❡t τ : T [C,D]⇒ U [E,F ] ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✱
❛❧♦rs σ; τ : S[A,B]⇒ U [E,F ] ❡st ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t u ∈ σ || τ ✱ t❡❧❧❡ q✉❡ u↾S[A,B],U [E,F ] ❡stO✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❧✬❛❜✲
s✉r❞❡ ✉♥ é✈❡♥t✉❡❧ ♣r❡♠✐❡r s❛✉t ❞❛♥s u✳ ❈❡ ♣r❡♠✐❡r s❛✉t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛✐t ❛❧♦rs s♦✐t à ✉♥ ❝♦✉♣
❞❡ σ✱ s♦✐t à ✉♥ ❝♦✉♣ ❞❡ τ ✭❝♦♥tr❡❞✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡✉r ❢♦♥❝t♦r✐❛❧✐té✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r s❛✉t✮✱
s♦✐t à ✉♥ ❝♦✉♣ ❞❡ ❧✬❖♣♣♦s❛♥t ❡①t❡r♥❡✳ ❙✐ ❝✬❡st ✉♥ s❛✉t s✉r u↾S[A,B],U [E,F ]✱ ♦♥ ❝♦♥tr❡❞✐t ✐♠♠é✲
❞✐❛t❡♠❡♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ O✲❢♦♥❝t♦r✐❛❧✐té ❞❡ u↾S[A,B],U [E,F ]✳ ❙✐ ❝✬❡st ✉♥ s❛✉t s✉r u↾S[A,B],T [C,D]
♦✉ u↾T [C,D],U [E,F ]✱ ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞✐r❡❝t ♣❛r ❝❛s s✉r ❧❡s t②♣❡s ❞❡ s❛✉ts ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝✬❡st
é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ s❛✉t ❞❛♥s u↾S[A,B]⇒U [E,F ] ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ O✲❢♦♥❝t♦r✐❛❧✐té✳ ❆✐♥s✐✱
u↾T [C,D],U [E,F ] ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t P ✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳
✼✳✶✳✺ ❘❡str✐❝t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡r❛ ♣❧✉s q✉❡ ❞❡s ❛rè♥❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ S[B,A] ⇒
T [A,B]✳ ❈❡ ❝❛s s✬❛✈èr❡r❛ ❡♥ ❡✛❡t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts ❡t
❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭❞✐✮♥❛t✉r❡❧❧❡s ♦✉✈❡rt❡s✱ ❡t ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✿ s✐
s ∈ LS[B,A]⇒T [A,B] ❡st ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✱ ♦♥ ✈❛ ♣♦✉✈♦✐r ❞é✜♥✐r s❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ s✉r A⇒ B
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳ P♦✉r S[A,B] ⇒ T [C,D]✱ ✐❧ ❛✉r❛✐t ❢❛❧❧✉ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ❝❛s s❡❧♦♥ ❧❡s s♦✉s✲❛rè♥❡s
✈✐s✐té❡s ♣❛r♠✐s A,B,C ❡t D✳
❘❡str✐❝t✐♦♥ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ✿ ❝❡❧❧❡ à ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✱ ❡t ❝❡❧❧❡ à ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❖♥ ✈❛ ❞✬❛❜♦r❞ ❞♦♥♥❡r ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡
❡t ♣r♦✉✈❡r q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❝♦rr❡❝t❡ ✭✐✳❡✳ q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥str✉✐t ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❧é❣❛❧❡s ❡t q✉✬❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❝❡rt❛✐♥❡s
♣r♦♣r✐étés ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✮✱ ♣✉✐s ♦♥ ❢❡r❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✾✳ ❙♦✐t s ∈ LS[B,A]⇒T [A,B] ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t s❛ r❡str✐❝t✐♦♥
❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ s↾S[X]⇒T [X] ♣❛r ✿
✕ s s✐ s ♥❡ ❥♦✉❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ❀
✕ s↾S,TX s✐ s ♥✬❛tt❡✐♥t q✉❡ B✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣♦✐♥t❡✉r ❡t ❧✬❛❞r❡ss❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡✉① ❞❡s ❝♦✉♣s
✐♥✐t✐❛✉① ❞❛♥s B ✭❝❤♦✐① ✉♥✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✹✮ ❀
✕ s↾S,TXX s✐ s ❛tt❡✐♥t B ❡t A✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣♦✐♥t❡✉rs ❡t ❛❞r❡ss❡s ❝❤♦✐s✐s ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r B ♣✉✐s A✳
✼✳✶✳ ❈❖▼P❖❙■❚■❖◆ ❱❊❘❚■❈❆▲❊ ✶✽✸
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✼✳ ❙♦✐t s ∈ LS[B,A]⇒T [A,B] ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳ ❆❧♦rs✱ s↾S[X]⇒T [X] ∈
LS⇒T ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❧é❣❛❧❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■♠♠é❞✐❛t ♣❛r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✹✳
❊①❡♠♣❧❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✱ s✉r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rè♥❡ (1 +
X)[nat] ⇒ (1 + nat × X)[bool]✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉✱ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t
❞♦♥❝ ❡①tr❛✐r❡ s❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ s↾(1+X)⇒(1+nat×X) ✿
(1 + X) // (1 + nat × X)
q
q
R
R
X
X
◆♦t♦♥s q✉❡ s✐ ❏♦✉❡✉r ❛✈❛✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ré♣♦♥❞✉ à qbool s❛♥s ♣❛ss❡r ♣❛s nat✱ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥
❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ s❡ s❡r❛✐t ❛rrêté❡ ✉♥ ❝♦✉♣ ❛✈❛♥t ✿ ❡❧❧❡ ❛✉r❛✐t ❞♦♥❝ ❡✉ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♠♣❛✐r❡ ❡t ❛✉r❛✐t
✜♥✐ ♣❛r ✉♥ ❝♦✉♣ ❖♣♣♦s❛♥t✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✽✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s tr♦✉s ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦❧❛r✐té ❞❛♥s S, T ❡t U ✳ ❙♦✐t u ∈
I(S[A], T [B], U [C]) ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❡①tr❛✐r❡ Fonc(u) ∈ I(S, T, U) t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
Fonc(u)↾S,T = (u↾S[A],T [B])↾S[X]⇒T [X]
Fonc(u)↾T,U = (u↾T [B],U [C])↾T [X]⇒U [X]
Fonc(u)↾S,U = (u↾S[A],U [C])↾S[X]⇒U [X]
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ u ét❛♥t ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✱ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✹ s✉r s❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ u1u2 ❛✈❡❝ u1 ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t❡✉r
❡t u2 ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ◆♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡
✼✳✶✳✾✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ X ∈ {A,B,C}✱ t♦✉s ❧❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡ X ♣♦✐♥t❡♥t ✈❡rs ❧❡
♠ê♠❡ ❝♦✉♣ ❡t ♣❛rt❛❣❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❛❞r❡ss❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❛rè♥❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t❡✉r
s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✈✐s✐té❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ A,B,C ♦✉ C,B,A✳ ▼♦♥tr♦♥s✲❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦✉ X
❡st ✉♥ ❝♦✉♣ ❖♣♣♦s❛♥t ❞❛♥s S, T ❡t U ✿ ♣❛r ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❛❧✐té✱ s❡✉❧ ❖♣♣♦s❛♥t ♣❡✉t ✐♥❛✉❣✉r❡r ❧❛
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❡♥ ❥♦✉❛♥t s✉r C✳ ▼❛✐s t♦✉t ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ A ❡st ❏♦✉❡✉r ❞❛♥s S[A] ⇒
T [B]✱ ❞♦♥❝ ♣❛r P ✲❢♦♥❝t♦r✐❛❧✐té ✐❧ ❞♦✐t s✉✐✈r❡ ✉♥ ❝♦✉♣ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t
êtr❡ q✉❡ ❞❛♥s B ✭♣✉✐sq✉❡ A ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ♦✉✈❡rt✮✳ ▲❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t t✐❡♥t ♣♦✉r B✱
❛✐♥s✐ ❝❡s s♦✉s✲❛rè♥❡s s♦♥t ♦✉✈❡rt❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ C,B,A✳ ❉♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡ Fonc(u)✱ s❡❧♦♥ ❧❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ ❙✐ u ♥✬❛tt❡✐♥t ♥✐ A✱ ♥✐ B✱ ♥✐ C✱ ♦♥ ❛ u = u1✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t Fonc(u) = u✳ ▲❡s
é❣❛❧✐tés à ♠♦♥tr❡r s♦♥t tr✐✈✐❛❧❡s ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ✐❝✐
❝♦♠♠❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té✳
✶✽✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❋❖◆❈❚❊❯❘❙ ❖❯❱❊❘❚❙
✕ ❙✐ u ♥✬❛tt❡✐♥t q✉❡ C ✭r❡s♣✳ A s✐ ❧❡s tr♦✉s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❡♥ ♣♦❧❛r✐té ❏♦✉❡✉r ❞❛♥s S, T ❡t U✮✱
❛❧♦rs t♦✉s ❧❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡ C ✭r❡s♣✳ A✮ ♣♦✐♥t❡♥t ✈❡rs ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦✉♣ ❞❛♥s u1✳ ❖♥ ♣♦s❡
❛❧♦rs Fonc(u) = u1X ✱ ♦ù X ♣♦✐♥t❡ ✈❡rs ❧❡ ❥✉st✐✜❝❛t❡✉r ❝♦♠♠✉♥ ❞❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉①
❞❡ C ✭r❡s♣✳ A✮✳ ▲❡s é❣❛❧✐tés s♦♥t é✈✐❞❡♥t❡s ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡✳
✕ ❙✐ u ❛tt❡✐♥t C ✭r❡s♣✳ A✮ ❡t B✱ ♦♥ ♣♦s❡ Fonc(u) = u1XX ✱ ♦ù ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡
❞❡ X ♣♦✐♥t❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡ C ✭r❡s♣✳ A✮ ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦✉♣s
✐♥✐t✐❛✉① ❞❡ B✳ ▲❡s é❣❛❧✐tés s♦♥t é✈✐❞❡♥t❡s ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡✳
✕ ❙✐ u ❛tt❡✐♥t C,B ❡t A ❞❛♥s ❝❡t ♦r❞r❡ ✭r❡s♣✳ A,B ❡t C✮✱ ♦♥ ♣♦s❡ Fonc(u) = u1XXX ✱
♦ù ❧❡s tr♦✐s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ X ♣♦✐♥t❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡ C,B ❡t A ✭r❡s♣✳
A,B ❡t C✮✳ ▲❡s é❣❛❧✐tés s♦♥t é✈✐❞❡♥t❡s✳
❘❡str✐❝t✐♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t✳ P❛ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡✳
❙❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❧✉s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✹✳
P❛rt♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡t ❡①❛♠✐♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❛r❣✉♠❡♥t
♦❜t❡♥✉❡✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✾✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s s ∈ LS[B,A]⇒T [A,B] ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✱ ❡t s❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s1s2 ❞♦♥✲
♥é❡ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✹✳ s2 ✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ s′2 ⊑ s2 ✜♥✐t ♣❛r ✉♥ ❝♦✉♣
✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ A✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ B ❞❛♥s ps1s′2q q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ s♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡
❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♥♦t❡r q✉❡ ps1s′2q ♥❡ ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r ❛✉ ♣❧✉s q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❝♦✉♣
✐♥✐t✐❛❧ ❞❛♥s B✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛♥s B ♥❡ ♣❡✉t ♣♦✐♥t❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❢♦♥❝t❡✉r ♣❛r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❛rè♥❡s ♦✉✈❡rt❡s✱ ❡t ❝✬❡st ✉♥ ❝♦✉♣ ❖♣♣♦s❛♥t ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✳ ❉♦♥❝✱
s✐ ♦♥ r❡♥❝♦♥tr❡ ✉♥ t❡❧ ❝♦✉♣ ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ P ✲✈✉❡✱ ♦♥ ✈❛ ❡♥s✉✐t❡ s✉✐✈r❡ s♦♥ ♣♦✐♥t❡✉r ❡t
❛rr✐✈❡r ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t❡✉r✱ ❞♦♥❝ ❞❛♥s s1✳ ❈♦♠♠❡ s1 ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❛
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t❡✉r✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉✬♦♥ ② ❝r♦✐s❡r❛ ♣❛s ❞✬❛✉tr❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ s✉r
B✳ ❉♦♥❝✱ ♦♥ ❛ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ t❡❧ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛♥s ❧❛ ✈✉❡✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❡♥ ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ✿ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s t♦✉s ❧❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉① s✉r A ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t
❞❛♥s ps1s′2q✳ Pr❡♥♦♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ❡t ❡①❛♠✐♥♦♥s ❧❡ ❝♦✉♣ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ➬❛ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✉♥ ❝♦✉♣
s✉r A✱ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé q✉✬♦♥ ❛✈❛✐t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ s✉r A✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝❡ ❝♦✉♣
❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ s✐♥♦♥ ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ s✉r A s❡r❛✐t
✉♥ s❛✉t ♣♦✉r ❏♦✉❡✉r✳ ❉♦♥❝ ❝✬❡st ✉♥ ❝♦✉♣ s✉r B✱ ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ P ✲✈✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ❝♦✉♣
❛tt❡✐♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ s✉r B✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♦✉✈r❡ ❞és♦r♠❛✐s ❧❛ ✈♦✐❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ à ❧❛
♣❛rt✐❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✶✵✳ ❙♦✐t s ∈ LS[B,A]⇒T [A,B] ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✹✱ s ❡st ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ s1s2✱ ❛✈❡❝ s1 ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❡t s2 ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t
❛❧♦rs s↾A⇒B = s2✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ A ♣♦✐♥t❡ ✈❡rs s♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥✱
❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✾✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ré❛❞r❡ss❛❣❡ ✿ ♦♥
❞♦✐t ôt❡r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣ ❧❡ ♣ré✜①❡ ❞❡ s♦♥ ❛❞r❡ss❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ A,B,C,D
❞❛♥s S ❡t T ✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ❢❛♠✐❧✐❡r ❞❡s ❥❡✉① ❞✬❛rè♥❡s r❡♠❛rq✉❡r❛ ❧✬❛♥❛❧♦❣✐❡ ❡♥tr❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❜✐❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞✉ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ⇒✳ ❙✐ σ : A ⇒ B ❡t τ : C ⇒ D✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t
✼✳✶✳ ❈❖▼P❖❙■❚■❖◆ ❱❊❘❚■❈❆▲❊ ✶✽✺
σ ⇒ τ : (B ⇒ C) ⇒ (A ⇒ D) ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s s t❡❧❧❡s q✉❡ s↾C,D ∈ τ ✭♣❛s ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡✮✱ ❡t ♦♥ ✈♦✉❞r❛✐t é❝r✐r❡ s↾A,B ∈ σ ♠❛✐s ❝✬❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✿ ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♣❡r❞ ❞❡s
♣♦✐♥t❡✉rs✳ ■❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs ♠❡ttr❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✉r I(A,B,C,D) ♣♦✉r
❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡s ✓❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥✔ ❡t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♣♦✐♥t❡✉rs ❞❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉①
❞❡ A✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✶✵✳ ❙♦✐t s ∈ LS[B,A]⇒T [A,B] ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✱ ❛❧♦rs s↾A⇒B ∈ LA⇒B✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■♠♠é❞✐❛t ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
❊①❡♠♣❧❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✱ s✉r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rè♥❡ (1 +
X)[nat]⇒ (1+nat×X)[bool]✳ ❙❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t s↾nat⇒bool ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡
s✉✐✈❛♥t ✿
nat // bool
qbool
qnat
0
tt
❖♥ ❣❛r❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥t❡✉rs ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s s✱ s❛✉❢ ♣♦✉r qnat q✉✬♦♥ ❢❛✐t ♣♦✐♥t❡r ✈❡rs ❧✬✉♥✐q✉❡
❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ bool ❞❛♥s s❛ P ✲✈✉❡✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✶✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s tr♦✉s ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦❧❛r✐té ❞❛♥s S, T ❡t U ✳ ❙♦✐t u ∈
I(S[A], T [B], U [C]) ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✱ P ✲✈✐s✐❜❧❡ s✉r S[A]⇒ T [B] ❡t T [B]⇒ U [C]✳ ❆❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t
❡♥ ❡①tr❛✐r❡ Arg(u) ∈ I(A,B,C) ✭r❡s♣✳ I(C,B,A) s✐ ❧❡s tr♦✉s ♦♥t ♣♦❧❛r✐té ❏♦✉❡✉r ❞❛♥s S, T ❡t
U✮ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
Arg(u)↾A,B = (u↾S[A],T [B])↾A⇒B
Arg(u)↾B,C = (u↾T [B],U [C])↾B⇒C
Arg(u)↾A,C = (u↾S[A],U [C])↾A⇒C
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✈❛ ❢❛✐r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s tr♦✉s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❡♥ ♣♦❧❛r✐té ❖♣♣♦✲
s❛♥t ❞❛♥s S, T ❡t U ✱ ❧✬❛✉tr❡ ❝❛s ét❛♥t s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ❖♥ ❝♦♥tr✉✐t Arg(u) ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡
✼✳✶✳✹✱ u s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ u1u2✱ ♦ù u1 ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡
❡t u2 ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r Arg(u)✱ ♦♥ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❡s ❝♦✉♣s ❞❡ u2 ❡t ❧❡s
♣♦✐♥t❡✉rs✱ ♠❛✐s ♦♥ ❞♦✐t ❞é✜♥✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣♦✐♥t❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡ A ❡t B✳ ❙✐
❞❛♥s u′a ⊑ u2✱ a ❡st ✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ s✉r A✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t s♦♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦✐♥t❡✉r ❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥✐q✉❡
❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✾ s✉r A,B✳ ❖♥ ❢❛✐t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r
❧❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉① s✉r B✳ ▲❡s é❣❛❧✐tés à ❞é♠♦♥tr❡r s♦♥t é✈✐❞❡♥t❡s s✉r ❧❡s ❝♦✉♣s ❡t ❧❡s ♣♦✐♥t❡✉rs
❞❡s ❝♦✉♣s ✐♥t❡r♥❡s✳ ❊①❛♠✐♥♦♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥t❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉①✳ ▲❡s ❞❡✉①
♣r❡♠✐èr❡s é❣❛❧✐tés r❡st❡♥t é✈✐❞❡♥t❡s ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ♣♦✐♥t❡✉rs ❞❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉①
❝♦ï♥❝✐❞❡♥t✳ P♦✉r ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ é❣❛❧✐té✱ à ❣❛✉❝❤❡✱ ✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ A ♣♦✐♥t❡r❛ s✉r ✉♥ ❝♦✉♣
✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ C s✬✐❧ ♣♦✐♥t❛✐t ❞❛♥s Arg(u) s✉r ✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ B q✉✐ ♣♦✐♥t❛✐t s✉r ✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧
❞❡ A✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥t❡✉rs ét❛✐❡♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✾✳ ➚ ❞r♦✐t❡✱ ✉♥ ❝♦✉♣
✐♥✐t✐❛❧ iA ❞❡ A ♣♦✐♥t❡ ✈❡rs ✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ iC ❞❡ C s✐ iC ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ C ✈✐s✐❜❧❡
✶✽✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❋❖◆❈❚❊❯❘❙ ❖❯❱❊❘❚❙
♣❛r iA ❞❛♥s S[A] ⇒ U [C]✳ ❖r✱ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✼ ❞❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s✱ s✬✐❧ ② ❛ iB t❡❧ q✉❡ iA
✈♦✐t iB ❞❛♥s S[A] ⇒ T [B] ❡t iC t❡❧ q✉❡ iB ✈♦✐t iC ❞❛♥s T [B] ⇒ U [C]✱ ❛❧♦rs iA ✈♦✐t iC ❞❛♥s
S[A]⇒ U [C]✱ ❞♦♥❝ iA ❞♦✐t ❜✐❡♥ ♣♦✐♥t❡r ✈❡rs iC ❞❛♥s Arg(u)↾A⇒C ♣❛r ✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥ t❡❧ iC ✳
❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ❧❡s P ✲✈✉❡s✳ ❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
r❡str✐❝t✐♦♥s ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ P ✲✈✉❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐
s✬❛✈èr❡r❛ très ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés r❡❧❛t✐✈❡s à ❧✬✐♥♥♦❝❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡r✲
t✐❝❛❧❡✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✶✷ ✭❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✮✳ ❙♦✐t s ∈ LS[B,A]⇒T [A,B] ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳ ❖♥ ❛ ❧❡s
é❣❛❧✐tés ✿
ps↾S[X]⇒T [X]q = (psq)↾S[X]⇒T [X]
ps↾A⇒Bq = (psq)↾A⇒B
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■♠♠é❞✐❛t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ P ✲✈✉❡ ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✹✳
❘❡str✐❝t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✳ P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts ❞✬❛r✐té ♠✉❧t✐♣❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t
s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ tr♦✉s ét✐q✉❡tés ♣❛r
♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s X ❡t Y ✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✶✸✳ ❙♦✐❡♥t S, T ❞❡s ❛rè♥❡s ♦✉✈❡rt❡s ❛✈❡❝ ❞❡s tr♦✉s ét✐q✉❡tés X ❡t Y ✳ ❙♦✐t s ∈
LS[B/X−,A/X+][D/Y −,C/Y +]⇒T [A/X−,B/X+][C/Y −,D/Y +] ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ❡♥ X ❡t Y ✳
❆❧♦rs✱ ❧❡s é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ✿
(s↾S[B/X−,A/X+][Y ]⇒T [A/X−,B/X+][Y ])↾A⇒B = s↾A⇒B
(s↾[D/Y −,C/Y +][X]⇒T [C/Y −,D/Y +][X])↾C⇒D = s↾C⇒D
(s↾S[B/X−,A/X+][Y ]⇒T [A/X−,B/X+][Y ])S[X]⇒T [X] =
(s↾S[D/Y −,C/Y +][X]⇒T [C/Y −,D/Y +][X])↾S[Y ]⇒T [Y ]
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ❡♥ X ❡t Y ♥❡ ♣♦✉rr❛ ❛t✲
t❡✐♥❞r❡ q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❞❡ A ⇒ B ♦✉ C ⇒ D✱ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✹✱ r❡♠❛rq✉❡ q✉✐ tr✐✈✐❛❧✐s❡ ❧❡s
é❣❛❧✐tés à ❞é♠♦♥tr❡r✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✈❡rt✐❝❛❧❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡①❛✲
♠✐♥❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ s✉r ❞❡s ❛rè♥❡s ♦✉✈❡rt❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r s✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥s ❡♥ ❝❛s❝❛❞❡✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✶✹✳ ❙♦✐❡♥t S, T, U, V ❞❡s ❛rè♥❡s ♦✉✈❡rt❡s✱ s♦✐t s ∈ LS[U/X][A/X]⇒T [V/X][B/X]
❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ♣♦✉r S ⇒ T ❡t ♣♦✉r S[U/X]⇒ T [V/X]✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛ ❧❡s é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
(s↾(S[U/X])[X]⇒(T [V/X])[X])↾S[X]⇒T [X] = s↾S[X]⇒T [X]
(s↾(S[U/X])[X]⇒(T [V/X])[X])↾U⇒V = (s↾U [A/X]⇒V [B/X])↾U [X]⇒V [X]
s↾A⇒B = (s↾U [A/X]⇒V [B/X])↾A⇒B
✼✳✶✳ ❈❖▼P❖❙■❚■❖◆ ❱❊❘❚■❈❆▲❊ ✶✽✼
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s ❞❛♥s L(S[T/X])[A/X]⇒U [V/X][B/X]✱ ❝❡✉① ❞❡
❞r♦✐t❡s s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s ❞❛♥s LS[T [A/X]/X]⇒U [V [B/X]/X]✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s s♦♥t é❣❛✉①
♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✷✳ ❉❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✹ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s
❞❛♥s ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦♥t ♣♦✉r ❢♦r♠❡ s1s2s3✱ ❛✈❡❝ s1 ❞❛♥s S,U ✱ s2 ❞❛♥s T, V ❡t s3 ❞❛♥s A,B✳
▲❡ ♠ê♠❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✹ ♠♦♥tr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥t❡✉rs ❞❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡ ❝❤❛q✉❡
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ X ∈ S, T, U, V,A,B s♦♥t ✉♥✐q✉❡s ✭✐✳❡✳ ♣♦✐♥t❡♥t t♦✉s ✈❡rs ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦✉♣✮✳ P♦✉r
❧❡s tr♦✐s é❣❛❧✐tés✱ ❧❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s s✉✐t❡s ❞❡ ❝♦✉♣s r❡s♣❡❝t✐✈❡s s1✱ s2 ❡t s3✳ ❙✐ ❧❡s
♣♦✐♥t❡✉rs ❞❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉① ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣rés❡r✈és ✭❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡t ❧❛
tr♦✐s✐è♠❡ é❣❛❧✐té✮✱ ❝❡✉①✲❝✐ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✾ s✉r s✳
✼✳✶✳✻ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ✈❛ ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❡♥tr❡ str❛té❣✐❡s ❡t
♠♦♥tr❡r q✉❡❧q✉❡ ✉♥❡s ❞❡ s❡s ♣r♦♣r✐étés ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ t♦t❛❧✐té ❡t ❞❡ ❧✬✐♥♥♦❝❡♥❝❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✶✶ ✭❙tr❛té❣✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✮✳ ❙♦✐t S, T ❞❡s ❛rè♥❡s ♦✉✈❡rt❡s✱ ❡t η : S ⇒ T ✉♥❡
str❛té❣✐❡✳ η ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ X ✭♦✉ ❥✉st❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ s✐ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛♠❜✐❣✉✮
s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✐♥♥♦❝❡♥t❡ ❡t s✐ ♣♦✉r t♦✉t sab ∈ η✱ a = X s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ b = X ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ η
❞♦✐t ré♣♦♥❞r❡ à t♦✉t❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ X ✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ η ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ S ⇒ T = (S[X] ⇒ T [X])(X)✱ ❡t q✉✬❡❧❧❡ ❡st t♦t❛❧❡ s✉r s❛
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳
◆♦t❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ♣♦✉✈❛✐t ❢♦rt ❜✐❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r ✐♠♣❛✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣❛✐r❡✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞♦♥❝ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✿
s ∈O η ⇔ s ∈ η ∪ dom(η)
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s ❡st s♦✐t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ η s♦✐t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ η✳
❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❣ér❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❧❡s ❝❛s ♦ù ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡
❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣❛✐r❡ ❡t ❧❡s ❝❛s ♦ù ❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ t❡r♠✐♥❛♥t ♣❛r ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡
X ✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✶✺✳ ❙✐ η : S ⇒ T ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡t s✐ σ : A ⇒ B ❡st ✐♥♥♦❝❡♥t❡✱
❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s P ✲✈✉❡s P ✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s s ∈ LS[B,A]⇒T [A,B] ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣❛✐r❡ t❡❧❧❡s q✉❡
s↾S⇒T ∈
O η ❡t s↾A⇒B ∈ σ ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛r❜r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡
♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ q✉✬❛✉① ❝♦✉♣s ❞✬❖♣♣♦s❛♥t✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬♦♥ ❛✐t ✉♥❡ P ✲✈✉❡ s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❡t t❡❧❧❡s q✉❡ ❞❡✉① ❛✉tr❡s P ✲✈✉❡s sab 6= sab′ ❧❡s s❛t✐s❢❛ss❡♥t ❛✉ss✐✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❡s
❝❛s ✿
✕ ❙✐ b ❡st ✉♥ ❝♦✉♣ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❝✬❡st ❛✉ss✐ ❧❡ ❝❛s ❞❡ b′ ✭s✐♥♦♥
b′ s❡r❛✐t ✉♥ s❛✉t✮✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs sa↾S[X]⇒T [X] = sa✱ ❡t b = b
′ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥
✐♠♠é❞✐❛t❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥♥♦❝❡♥❝❡ ❡t ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❞❡ η✳
✕ ❙✐ b ❡st ✉♥ ❝♦✉♣ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❝✬❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ss✐ ❧❡ ❝❛s ❞❡ b′
✭s✐♥♦♥✱ ❝❡ s❡r❛✐t ✉♥ s❛✉t✮✳ ❉❡✉① s♦✉s✲❝❛s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❙♦✐t ♦♥ ❛ b 6= b′✱ s♦✐t ❝❡ s♦♥t
❧❡✉rs ♣♦✐♥t❡✉rs q✉✐ ❞✐✛èr❡♥t✳
✶✽✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❋❖◆❈❚❊❯❘❙ ❖❯❱❊❘❚❙
✕ ❙✐ b 6= b′✱ ❛❧♦rs sab↾A⇒B = (sa)↾A⇒Bb ❡t (sa)↾A⇒Bb′ s♦♥t ❞❡✉① P ✲✈✉❡s ❞❡ σ ♥❡ ❞✐✛ér❡♥t
q✉❡ ♣❛r ❧❡✉r ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ❏♦✉❡✉r✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ✐♥♥♦❝❡♥❝❡ ❡t ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡
❞❡ σ✳
✕ ❙✐ b = b′ ♠❛✐s ❝❡s ❞❡✉① ❝♦✉♣s ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✐♥t❡✉r ❞❛♥s sa✱ ✐❧ r❡st❡ ❞❡✉①
s♦✉s✲❝❛s ✿
✕ ❙✐ ❝❡ s♦♥t ❞❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ♣❛r P ✲❢♦♥❝t♦r✐❛❧✐té ❝❡ s♦♥t
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ♣♦❧❛r✐té ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ s✐♥♦♥
b ♦✉ b′ s❡r❛✐t ✉♥ s❛✉t✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✱
♦♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ X à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ t❡❧s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉①✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣♦✐♥t❡✉r
q✉✬❛✈❛✐t ❝❡ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧✳ ❖♥ ❡①❛♠✐♥❡ ❞♦♥❝ (sab)↾S[X]⇒T [X] ❡t (sab
′)↾S[X]⇒T [X]✳ P❛r
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥✱ ❝❡s ❞❡✉① P ✲✈✉❡s s♦♥t é❣❛❧❡s ❥✉sq✉✬❛✉① ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s
✜♥❛❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ X ✱ q✉✐ ♥❡ ❞✐✛èr❡♥t q✉❡ ♣❛r ❧❡✉rs ♣♦✐♥t❡✉rs ♦✉ ❛❞r❡ss❡s✳ ❖r
❝❡s P ✲✈✉❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ t♦✉t❡s ❞❡✉① ❞❛♥s η ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥
❛✈❡❝ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❡t ❧✬✐♥♥♦❝❡♥❝❡ ❞❡ η✳
✕ ❙✐ ❝❡ s♦♥t ❞❡s ❝♦✉♣s ♥♦♥ ✐♥✐t✐❛✉①✱ ❛❧♦rs ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❝❡s
♣♦✐♥t❡✉rs ❞✐st✐♥❝ts s♦♥t ♣rés❡r✈és ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ (sab)↾A⇒B ❡t (sab′)↾A⇒B✱ ❡t ♦♥
❛ ❡♥❝♦r❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥♥♦❝❡♥❝❡ ❡t ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❞❡ σ✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✶✷✳ ❙♦✐t η : S ⇒ T ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❡t s♦✐t σ : A ⇒ B ✐♥♥♦❝❡♥t❡✳
◆♦t♦♥s ✐❝✐ FS[A]⇒T [B] ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s P ✲✈✉❡s ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s s✉r S[A] ⇒ T [B]✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛
❝♦♠♣♦sé❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ η[σ] ♣❛r ✿
η[σ] = tr({s ∈ FS[A]⇒T [B] | s↾S[X]⇒T [X] ∈
O η ∧ s↾A⇒B ∈ σ})
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❜✐❡♥ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ η[σ] : S[B,A] ⇒ T [A,B]✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❝✬❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡
s❛t✉ré❡✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✶✺✱ ❝✬❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳
◆♦t❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ❛ ✜①é ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦♠ X ❡t ♦♥ ♥✬❛ ❝♦♥s✐❞éré
q✉❡ ❧❡s tr♦✉s ét✐q✉❡tés X✳ ❇✐❡♥ sûr✱ S ❡t T ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❞✬❛✉tr❡s tr♦✉s✳ ❉❛♥s ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s
♣❧✉s ❛♠❜✐❣✉ës✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ η[σ/X] ♦✉ η[σ/Y ] ♣♦✉r s♣é❝✐✜❡r ❧❡s tr♦✉s ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡sq✉❡❧s ♦♥ ❢❡r❛
❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❧❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t q✉❡ η s♦✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ X ❡t ❡♥
Y ✳
❚♦t❛❧✐té✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧✬✐♥♥♦❝❡♥❝❡✳ ■❧ ✈❛ ♥♦✉s
❢❛❧❧♦✐r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉✬❡❧❧❡ ♣rés❡r✈❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ t♦t❛❧✐té ✿ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❝❡ s❡r❛ ✉t✐❧❡ ♣❧✉s
t❛r❞ ♣♦✉r ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s✱ ♠❛✐s ❝✬❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦t❛❧✐té ❡st ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡r❞ ♣❛s
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❈✬❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ✐♥♥♦❝❡♥t❡s
❛r❜✐tr❛✐r❡s✱ ♠❛✐s ❝✬❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞✉r ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s t♦t❛❧❡s✱ ❞❡ ♣❛r ❧❡✉r r❡❧❛t✐♦♥
❛✈❡❝ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✶✻✳ ❙✐ η : S ⇒ T ❡t σ : A ⇒ B s♦♥t ✐♥♥♦❝❡♥t❡s ❡t t♦t❛❧❡s✱ ❛❧♦rs η[σ] ❡st
t♦t❛❧❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ s❛✐t ❞é❥à q✉❡ η[σ] ❡st ✐♥♥♦❝❡♥t❡✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ s ✉♥❡ P ✲✈✉❡ ❞❡ η[σ]✱ ❡t s♦✐t sa
✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❞❡ s✳ ❖♥ ✈❛ ❡①tr❛✐r❡ ❞❡ η ❡t σ ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ✈❛❧✐❞❡ ❞❡ η[σ]✳ ❉✐st✐♥❣✉♦♥s ❧❡s
❝❛s ✿
✼✳✶✳ ❈❖▼P❖❙■❚■❖◆ ❱❊❘❚■❈❆▲❊ ✶✽✾
✕ ❙✐ a ❡st ✉♥ ❝♦✉♣ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t❡✉r✱ ❛❧♦rs sa ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❧❛
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t❡✉r✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ st❛❜❧❡ ♣❛r r❡str✐❝t✐♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❡t ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡
P ✲✈✉❡ ❞❡ η✳ P❛r t♦t❛❧✐té✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥ ❝♦✉♣ b t❡❧ q✉❡ sab ∈ η✳ ❉❡✉① s♦✉s✲❝❛s s❡
♣rés❡♥t❡♥t ✿
✕ ❙♦✐t b ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ tr♦✉✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t q✉❡ sab ∈ η[σ]✳
✕ ❙♦✐t b = X ✳ P❛r ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ η✱ ♦♥ ❞❡✈r❛✐t ❛❧♦rs ❛✈♦✐r a = X ✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
♣✉✐sq✉❡ sa ∈ dom(η[σ])✱ ❡t ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ tr♦✉s ❞❛♥s ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ LS[A]⇒T [B]✳
✕ ❙✐ a ❡st ✉♥ ❝♦✉♣ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s (sa)↾A⇒B ∈ σ✳
❈♦♠♠❡ σ ❡st t♦t❛❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ b t❡❧ q✉❡ sab ∈ σ✳ ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❞❡✉① s♦✉s✲❝❛s s❡
♣rés❡♥t❡♥t✳
✕ b ❡st ♥♦♥✲✐♥✐t✐❛❧✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ❧❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s sa ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✐♥t❡✉r✱ ❡t sab ∈ η[σ]
♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
✕ b ❡st ✐♥✐t✐❛❧ ✭❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❝✬❡st ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ A✮✳ ❉✐st✐♥❣✉♦♥s ❡♥❝♦r❡
❞❡✉① ❝❛s ✿
✕ b ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ A ❞❛♥s s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s sa
❞✬❛✉tr❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡ A✱ ❡t ✐❧s ♣♦✐♥t❡♥t t♦✉s ❛✉ ♠ê♠❡ ❡♥❞r♦✐t ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡
✼✳✶✳✹✳ ❖♥ ét❡♥❞ ❞♦♥❝ sa ❡♥ sab ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ♣♦✐♥t❡r b à ❝❡ ♠ê♠❡ ❡♥❞r♦✐t✱ ❡t ♣❛r
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ sab ∈ η[σ]✳
✕ b ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ A ❞❛♥s s ✭❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ b ♦✉✈r❡ A✮✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t sa↾S[X]⇒T [X] = s
′OX ✳ ❈♦♠♠❡ η ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♦❝❝✉r✲
r❡♥❝❡ ❞❡ PX t❡❧❧❡ q✉❡ s
′OX
P
X ∈ η✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥
❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✱ t♦✉s ❧❡s ❝♦✉♣s ❞❡ s′ s♦♥t ❞❡s ❝♦✉♣s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞é❥à
♣rés❡♥ts ❞❛♥s s✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦✐♥t❡✉rs✳ ❖♥ ét❡♥❞ ❞♦♥❝ sa ❡♥ sab✱ ♦ù b ré❝✉♣èr❡
❧❡ ♣♦✐♥t❡✉r ❞❡ PX ❞❛♥s s
′OX ✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❛✉r❛ ❛❧♦rs ❜✐❡♥ sab ∈ η[σ]✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❝✐✲❞❡ss✉s r❡✈✐❡♥t à ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❞❛♥s
✉♥❡ ♣❛rt✐❡ s ∈ dom(η[σ])✱ à q✉❡❧❧❡ str❛té❣✐❡ ❡st✲❝❡ ❞❡ ❥♦✉❡r ❄ η ♦✉ σ ❄ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♥♦♥ ❛♠❜✐❣✉ë✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ❡st ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t❡✉r✱
❝✬❡st à η ❞❡ ❥♦✉❡r✳ ❙✐ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ❡st ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❝✬❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é✳
❖♥ ❞♦♥♥❡ ❞✬❛❜♦r❞ à σ ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❙✐ ❡❧❧❡ ✈❡✉t ❥♦✉❡r
✉♥ ❝♦✉♣ ♥♦♥✲✐♥✐t✐❛❧✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢❛ç♦♥✱ ♥♦♥ ❛♠❜✐❣✉ë✱ ❞❡ ❧✬❛❥♦✉t❡r à s✳ ❙✐ σ ✈❡✉t ❥♦✉❡r
✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st q✉✬♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ♦ù ❧❡ ❢❛✐r❡ ♣♦✐♥t❡r ♥✐ q✉❡❧❧❡ ❛❞r❡ss❡ ❧✉✐ ❞♦♥♥❡r✳
❊♥ ❢❛✐t σ ❢♦✉r♥✐t ❧❡ ❝♦✉♣✱ ♠❛✐s η ❢♦✉r♥✐t ❧❡ ♣♦✐♥t❡✉r ❡t ❧✬❛❞r❡ss❡ ✿ ❝✬❡st ❝❡✉① ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧s ❡❧❧❡
♣❧❛❝❡r❛✐t ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ X ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳
❇♦♥ ♣❛r❡♥t❤és❛❣❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s str❛té❣✐❡s ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥t❤ésé❡s ✿
▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✶✼✳ ❙✐ η : S ⇒ T ❡t σ : A⇒ B s♦♥t ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥t❤ésé❡s✱ ❛❧♦rs η[σ] : S[A]⇒ T [B]
❡st ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥t❤ésé❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❧❡s P ✲✈✉❡s ❞❡ η[σ] s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡ P ✲
✈✉❡s ❞❡ η ❡t ❞❡ σ ❞♦♥❝ ❞❡ P ✲✈✉❡s ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥t❤ésé❡s✱ ❞♦♥❝ ❡❧❧❡s ❞♦✐✈❡♥t t♦✉❥♦✉rs êtr❡ ❜✐❡♥
♣❛r❡♥t❤ésé❡s✳
❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♣❛r❛❧❧è❧❡s✳ ❙✐ S ❡t T s♦♥t ❞❡s ❛rè♥❡s ♦✉✈❡rt❡s ❛✈❡❝ ❞❡s tr♦✉s ❞✬ét✐q✉❡tt❡s X
❡t Y ❡t s✐ η : S ⇒ T ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ ❝❡s ❞❡✉① str✉❝t✉r❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s✱ ❛❧♦rs ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡
❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❡t ❝♦♠♠✉t❡♥t✳
✶✾✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❋❖◆❈❚❊❯❘❙ ❖❯❱❊❘❚❙
▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✶✽ ✭❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♣❛r❛❧❧è❧❡s✮✳ ❙♦✐❡♥t S, T ❞❡s ❛rè♥❡s ♦✉✈❡rt❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ♦❝❝✉r✲
r❡♥❝❡s ❞❡ X ✱ t♦✉t❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦❧❛r✐té✱ ❡t ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ Y ✱ é❣❛❧❡♠❡♥t t♦✉t❡s ❞❡ ❧❛
♠ê♠❡ ♣♦❧❛r✐té✳ ❙♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t η : S ⇒ T ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ X ❡t ❡♥ Y ✱ ❡t s♦✐❡♥t
σ : A⇒ B ❡t τ : C ⇒ D✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ✿
✕ η[σ/X] ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ Y ❀
✕ η[τ/Y ] ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ X ❀
✕ η[σ/X][τ/Y ] = η[τ/Y ][σ/X]✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❚r♦✐s ♣r♦♣r✐étés à ♣r♦✉✈❡r ✿
✕ ❙♦✐t sab ∈ η[σ/X] ✉♥❡ P ✲✈✉❡ ❞❡ η[σ/X]✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s a = Y ❡t ❡①❛♠✐♥♦♥s ❛❧♦rs
sab↾S[A/X][Y ]⇒T [A/X][Y ]✳ ❈✬❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ P ✲✈✉❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥
❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✱ ❡t ❡❧❧❡ ✜♥✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ab✱ ❝❛r a ❡t b ❞♦♥t ❞❡s ❝♦✉♣s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ♣♦✉r S[A/X][Y ] ⇒ T [A/X][Y ]✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ P ✲✈✉❡ s′ab ∈ η ♣❛r
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡✳ ▼❛✐s η ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ Y ✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t
b = Y ✳ ▲❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ b = Y ✱ ❛❧♦rs a = X ✿ η[σ/X] ❡st ❞♦♥❝
♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ Y ✳
✕ ▼ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉✬❛✉ ❞❡ss✉s✳
✕ ▲❡s ❞❡✉① ✐♥❝❧✉s✐♦♥s s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s✱ ♦♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ❥✉st❡ ♣r♦✉✈❡r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
η[σ/X][τ/Y ] ⊆ η[τ/Y ][σ/X]
❈❡s ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ét❛♥t ✐♥♥♦❝❡♥t❡s✱ ♦♥ ✈❛ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡r s✉r ❧❡✉rs P ✲✈✉❡s✳
❙♦✐t ❞♦♥❝ s ∈ η[σ/X][τ/Y ] ✉♥❡ P ✲✈✉❡✳ ❉❡✉① ❝❤♦s❡s à ♠♦♥tr❡r ✿
✕ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ s↾S[D/Y −,C/Y +][X]⇒T [C/Y −,D/Y +][X] ∈
O η[τ/Y ]✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡s é❣❛❧✐tés ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✶✸ ✿
(s↾S[D/Y −,C/Y +][X]⇒T [C/Y −,D/Y +][X])↾S[Y ]⇒T [Y ] =
(s↾S[B/X−,A/X+][Y ]⇒T [A/X−,B/X+][Y ])↾S[X]⇒T [X] ∈
O η
(s↾S[D/Y −,C/Y +][X]⇒T [C/Y −,D/Y +][X])↾B⇒C = s↾B⇒C
∈ τ
✕ ▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ s↾A⇒B ∈ σ✳ ❈✬❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✶✸✳
sA⇒B = (s↾S[D/Y −,C/Y +][X]⇒T [C/Y −,D/Y +][X])↾A⇒B
∈ σ
❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❡♥ ❝❛s❝❛❞❡✳ ❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞✬❛rè♥❡s
s✉❝❝❡ss✐✈❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✈❡rt✐❝❛❧❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡
é♥♦♥❝❡ ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ✿
▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✶✾ ✭❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡s ❡♥ ❝❛s❝❛❞❡✮✳ ❙♦✐❡♥t S, T, U, V ❞❡s ❛rè♥❡s ♦✉✈❡rt❡s à
✈❛r✐❛♥❝❡ ✜①❡✱ ♦ù S, T ♦♥t ♠ê♠❡ ♣♦❧❛r✐té ❡t U, V ♦♥t ♠ê♠❡ ♣♦❧❛r✐té✳ ❙♦✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t η : S ⇒ T
❡t ǫ : U ⇒ V ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡t σ : A⇒ B ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥♥♦❝❡♥t❡✳ ❆❧♦rs ✿
(η[ǫ])[σ] = η[ǫ[σ]]
✼✳✶✳ ❈❖▼P❖❙■❚■❖◆ ❱❊❘❚■❈❆▲❊ ✶✾✶
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❛✐t ❞✉ s❡♥s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞✬❛❜♦r❞ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ η[ǫ] ❡st
❜✐❡♥ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ♠❛✐s ❝✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ǫ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ▲❡s
é❣❛❧✐tés à ♠♦♥tr❡r s♦♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❡s ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✶✹✳
✼✳✶✳✼ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s
❙♦✐❡♥t S, T ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts✱ ❡t σ : S[B,A]⇒ T [A,B] ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳ ▲✬♦❜✲
❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❞❛♥s q✉❡❧s ❝❛s ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡
❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❛♥s q✉❡❧s ❝❛s ♦♥ ♣❡✉t ❞é❝♦♠♣♦s❡r σ ❡♥ ❞❡✉① str❛té❣✐❡s σf : S ⇒ T
❡t σa : A ⇒ B t❡❧❧❡ q✉❡ σ = σf [σa]✳ ❈❡t ❡①❛♠❡♥ s❡ ré✈è❧❡r❛ ✉t✐❧❡ ♣❧✉s t❛r❞ ❧♦rsq✉✬♦♥ ✈♦✉❞r❛
♣r♦✉✈❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s✳
P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s O✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s ❞❡ σ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t
❞♦♥❝ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ✈❡rt✐❝❛❧❡s✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✹ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s P ✲✈✉❡s
❞❡ σ s❡r♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s1s2✱ ❛✈❡❝ s1 ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❡t s2 ❞❛♥s
❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✿ σ ❣é♥èr❡r❛ ❛❧♦rs ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P ✲✈✉❡s s✉r S ⇒ T ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P ✲✈✉❡s s✉r A⇒ B✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✐❧ ❡st ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❣❛r❛♥t✐ q✉❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈✉❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s str❛té❣✐❡s ✐♥♥♦❝❡♥t❡s✳ ❖♥ ✈❛ ❞♦♥♥❡r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐té
s✉r σ✱ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞❡ t❡❧❧❡s r❡str✐❝t✐♦♥s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✶✸✳ ❙♦✐t σ : S[B,A] ⇒ T [A,B] ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ r❡s✲
tr✐❝t✐♦♥ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡ σ ♣❛r ✿
σ↾S⇒T = tr({s↾S⇒T | s ∈ pσq})
▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✷✵✳ ❙♦✐t σ : S[B,A]⇒ T [A,B] ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✱ ❛❧♦rs σ↾S⇒T ❡st ✐♥♥♦❝❡♥t❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡❧❧❡ ❡st s❛t✉ré❡✱ ✐❧ r❡st❡ ❥✉st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳
❙✐ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ tr♦✉✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ à ❥♦✉❡r ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ σ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✉ ❝❤♦✐①
❞é❝♦✉❧❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❞❡ σ✳ ❙✐♥♦♥ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ❡st ✉♥ tr♦✉ X ✱ ♠❛✐s
s✐ σ↾S⇒T ❧✉✐ ré♣♦♥❞ ç❛ ❞♦✐t êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ tr♦✉✱ s✐♥♦♥ ❝❡ ❝♦✉♣ ♣r♦✈✐❡♥❞r❛✐t ❞✬✉♥❡ P ✲✈✉❡
♥♦♥ ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡ σ✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛❞r❡ss❡ ❡t ❞✉ ♣♦✐♥t❡✉r s♦♥t ✉♥✐q✉❡s ❝❛r ❞❡✉①
❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡s ♣r♦✈✐❡♥❞r❛✐❡♥t ❞❡ ❞❡✉① P ✲✈✉❡s s1 ❡t s2 ❞❡ σ ❝♦ï♥❝✐❞❛♥t s✉r S ⇒ T ✱ ❡t ♦✉✈r❛♥t
❞❡s ❝♦♣✐❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ A à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡ B✳ ❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❝❡s ❞❡✉① P ✲✈✉❡s✱ ✐❧
s❡r❛✐t ❛❧♦rs ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ O✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡ σ ❛✈❡❝ ✉♥ s❛✉t ❞❡ t②♣❡ 4✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❉❛♥s ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❞✬✐♥✈❡rs❡r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t s❡ ❞❡♠❛♥✲
❞❡r s✐ σ↾S⇒T ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ ❡❧❧❡ ré♣♦♥❞ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t à t♦✉t❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡
X ♣❛r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ X ✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ♥♦♥ ✿ s✐ σ ♥❡ ❥♦✉❡
❥❛♠❛✐s s✉r A✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s❛✈♦✐r q✉❡❧s s❡r❛✐❡♥t ❧❡ ♣♦✐♥t❡✉r ❡t ❧✬❛❞r❡ss❡ ❞❡ ❧✬é✈❡♥t✉❡❧❧❡
s❡❝♦♥❞❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ X ❞❛♥s σS⇒T ✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✻ ❞é❝r✐t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ str❛té❣✐❡ σ ❞♦♥t ❧❛
r❡str✐❝t✐♦♥ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♥✬❛ r✐❡♥ à ré♣♦♥❞r❡ à X ✳ ❈❡t ❡①❡♠♣❧❡
❡st q✉❡❧q✉❡ ♣❡✉ ♠❛❧ ❝❤♦✐s✐ ♣✉✐sq✉✬✐❝✐ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢❛ç♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ σ↾S⇒T ❡♥ ✉♥❡
str❛té❣✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧ s✉✣r❛✐t ❞❡ r❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡ bool à ❣❛✉❝❤❡ ♣♦✉r
q✉❡ ❝❡ ♥❡ s♦✐t ♣❧✉s ❧❡ ❝❛s✳
■❧ ❡①✐st❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♥♦t❛❜❧❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s σ : S[B,A] ⇒ T [A,B] ♦ù ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r
q✉❡ σ↾S⇒T ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡s str❛té❣✐❡s str✐❝t❡s s✉r A⇒ B✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ σ ré♣♦♥❞
✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t à t♦✉t ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ B ♣❛r ✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ A✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ❝❧❛ss❡
❞❡ str❛té❣✐❡ ❧❛ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❛ss✉r❛♥t ❝❡tt❡ ♥❛t✉r❛❧✐té ✿ ✐❧ s✉✣r❛✐t ❡♥ ❡✛❡t ❞✬❛ss✉r❡r q✉❡ A s♦✐t
✶✾✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❋❖◆❈❚❊❯❘❙ ❖❯❱❊❘❚❙
(1 + bool) // (1 + bool)
q
q
R
R
q
tt
❋✐❣✳ ✼✳✻ ✕ ❙tr❛té❣✐❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ s✉r (1 +X)[bool]⇒ (1 +X)[bool]✱ ❞♦♥t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❢♦♥❝✲
t♦r✐❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥❛t✉r❡❧❧❡✳
❢♦r❝é♠❡♥t ✈✐s✐té ✉♥ ❥♦✉r✱ ❛♣♣♦rt❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣❧ét❡r σ↾S⇒T ✳ ▼❛✐s
❝❡tt❡ ❣é♥ér❛❧✐té s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✈✐❡♥❞r❛✐t ❛✈❡❝ s♦♥ ❧♦t ❞❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛✉ss✐ ♦♥
✈❛ ❧✬é✈✐t❡r ✐❝✐✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✷✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ A ❡t B s♦✐❡♥t ❞❡s ❛rè♥❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡s✷✳ ❙♦✐t σ : S[B,A] ⇒
T [A,B] ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✱ ❡t str✐❝t❡ s✉rA⇒ B✱ ❛❧♦rs σ↾S⇒T ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣❛✐r❡
♣r♦❞✉✐t❡s r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♥❛t✉r❛❧✐té✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ σ↾S⇒T ré♣♦♥❞ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛✉①
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ X ✈✐❡♥t ❞❡ ❢❛✐t q✉❡ σ ❡st str✐❝t❡✱ ❡t ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ✭q✉✐ ❡①✐st❡✱
♣✉✐sq✉❡ A ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡✮ s✉r A ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ X à ❥♦✉❡r✳
❯♥✐❢♦r♠✐té ❛r❣✉♠❡♥t✳ Pr❡♥♦♥s σ : S[B,A]⇒ T [A,B] ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✱ s❛ r❡str✐❝t✐♦♥ σf : S ⇒
T ❡st ❞♦♥❝ ✐♥♥♦❝❡♥t❡✳ ❖♥ ✈❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡①❛♠✐♥❡r ❧❡s ❝❛s ♦ù ♦♥ ♣❡✉t ré❝✉♣ér❡r σa : A⇒ B✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ❝❛s ♦ù ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ σ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡
❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳ P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ✐❧ ❡st très s✐♠♣❧❡ ❞❡ ré❝✉♣ér❡r à ♣❛rt✐r ❞❡ σ
❞❡s ✓s♦✉s✲str❛té❣✐❡s✔ ✐♥♥♦❝❡♥t❡s s✉r A ⇒ B ✿ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ✜①❡r ❧✬❤✐st♦✐r❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✱ ❛✐♥s✐ ♦♥ s❡r❛ sûr ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥♥♦❝❡♥t❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳
❈✬❡st ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r tr❛♥❝❤❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✶✹ ✭❚r❛♥❝❤❡✮✳ ❙♦✐t σ : S[B,A] ⇒ T [A,B] ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳ ❯♥❡
tr❛♥❝❤❡ ❞❡ σ ❡st ✉♥❡ P ✲✈✉❡ ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ t ∈ pσ↾S⇒Tq ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡ ✜♥✐t ♣❛r
❞❡✉① ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ X ✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✶✺ ✭❘❡str✐❝t✐♦♥ ♣❛r tr❛♥❝❤❡s✮✳ ❙♦✐t σ : S[B,A] ⇒ T [A,B] ✉♥❡ str❛té❣✐❡
❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✱ ❡t t ✉♥❡ tr❛♥❝❤❡ ❞❡ σ✳ ▲❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ σ s✉r ❧❛ tr❛♥❝❤❡ t ❡st ❞é✜♥✐❡
♣❛r ✿
σ↾tA⇒B = tr({s↾A⇒B | s ∈ pσq ∧ ps↾S⇒Tq = t})
▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✷✷✳ ❙♦✐t σ : S[B,A] ⇒ T [A,B] ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ❡t t ✉♥❡ tr❛♥❝❤❡ ❞❡ σ✱
❛❧♦rs σ↾tA⇒B ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥♥♦❝❡♥t❡✳
✷■❝✐ ❡t ♣❧✉s t❛r❞✱ ♦♥ ❞✐r❡ q✉✬✉♥❡ ❛rè♥❡ ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡ s✐ ❡❧❧❡ ❛❞♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧✳
✼✳✷✳ ❋❖◆❈❚❊❯❘❙ ❖❯❱❊❘❚❙ ❊❚ ❙❚❘❆❚➱●■❊❙ ◆❆❚❯❘❊▲▲❊❙ ✶✾✸
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ σ↾tA⇒B ❡st s❛t✉ré❡✳ ■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ à ✈ér✐✜❡r q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞ét❡r♠✐✲
♥✐st❡✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ t ét❛♥t ✉♥❡ tr❛♥❝❤❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ t′XX ✳ ❆❧♦rs✱ ❝❤❛q✉❡ P ✲✈✉❡
s ❞❡ σ↾tA⇒B ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ P ✲✈✉❡ pt
′qs ❞❡ σ ♦ù ♦♥ ❛ ❢❛✐t ♣♦✐♥t❡r ❧❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡ B ❡t A
✈❡rs ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✮ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣✉✐s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ X ❞❛♥s t✳ ▲❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s P ✲✈✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✉ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
P ✲✈✉❡s ❞❡ σ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r t′✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✶✻✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ σ : S[B,A] ⇒ T [A,B] ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st
❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ❡t s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡s tr❛♥❝❤❡s t1 ❡t t2 ❞❡ σ✱ ♦♥ ❛ σ↾t1S⇒T = σ↾t2S⇒T ✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s str❛té❣✐❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ✉♥❡
str❛té❣✐❡ s✉r S ⇒ T ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡ s✉r A ⇒ B✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st ♣r❡sq✉❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡✱ ♥♦t♦♥s ❥✉st❡ ❧❡ ❝❛s ❞é❣é♥éré r❡♣rés❡♥té ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✱ ♦ù ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
η[σ] ♣❡r❞ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r η ✭(η[σ])↾S⇒T ♥✬❡st ♣❧✉s t♦t❛❧❡✮ ♣❛r❝❡ q✉❡ σ ♥✬❛tt❡✐♥t ❥❛♠❛✐s A✳
❈♦♠♠❡ ❞✐t ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ♦♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r❛ ❞❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s str❛té❣✐❡s str✐❝t❡s s✉r
A⇒ B✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✷✸✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❛rè♥❡s A ❡t B s♦✐❡♥t ♥♦♥ ✈✐❞❡s✳ ❙✐ σ : S[B,A] ⇒
T [A,B] ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t str✐❝t❡ s✉r A⇒ B✱ ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿
σ↾S⇒T [σ↾A⇒B] = σ
❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ η : S ⇒ T ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡t σ : A ⇒ B ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥♥♦❝❡♥t❡
str✐❝t❡✸✱
η[σ]↾S⇒T = η
η[σ]↾A⇒B = σ
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s str✐❝t❡s s✉r A⇒ B
❡t ❞❡s ♣❛✐r❡s (η, σ) ♦ù η ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡t σ ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥♥♦❝❡♥t❡ str✐❝t❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ é❣❛❧✐té ❡st tr✐✈✐❛❧❡✳ P♦✉r ❧❡s ❞❡✉① s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥
η ⊆ η[σ]↾S⇒T ❡st ✈r❛✐❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉❡ σ ❛tt❡✐♥t A✱ s❛♥s q✉♦✐ ❛✉❝✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ η[σ] ♥❡
♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ s❛✈♦✐r ♦ù η ♣❧❛❝❡ ❧❡ ♣♦✐♥t❡✉r ❞❡ s♦♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ X ✳
✼✳✷ ❋♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts ❡t str❛té❣✐❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s
P♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ❞é✜♥✐ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t st❛t✐q✉❡✳
❈❡rt❡s✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s str❛té❣✐❡s ✐♥♥♦❝❡♥t❡s✱ t♦t❛❧❡s ❡t ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥t❤ésé❡s✱
♠❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ✐♥térêt s✐ ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ❝♦♠♠❡♥t ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s str❛té❣✐❡s s❡
❝♦♠♣♦rt❡♥t ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈✬❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✿ ♦♥ ✈❛ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s
str❛té❣✐❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ✈ér✐✜❡♥t ✉♥❡ ✓❧♦✐ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✔ très
s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ❧♦✐ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ 2✲❝❛té❣♦r✐q✉❡✳ ▲❛
t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ♠❛❧❛❞r♦✐t❡ ❝❛r ♥♦tr❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❡♥tr❡ str❛té❣✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞❡s 2✲❝❡❧❧✉❧❡s✱ ♠❛✐s ❝❡ ❞és❛❝❝♦r❞ ♣❛r❛✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✐♥❝♦♥t♦✉r♥❛❜❧❡ ✿
✐❧ ♣❛r❛îtr❛✐t ✐♥❝♦♥❣r✉ ❞❡ q✉❛❧✐✜❡r ❞❡ ✓❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡✔ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❡♥tr❡
str❛té❣✐❡s✳
✸❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡ ré♣♦♥❞ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ s✉r B ♣❛r ✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ s✉r A✳
✶✾✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❋❖◆❈❚❊❯❘❙ ❖❯❱❊❘❚❙
❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❝❡tt❡ ❧♦✐ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❞é✜✲
♥✐r ❞✬✉♥ ❝♦✉♣ ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❝❡s
❢♦♥❝t❡✉rs✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡r❛ ❛❧♦rs q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts ✿ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ✈❡rr❛
q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ✉s✉❡❧s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ×,+ ♦✉⇒ s♦♥t ♦✉✈❡rts✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡r❛ ✉♥
♣✉✐ss❛♥t t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ✿ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✲
✈❡rts s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t ❞❡s ✓tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ♦✉✈❡rt❡s✔✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡✉rs ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡✳
✼✳✷✳✶ ▲♦✐ ❞✬é❝❤❛♥❣❡
▲❡♠♠❡ ✼✳✷✳✶ ✭▲♦✐ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ✕ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢✮✳ ❙♦✐❡♥t S, T, U ❞❡s ❛rè♥❡s ♦✉✈❡rt❡s t❡❧❧❡s q✉❡ X
♥✬❛♣♣❛r❛ît q✉✬❡♥ ♣♦❧❛r✐té ❖♣♣♦s❛♥t ❞❛♥s S, T ❡t U ✳ ❙♦✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t η : S ⇒ T ❡t ǫ : T ⇒ U
❞❡s str❛té❣✐❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡t σ : A⇒ B ❡t τ : B ⇒ C ❞❡s str❛té❣✐❡s ✐♥♥♦❝❡♥t❡s✳ ❆❧♦rs ✿
(η; ǫ)[σ; τ ] = η[σ]; ǫ[τ ]
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✺✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡s ❞❡✉① ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ♣❛rt✐❡s
❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ (η; ǫ)[σ; τ ] ⊆ η[σ]; ǫ[τ ]✳ ❙♦✐t s ∈ (η; ǫ)[σ; τ ] ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳ P❛r
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡✱ ♦♥ ❛ s↾S[X]⇒U [X] ∈
O η; ǫ✳ ❙♦✐t u1 ❧❡ té♠♦✐♥ ♣♦✉r ❝❡tt❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✹✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❛ s↾A⇒C ∈ σ; τ ✱ s♦✐t u2 ❧❡ té♠♦✐♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡
❛❧♦rs q✉❛tr❡ ❝❛s✱ s✉✐✈❛♥t q✉❡ u1 ❛tt❡✐♥t ♦✉ ♣❛s ❧❡s tr♦✉s ♣rés❡♥ts✳ P❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐té
❞❡s tr♦✉s ❞❡ S, T ❡t U ❡t ♣❛r ❢♦♥❝t♦r✐❛❧✐té✱ u1 ♣❡✉t s♦✐t ♥❡ ♣❛s ❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡ tr♦✉s✱ s♦✐t ❛tt❡✐♥❞r❡
❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ U ✱ ♣✉✐s T ✱ ♣✉✐s S✳ ▲❡s ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ ❙✐ u2 ❡st ✈✐❞❡✱ ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t u1 ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡s tr♦✉s✳ ❉♦♥❝ u1
❡st ❞é❥à ✉♥ té♠♦✐♥ ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r s ❞❛♥s η[σ] || ǫτ ✳
✕ ❙✐ u2 r❡st❡ ❞❛♥s C✱ ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t u1 = u′1X ✜♥✐t ♣❛r ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✉ tr♦✉
❞❛♥s U ✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ❞é✜♥✐t u = u′1u2✱ ❡t ❧❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t❛✉① ❞❛♥s u2 ♣♦✐♥t❡♥t ❝♦♠♠❡
♣♦✐♥t❛✐t ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ X ❞❛♥s u1✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ u ∈ η[σ] || ǫ[τ ]✳
✕ ❙✐ u2 ♣❛ss❡ ❞❛♥s C ❡t B ✭♠❛✐s ♣❛s ❞❛♥s A✮✱ ♦♥ ❛ ❡♥❝♦r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t u1 = u′1X ✱
❛✈❡❝ u′1 s❛♥s tr♦✉s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬ét❡♥❞r❡ u1 ❡♥ u
′
1
(U)
X 
(T )
X
❞❡ s♦rt❡ q✉❡ (u′1
(U)
X 
(T )
X )↾T,U ∈ ǫ✳ ❖♥ ♣♦s❡ u = u
′
1u2✱ ♦ù ❧❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡ u2 ❞❛♥s
B ❡t C ♣♦✐♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ (T )X ❡t 
(U)
X ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❊♥❝♦r❡
✉♥❡ ❢♦✐s✱ ✉♥❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ♠♦♥tr❡ q✉✬♦♥ ❛ ❜✐❡♥ u ∈ η[σ] || ǫ[τ ]✳
✕ ❉❡r♥✐❡r ❝❛s ✿ u2 ✈✐s✐t❡ A,B ❡t C✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t u1 ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
u′1
(U)
X 
(T )
X 
(S)
X ✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡ u = u
′
1u2 ♦ù ❧❡s ♣♦✐♥t❡✉rs ❞❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐✲
t✐❛✉① ❞❛♥s A,B ❡t C ❞❡ u2 ♣♦✐♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ 
(S)
X ,
(T )
X ❡t 
(U)
X ❞❛♥s ❧❛
♣❛rt✐❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❖♥ ❛ ❜✐❡♥ u ∈ η[σ] || ǫ[τ ]✳
❘❡st❡ à ♠♦♥tr❡r ❧✬❛✉tr❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❙♦✐t s ∈ η[σ]; ǫ[τ ] ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡
té♠♦✐♥ u ∈ η[σ] || ǫ[τ ] ♣♦✉r s✱ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❡♥ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ Fonc(u) ❡t
✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❛r❣✉♠❡♥t Arg(u)✳ ▼❛✐s ❛❧♦rs✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡s ▲❡♠♠❡s ✼✳✶✳✽ ❡t ✼✳✶✳✶✶ ❛ss✉r❡♥t
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t q✉❡ Fonc(u) ❡st ✉♥ té♠♦✐♥ ♣♦✉r s↾S[X]⇒U [X] ❞❛♥s η || ǫ ❡t q✉❡ Arg(u) ❡st ✉♥
té♠♦✐♥ ♣♦✉r s↾A⇒C ❞❛♥s σ || τ ✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳
✹❙✐ s↾S[X]⇒U [X] ❡st ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♠♣❛✐r❡✱ u1 ❡st ❧❡ té♠♦✐♥ ❞❛♥s η || ǫ ❞❡ s♦♥ ♣ré✜①❡ ✐♠♠é❞✐❛t✱ ét❡♥❞✉ ♣❛r ❧❡
❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ❞❡ s✳
✼✳✷✳ ❋❖◆❈❚❊❯❘❙ ❖❯❱❊❘❚❙ ❊❚ ❙❚❘❆❚➱●■❊❙ ◆❆❚❯❘❊▲▲❊❙ ✶✾✺
▲❡♠♠❡ ✼✳✷✳✷ ✭▲♦✐ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ✕ ❝❛s ♥é❣❛t✐❢✮✳ ❙♦✐❡♥t S, T, U ❞❡s ❛rè♥❡s ♦✉✈❡rt❡s t❡❧❧❡s q✉❡ X
♥✬❛♣♣❛r❛ît q✉✬❡♥ ♣♦❧❛r✐té ❏♦✉❡✉r ❞❛♥s S, T ❡t U ✳ ❙♦✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t η : S ⇒ T ❡t ǫ : T ⇒ U ❞❡s
str❛té❣✐❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡t σ : A⇒ B ❡t τ : B ⇒ C ❞❡s str❛té❣✐❡s ✐♥♥♦❝❡♥t❡s✳ ❆❧♦rs ✿
(η; ǫ)[σ; τ ] = η[τ ]; ǫ[σ]
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ Pr❡✉✈❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❝❛s ♣♦s✐t✐❢✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✷✳✸✳ ❙♦✐t T ✉♥❡ ❛rè♥❡ ♦✉✈❡rt❡✱ ❛❧♦rs idT ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❚r✐✈✐❛❧✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✷✳✹ ✭Prés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té✮✳ ❙♦✐t T ✉♥❡ ❛rè♥❡ ♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✜①❡✱
❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛rè♥❡ A✱ idT [idA] = idT [A/X]✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡ s♦♥t ❞❡✉① str❛té❣✐❡s t♦t❛❧❡s✱ ✐❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶ ❞❡ ♠♦♥tr❡r
✉♥❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧✬é❣❛❧✐té✳ Pr❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ P ✲✈✉❡ s ❞❡ idT [idA]✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✹✱
❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s1s2✱ ♦ù s1 ❡st ✉♥❡ P ✲✈✉❡ ❞❡ idT ❡t s2 ✉♥❡ P ✲✈✉❡ ❞❡ idA ✭❛✉① ♣♦✐♥t❡✉rs
♣rès✮✳ ❖r✱ ❧❡s ♣♦✐♥t❡✉rs ❞❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡ A ❞♦✐✈❡♥t ♣♦✐♥t❡r s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦✉♣ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t
à ❞r♦✐t❡✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ idT ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡✳ ❉♦♥❝ ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r s↾L = s↾R✱ ❡t
♦♥ ❛ ❜✐❡♥ s ∈ idT [A/X]✳ ▲✬é❣❛❧✐té s✬❡♥s✉✐t✳
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✷✳✺ ✭❋♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts✮✳ ❙♦✐t T ✉♥❡ ❛rè♥❡ ♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ♣♦❧❛r✐té ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❝✬❡st à
❞✐r❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ X ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❡♥ ♣♦❧❛r✐té ❖♣♣♦s❛♥t✳ ❖♥ ♣♦s❡ ✿
✕ ❙✐ A ❡st ✉♥❡ ❛rè♥❡✱ T (A) = T [A] ❀
✕ ❙✐ σ : A⇒ B ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡✱ T (σ) = idT [σ] : T [A]⇒ T [B]✳
❆❧♦rs ❧✬❛❝t✐♦♥❞❡ T s✉r ❧❡s str❛té❣✐❡s ❡st ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs
❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐s ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts
❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥ts✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù T ❡st ❝♦✈❛r✐❛♥t✱ ❧✬❛✉tr❡ ❝❛s ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡✳ ❙♦✐❡♥t σ : A⇒
B ❡t τ : B ⇒ C ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ✐♥♥♦❝❡♥t❡s✳ ❖♥ ❛ ✿
T (σ; τ) = idT [σ; τ ]
= (idT ; idT )[σ; τ ]
= idT [σ]; idT [τ ]
= T (σ);T (τ)
▲❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ✐❞❡♥t✐tés ❡st ❛ss✉ré❡ ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✷✳✹✳
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✷✳✻ ✭❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ♦✉✈❡rt❡s✮✳ ❙♦✐❡♥t S, T ❞❡s ❛rè♥❡s ♦✉✈❡rt❡s à
✈❛r✐❛♥❝❡ ✜①❡✳ ❙♦✐t η : S ⇒ T ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ✿
(η[idA])A : S(A)⇒ T (A)
❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ A✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ♦✉✈❡rt❡s ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉✲
r❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳
✶✾✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❋❖◆❈❚❊❯❘❙ ❖❯❱❊❘❚❙
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ♦♥ ❢❛✐t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù T ❡st ❝♦✈❛r✐❛♥t✱ ❧✬❛✉tr❡ ❝❛s
❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡✳ ❙✐ σ : A⇒ B✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✿
ηA;T (σ) = η[idA]; idT [σ]
= (η; idT )[idA;σ]
= η[σ]
= (idS ; η)[σ; idB]
= idS [σ]; η[idB]
= S(σ); ηB
P❛r❡♥t❤és❛❣❡✳ P♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ ♦♥ s❛✐t ❛ss♦❝✐❡r à t♦✉t ❛rè♥❡ ♦✉✈❡rt❡ T ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✜①❡ ✉♥
❢♦♥❝t❡✉r T : Inn → Inn s✐ ❧❡s tr♦✉s ❞❛♥s T s♦♥t ❞❡ ♣♦❧❛r✐té ❖♣♣♦s❛♥t✱ ❡t T : Innop → Inn s✐
❧❡s tr♦✉s ❞❛♥s T s♦♥t ❞❡ ♣♦❧❛r✐té ❏♦✉❡✉r✳ ◆♦t♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉✬♦♥ ♣❡✉t à ✈♦❧♦♥té r❡♠♣❧❛❝❡r
Inn ♣❛r Par ✐❝✐✱ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ♣rés❡r✈❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t
❧❡ ❜♦♥ ♣❛r❡♥t❤és❛❣❡✳
❱❛r✐❛♥❝❡ ♠✐①t❡✳ ❙♦✐t T ✉♥❡ ❛rè♥❡ ♦✉✈❡rt❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ X✱ ♠❛✐s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t
❞❛♥s ❞❡s ♣♦❧❛r✐tés ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥s✐❞ér❡r T ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛rè♥❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s
❧✐❜r❡s X− ❡t X+✱ ♠❛✐s à ✈❛r✐❛♥❝❡ ✜①❡ ❡♥ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✶✽ ét❛❜❧✐t
❛❧♦rs q✉❡ T s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❜✐❢♦♥❝t❡✉r ❡♥ ❝❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛✐♥s✐ ♦♥ ❞é✜♥✐t T :
Par
op ×Par → Par✱ ❝♦♠♠❡ ❛tt❡♥❞✉✳
❆r✐té ♠✉❧t✐♣❧❡✳ ▲❡ ♠ê♠❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✶✽ ❣❛r❛♥t✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ s✐ T ❡st ✉♥❡ ❛rè♥❡ ♦✉✈❡rt❡
❛✈❡❝ ❞❡s tr♦✉s ét✐q✉❡tés X1, . . . , Xn✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ✿
T : (Parop ×Par)n → Par
❈❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts✳
✼✳✷✳✷ ❘❡str✐❝t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❉❛♥s ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✱ ✐❧ s❡r❛ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ét✉❞✐❡r
❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞②♥❛♠✐q✉❡s s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ str❛té❣✐❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s✱ ♠❛✐s
♥♦♥ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡✳ P❧✉s ❝♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ✐♠❛❣✐♥♦♥s q✉✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥
❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✿
S[A]
σ //
δ

T [B]
τ

V [D] γ
// U [C]
♦ù ❧❡s str❛té❣✐❡s σ, δ, τ ❡t γ s♦♥t ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡
r❡str✐❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳✼✳ ❖♥ ❛✐♠❡r❛✐t ❛❧♦rs ♣♦✉✈♦✐r ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té
❞❡ ❝❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s str❛té❣✐❡s s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s
❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳✼ ❡♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s str❛té❣✐❡s✳
✼✳✷✳ ❋❖◆❈❚❊❯❘❙ ❖❯❱❊❘❚❙ ❊❚ ❙❚❘❆❚➱●■❊❙ ◆❆❚❯❘❊▲▲❊❙ ✶✾✼
▲❡♠♠❡ ✼✳✷✳✼✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❛rè♥❡s A,B ❡t C s♦✐❡♥t ♥♦♥ ✈✐❞❡s✳ ❙♦✐❡♥t σ : S[A]⇒ T [B]
❡t τ : T [B]⇒ U [C] ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t str✐❝t❡s s✉r A⇒ B ❡t B ⇒ C✳
❆❧♦rs ✿
(σ; τ)↾S⇒U = σ↾S⇒T ; τ↾T⇒U
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ♦♥ ✈❛ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ S, T ❡t U s♦♥t ❝♦✈❛r✐❛♥ts ✿ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛✲
t✐♦♥ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t✳ ❖♥ s❛✐t ❞é❥à q✉❡ ♣✉✐sq✉❡ σ ❡t τ s♦♥t ❞❡s str❛té❣✐❡s
❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s✱ ❝✬❡st ❛✉ss✐ ❧❡ ❝❛s ❞❡ σ; τ ✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ♦♥t ❧❡s
♠ê♠❡s P ✲✈✉❡s✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ s ∈ p(σ; τ)↾S⇒Uq✳ ▲❡ st②❧❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❤❛❜✐t✉❡❧ ✿ ♣❛r ❞é✲
✜♥✐t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs s′ ∈ pσ; τq t❡❧ q✉❡ s′ = s↾S⇒U ✳ ❙♦✐t ❛❧♦rs u ❧❡ té♠♦✐♥ ♣♦✉r s′ ❞❛♥s σ || τ ✱ u
❡st ❛❧♦rs ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞♦♥❝ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ u1u2✱ ♦ù ❧❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡ u2 ❞❡ X ∈ {A,B,C}
♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✐♥t❡✉r ❡t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣ré✜①❡ ❞✬❛❞r❡ss❡✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t u1XXX ✱ ♦ù ❧❡s
♣♦✐♥t❡✉rs ✭❡t ❧❡s ❛❞r❡ss❡s✮ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ X s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ❝❡✉① ❞❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉①
s✉r C,B,A✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❝✬❡st ❛❧♦rs ✉♥ té♠♦✐♥ ♣♦✉r s ❞❛♥s σ↾S⇒T || τ↾T⇒U ✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡✲
♠❡♥t✱ s♦✐t s ∈ pσ↾S⇒T ; τ↾T⇒Uq✳ P♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥ q✉✬❛✉ ❞❡ss✉s✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❛✉ ❝❛s ♦ù s = s′XX ✳ P❛r ❢♦♥❝t♦r✐❛❧✐té ❞❡ σ ❡t τ ✱ s♦♥ té♠♦✐♥ u ❛ ❛❧♦rs ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡
u′XXX ✳ ❯t✐❧✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ iC s✉r C✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
♦♥ ♣❡✉t s✉❜st✐t✉❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ X ♣❛r ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ▼❛✐s σ ❡t τ s♦♥t
str✐❝t❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r A ⇒ B ❡t B ⇒ C✱ ❡t ♦♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ré❛❝t✐♦♥ iB à iC ♣✉✐s iA à
iB✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✈ér✐✜❡r q✉❡ u′iCiBiA ❡st ❞❛♥s σ || τ ✱ ❡t q✉❡ ❝✬❡st ✉♥ té♠♦✐♥ ♣♦✉r s′iCiA✱ ♦r
(s′iCiA)↾S⇒T = s✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✷✳✽✳ ❙♦✐❡♥t σ : S[A] ⇒ T [B] ❡t τ : T [B] ⇒ U [C] ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s✱
❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ q✉✐ à ❝❤❛q✉❡ tr❛♥❝❤❡ t ❞❡ σ; τ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ tr❛♥❝❤❡ φ1(t) ❞❡ σ ❡t
✉♥❡ tr❛♥❝❤❡ φ2(t) ❞❡ τ ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ t ❡st ✉♥❡ P ✲✈✉❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ (σ; τ)↾S⇒U ✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✻✱
t ❛ ✉♥ té♠♦✐♥ ✉♥✐q✉❡ u ∈ σ || τ ✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs φ1(t) = pu↾S[A]⇒T [B]q ❡t φ2(t) = pu↾T [B]⇒U [C]q✳
P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ♠❛①✐♠❛❧❡s ❡t ❝❡ s♦♥t ❜✐❡♥ ❞❡s tr❛♥❝❤❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ σ ❡t
τ ✳
▲❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tr❛♥❝❤❡ ❡♥ ❞❡✉① ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ❝❤♦✐s✐❡ ❛✉
❤❛s❛r❞✱ ❝✬❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ ✈❛❧✐❞❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❡ ✼✳✷✳✾✳ ❙♦✐❡♥t σ : S[A] ⇒ T [B] ❡t τ : T [B] ⇒ U [C] ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s ❡t
s♦✐t t ✉♥❡ tr❛♥❝❤❡ ❞❡ σ; τ ✳ ❙✐ S, T, U s♦♥t ❝♦✈❛r✐❛♥ts✱ ♦♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿
(σ; τ)↾tA⇒C = σ↾φ1(t)A⇒B; τ↾φ2(t)B⇒C
❙✬✐❧s s♦♥t ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥ts✱ ♦♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té ❞✉❛❧❡ ✿
(σ; τ)↾tC⇒A = τ↾φ2(t)C⇒B;σ↾φ1(t)B⇒A
❙✬❡♥s✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s str❛té❣✐❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉ét❛✐❧❧♦♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦✈❛r✐❛♥t✳ ❙♦✐t s ∈ p(σ; τ)↾tA⇒Cq✳ P❛r ❞é✜✲
♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❡t ♣❛r ♣r♦♣r✐été ❞❡s P ✲✈✉❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ s′ ∈ pσ; τq t❡❧❧❡
q✉❡ ps′↾S⇒Uq = t ❡t s
′
↾A⇒C = s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s u ❧❡ té♠♦✐♥ ✉♥✐q✉❡ ❞❡ s
′ ❞❛♥s σ || τ ✳ ❈❡ té✲
♠♦✐♥ ❡st ❢♦♥❝t♦r✐❡❧✱ ✐❧ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❡♥ u1u2 ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡✳ ❙♦✐t u′2 ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✶✾✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❋❖◆❈❚❊❯❘❙ ❖❯❱❊❘❚❙
s✉r I(A,B,C) ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ré❛rr❛♥❣❡❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥t❡✉rs ❞❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉① ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ♣❛r
❧❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✾✱ ❡t u′1 ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ r❛❥♦✉t❛♥t ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ X ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❝♦✉♣s
✐♥✐t✐❛✉① s✉r C,B,A✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ✐♠♠é❞✐❛t q✉❡ u′1 ❡st ✉♥ té♠♦✐♥ ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥❝❤❡ t✱ ❞♦♥❝ ♣❛r
✉♥✐❝✐té ❞✉ té♠♦✐♥ ♦♥ ❛ p(u1)↾S⇒Tq = φ1(t) ❡t p(u1)↾T⇒Uq = φ2(t)✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ✐♠♠é❞✐❛t q✉❡
(u2)↾A⇒B ∈ σ↾φ1(t)A⇒B ❡t (u2)↾B⇒C ∈ τ↾φ2(t)B⇒C ✳ ❉♦♥❝✱ u2 ❡st ❝♦♠♠❡ r❡q✉✐s ✉♥ té♠♦✐♥ ♣♦✉r
s ❞❛♥s σ↾φ1(t)A⇒B; τ↾φ2(t)B⇒C ✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s♦✐t s ∈ σ↾φ1(t)A⇒B; τ↾φ2(t)B⇒C ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✱
♣r❡♥♦♥s u ❧❡ té♠♦✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ❘❛♣♣❡❧❧♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ φ1(t) ❡t φ2(t) ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞✉ ❝❤♦✐①
❞✬✉♥ té♠♦✐♥ vXXX ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥❝❤❡ t✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs vu ✭♦ù ❧❡s ♣♦✐♥t❡✉rs ❞❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐✲
t✐❛✉① ❞❛♥s u ♦♥t été ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ré✐♠♣❧❛♥tés ❞❛♥s v✮ ✿ ✐❧ ❡st ❞✐r❡❝t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ vu ∈ σ || τ ✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❝✬❡st ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉♥ té♠♦✐♥ ♣♦✉r ts ✭♦ù ❧❡s ♣♦✐♥t❡✉rs ❞❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡ s
♦♥t été ré✐♠♣❧❛♥tés ❞❛♥s t✮✱ ❞♦♥❝ s ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ (σ; τ)↾tA⇒C ✳
❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✳ ❘❡✈❡♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ é✈♦✲
q✉é ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✿
S[A]
σ //
δ

T [B]
τ

V [D] γ
// U [C]
♦ù ❧❡s str❛té❣✐❡s σ, τ, δ, γ s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s✱ str✐❝t❡s s✉r ❧❡✉r ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉✲
♠❡♥t✱ ♠❛✐s ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡s✳ ❖♥ ✈❛ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❝❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐❛✲
❣r❛♠♠❡s ✿ ✉♥ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✱ ❧✬❛✉tr❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱
❧❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✷✳✼ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ s✉✐✈❛♥t ✿
S
σ↾S⇒T //
δ↾S⇒V

T
τ↾T⇒U

V γ↾V⇒U
// U
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s str❛té❣✐❡s σ; τ ❡t δ; γ s♦♥t é❣❛❧❡s ❞♦♥❝ ♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s tr❛♥❝❤❡s ✿
♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ tr❛♥❝❤❡s ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✳ ❙✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s tr❛♥❝❤❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡
▲❡♠♠❡ ✼✳✷✳✾ ❡t ♦❜t❡♥✐r ✿
A
σ
↾φ1(t)A⇒B//
δ
↾
φ′1(t)A⇒D

B
τ
↾φ2(t)B⇒C

Dγ
↾
φ′2(t)C⇒D
// C
◆♦t♦♥s q✉✬♦♥ ❛ ❞✐st✐♥❣✉é φ1, φ2 ❞❡ φ′1, φ
′
2 ❝❛r ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é♣❡♥❞❡♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❡
❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ❉❛♥s ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❛❧❧é❣❡r ✉♥ ♣❡✉ ❝❡s ♥♦t❛t✐♦♥s
s❛♥s ♣r♦✈♦q✉❡r ❞✬❛♠❜✐❣✉ïtés✱ ♦♥ ♥✬❤és✐t❡r❛ ❜✐❡♥ sûr ♣❛s à ❧❡ ❢❛✐r❡✳
✼✳✸✳ ❚❍➱❖❘➮▼❊ ❉❊ ❋❆❈❚❖❘■❙❆❚■❖◆ ✶✾✾
✼✳✷✳✸ ❋♦♥❝t❡✉rs ✉s✉❡❧s
❆✉ss✐ ❜✐❡♥ à t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ♣ré♣❛r❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡s ❢♦rts s✉r Par✱ ♣r❡♥♦♥s
❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ✉s✉❡❧s s♦♥t ♦✉✈❡rts✳ P❛r ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥
X ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ❛rè♥❡ ❞és✐❣♥❡r❛ ❧✬❛rè♥❡ ré❞✉✐t❡ à ❧✬✉♥✐q✉❡ ❝♦✉♣ ✭✐♥✐t✐❛❧✱ ❖♣♣♦s❛♥t✮ X ✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✷✳✶✵✳ ▲❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❝♦♥st❛♥ts✱ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ✐❞❡♥t✐té✱ ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs −1 × −2✱
−1 +−2 ❡t − ⇒ A s♦♥t ♦✉✈❡rts✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥✱ ♦♥ ✈❛ ❞♦♥♥❡ ❧✬❛rè♥❡ ♦✉✈❡rt ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s✱
✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ♠♦♥tr❡ q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t
❜✐❡♥ ✐♠❛❣❡ ❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛rè♥❡ ♦✉✈❡rt❡ ❡①❤✐❜é❡✳ P♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs
❝♦♥st❛♥ts✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❛rè♥❡ s❛♥s tr♦✉s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛rè♥❡ ♦✉✈❡rt❡✳
▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r ✐❞❡♥t✐té ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧✬❛rè♥❡ ♦✉✈❡rt❡ ❛t♦♠✐q✉❡ X ✳ ▲❡s ❢♦♥❝t❡✉rs −1 × −2
❡t −1 + −2 s♦♥t ❡♥❣❡♥❞rés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❛rè♥❡ X × Y ❡t X + Y ✱ ❡t − ⇒ A ❡st
❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧✬❛rè♥❡ X ⇒ A✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✷✳✶✶✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ P❧✉s ♣ré❝✐✲
sé♠❡♥t✱ s✐ F ❡t G s♦♥t ❞❡✉① ❡♥❞♦❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts ❝♦✴❝♦♥tr❛✲✈❛r✐❛♥ts ❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✱ ❛❧♦rs FG
❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♦✉✈❡rt✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❛rè♥❡s ♦✉✈❡rt❡s F ❡t G✳ ❈♦♥str✉✐s♦♥s ❛❧♦rs ❧✬❛rè♥❡ F [G/X]✳
❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✿
F [G/X](σ) = idF [G/X][σ]
= (idF [idG])[σ]
= idF [idG[σ]]
= F (G(σ))
❖♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❧❡s ▲❡♠♠❡s ✼✳✷✳✹ ❡t ✼✳✶✳✶✾✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✷✳✶✷✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé✲
♠❡♥t✱ s✐ F (−1,−2) ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt✱ F (−,−) ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬❛rè♥❡ ♦✉✈❡rt❡ F ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s tr♦✉s ❞✬ét✐q✉❡tt❡s ❞✐st✐♥❝t❡s X ❡t Y ✳ ■❧ s✉✣t
❞❡ r❡♥♦♠♠❡r ❧❡s Y ❡♥ X✱ ❡t ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t s❡r❛ ❜✐❡♥ F (−,−)✳
✼✳✸ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥
❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ❛ ❞é❝r✐t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts ❡t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❝❡s ❢♦♥❝t❡✉rs✳ ■❝✐✱ ♦♥ ✈❛ s✬✐♥tér❡ss❡r t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❝❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
♥❛t✉r❡❧❧❡s ♦✉✈❡rt❡s ❡t ♠♦♥tr❡r à ❧❡✉r s✉❥❡t ✉♥ rés✉❧t❛t ♣✉✐ss❛♥t ✿ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
♥❛t✉r❡❧❧❡s ♦✉✈❡rt❡s ❡st ❝♦♠♣❧èt❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ t♦✉t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❢♦♥❝✲
t❡✉rs ♦✉✈❡rts ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♦✉✈❡rt❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥
✈❛ ❞♦♥♥❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ (ηA)A ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ η ❡t ✉♥❡ ❢❛❝✲
t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣❛r ηA = η[idA]✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s♦✐❡♥t S ❡t T ❞❡✉① ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts
t♦✉s ❞❡✉① ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✜①❡✱ ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s η : S
•
→ T ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳
▲❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ηA ❡st ❞✐r❡❝t❡ ✿ ♦♥ ♣♦s❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t η = ηX ♦ù X ❡st ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
❛rè♥❡ ré❞✉✐t❡ à ✉♥ ♣♦✐♥t✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛rè♥❡ A✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥
✷✵✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❋❖◆❈❚❊❯❘❙ ❖❯❱❊❘❚❙
ηA = η[idA]✳ ❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r ç❛ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♣♦✉r ❧❡s ❢♦rêts ✜♥✐❡s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r
❧❡✉r str✉❝t✉r❡✱ ♣♦✉r ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❛✉① ❛rè♥❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ♣❛r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té✳ ❆✈❛♥t
❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞♦♥♥❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù S ❡t T s♦♥t t♦✉s
❞❡✉① ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ✐❞❡♥t✐té✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ s❡✉❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡
❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r ✐❞❡♥t✐té ❞❛♥s ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❡st ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✐❞❡♥t✐té✳ ❈❡ ❝❛s s✐♠♣❧❡
❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✐r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✱ t♦✉t ❡♥ s✬❛✛r❛♥❝❤✐ss❛♥t ♣♦✉r ✉♥
t❡♠♣s ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés t❡❝❤♥✐q✉❡s ❧✐é❡s à ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ r❡❢❡r❛ ❧❛ ♣r❡✉✈❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳
✼✳✸✳✶ ❚r✐✈✐❛❧✐té ♣♦✉r ❧✬✐❞❡♥t✐té
❈♦♠♠❡ ❛♥♥♦♥❝é ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✐❝✐ ❛✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❞✉
❢♦♥❝t❡✉r ✐❞❡♥t✐té ❞❛♥s ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❛rè♥❡s ❡t str❛té❣✐❡s ✐♥♥♦❝❡♥t❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢
❡st ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ♥✬② ❡♥ ❛ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs
❧❡ ❝❛s✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ r✉❜❛♥s ❬❏❙✽✽❪✳ ❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ✜①❡
✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ (ιA)A ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ A✱ ❡t ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛rè♥❡ A✱ ιA = idA✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✸✳✶ ✭❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛rè♥❡s✮✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❛rè♥❡✳ ❆❧♦rs A ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥❡
❛rè♥❡ ❞✬✉♥❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ 1 ❀
✕ 0 ❀
✕ A1 ×A2 ❛✈❡❝ A1 ❡t A2 ❛②❛♥t ❝❤❛❝✉♥❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ❞❡ ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉① q✉❡ A ❀
✕
∐
i∈I Ai ❀
✕ A1 ⇒ A2✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ A ❡st ✈✐❞❡✱ ❛❧♦rs A = 1✳ ❙✐ A ❡st ré❞✉✐t❡ à ✉♥ s❡✉❧ ❝♦✉♣✱ ❛❧♦rs A ❡st
✐s♦♠♦r♣❤❡ à 0✳ ❙✐♥♦♥✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❞é♣❧✐❛❣❡ A˜ ❞❡ A ❡♥ ❢♦rêt ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✮✱ ❛✈❡❝
❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ γA : A → A˜ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ❙✐ A˜ ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉①✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡
❝✬❡st ✉♥❡ ❢♦rêt✱ ❡❧❧❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ A1 × A2✱ ♦ù ❧❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡ A1, A2
❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡ A˜✳ ❙✐ A˜ ♥✬❛ q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧✱ ❝✬❡st
✉♥ ❛r❜r❡✳ ❉és✐❣♥♦♥s ♣❛r A1, . . . , An, B1, . . . , Bp ❧❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ t♦✉s
❧❡s Ai ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ♣❛r ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❡t t♦✉s ❧❡s Bi ♣❛r ✉♥❡ ré♣♦♥s❡✳ ❙✐ n > 0✱ ♥♦t♦♥s C ❧✬❛r❜r❡
A˜ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❛ ❡♥❧❡✈é t♦✉s ❧❡s Ai✳ ❆❧♦rs✱ A˜ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r
∏
i∈{1,...,n}Ai ⇒ C✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱
❡①❛♠✐♥♦♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù n = 0✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ A˜ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t
♣❛r ✉♥❡ ré♣♦♥s❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❛rè♥❡s✱ ❧❡s ré♣♦♥s❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❥✉st✐✜❡r q✉❡
❞❡s q✉❡st✐♦♥s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ Bi ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
ri
~~ ~
~~
~~
~
  A
AA
AA
AA
A
B1i B
pi
i
♦ù ❝❤❛q✉❡ Bji ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✉♥❡ ❛rè♥❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é❡✳ ❆❧♦rs✱
❝✬❡st q✉❡ A˜ ✭❞♦♥❝ A✮ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✿∐
i∈{1,...,p}
∏
j∈{1,...,pi}
Bji
✼✳✸✳ ❚❍➱❖❘➮▼❊ ❉❊ ❋❆❈❚❖❘■❙❆❚■❖◆ ✷✵✶
▲❡♠♠❡ ✼✳✸✳✷ ✭❈♦♠♠✉t❛t✐♦♥s ❛✉① ✉♥✐tés✮✳ ❖♥ ❛ ι1 = id1 ❡t ι0 = id0✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ é❣❛❧✐té ❡st tr✐✈✐❛❧❡ ✿ 1 ét❛♥t ❧✬❛rè♥❡ ✈✐❞❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡
str❛té❣✐❡ ✭❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st ✈✐❞❡✮ s✉r 1 ⇒ 1✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❛rè♥❡ ⊤✱ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥❡
q✉❡st✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ré♣♦♥s❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♥❛t✉r❛❧✐té
s✉✐✈❛♥t✱ q✉✬♦♥ ✈❛ ❡♥s✉✐t❡ ✐♥st❛♥❝✐❡r ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞❡ σ✳
0
ι0 //
σ

0
σ

⊤ ι⊤
// ⊤
❉✬❛❜♦r❞✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ι⊤ ré♣♦♥❞ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ σ q✉✐ ré♣♦♥❞ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t à ❞r♦✐t❡ ♣♦✉r ♣❛r✈❡♥✐r à ✉♥❡
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ι⊤ ré♣♦♥❞❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t à ❞r♦✐t❡✳
❆❧♦rs✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ σ q✉✐ ✈❛ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ✐♥t❡rr♦❣❡r s♦♥ ❛r❣✉✲
♠❡♥t ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✳ ❉♦♥❝ ι⊤ ✈❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✐♥t❡rr♦❣❡r s♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ▼❛✐s ❛❧♦rs ❝✬❡st q✉❡
ι0 ✈❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥t❡rr♦❣❡r s♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t✱ s✐♥♦♥ ♦♥ ❛✉r❛✐t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ σ q✉✐ ❥♦✉❡
✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t à ❣❛✉❝❤❡✳ ❉♦♥❝ ι0 = id0✳
❈❡ ❧❡♠♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛❧♦rs ét❡♥❞✉ ❛✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❡ ✼✳✸✳✸✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❛rè♥❡✱ ❛❧♦rs ιA ❡st str✐❝t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡ ré♣♦♥❞ ✐♠♠é❞✐❛t❡✲
♠❡♥t à ❣❛✉❝❤❡ ❛✉ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✬❖♣♣♦s❛♥t✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ A ❡st ✈✐❞❡ ❝✬❡st é✈✐❞❡♥t✳ ❙✐♥♦♥✱ ❡①❛♠✐♥♦♥s ♣♦✉r ❧✬✉♥✐q✉❡ str❛té❣✐❡ σ : 0→ A
str✐❝t❡✱ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♥❛t✉r❛❧✐té s✉✐✈❛♥t ✿
0
ι0 //
σ

0
σ

A
ιA // A
P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥ ❤❛✉t à ❞r♦✐t❡ ❞♦♥♥❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ str❛té❣✐❡ str✐❝t❡
s✉r 0⇒ A✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ιA ❞♦✐t êtr❡ str✐❝t❡✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✸✳✹ ✭❈♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t✮✳ ❙♦✐t A×B ✉♥❡ ❛rè♥❡✱ ❛❧♦rs
ιA×B = ιA × ιB
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ♥❛t✉r❛❧✐té s✉✐✈❛♥ts ✿
A×B
ιA×B //
π1

A×B
π1

A ιA
// A
A×B
ιA×B //
π2

A×B
π2

B ιA
// B
▲❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ Inn ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✿
ιA×B = ιA×B; 〈π1, π2〉
= 〈ιA×B;π1, ιA×B;π2〉
= 〈π1; ιA, π2; ιB〉
= ιA × ιB
✷✵✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❋❖◆❈❚❊❯❘❙ ❖❯❱❊❘❚❙
▲❡♠♠❡ ✼✳✸✳✺ ✭❈♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❛✉① s♦♠♠❡s✮✳ ❙♦✐t
∐
i∈I Ai ✉♥❡ ❛rè♥❡✱ ❛❧♦rs ✿
ι‘
i∈I Ai
=
∐
i∈I
ιAi
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ I✱ ❧❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ ι ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ s✉✐✈❛♥t ✿
Ai
ιAi //
ini

Ai
ini
∐
i∈I Ai ι‘
i∈I Ai
//
∐
i∈I Ai
❈❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ✿
ι‘
i∈I Ai
= [in1, in2, . . . , inI ]; ι‘
i∈I Ai
= [in1; ι‘
i∈I Ai
, . . . , inI ; ι‘
i∈I Ai
]
= [ιA1 ; in1, . . . , ιAI ; inI ]
=
∐
i∈I
ιi
▲❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✶✸ ✭tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✐sé
❛✉① s♦♠♠❡s n✲❛✐r❡s✮ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ι‘
i∈I Ai
❡st str✐❝t❡ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✸✳✸✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✸✳✻ ✭❈♦♠♠✉t❛t✐♦♥ à ❧❛ ✢è❝❤❡✮✳ ❙♦✐t A⇒ B ✉♥❡ ❛rè♥❡✱ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ιA = idA✳
❆❧♦rs ✿
ιA⇒B = A⇒ ιB
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♥❛t✉r❛❧✐té s✉✐✈❛♥t ✿
A× (A⇒ B)
ev //
ιA×(A⇒B)

B
ιB

A× (A⇒ B) ev
// B
P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❡t ♣❛r ❧❡s ❧❡♠♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ✿
ιA×A⇒B = ιA × ιA⇒B
= A× ιA⇒B
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ❛ ♣❛r ❛❞❥♦♥❝t✐♦♥ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
A⇒ B
id //
ιA⇒B

A⇒ B
A⇒ιB

A⇒ B
id
// A⇒ B
❧❡q✉❡❧ ❞♦♥♥❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧✬é❣❛❧✐té r❡q✉✐s❡✳
✼✳✸✳ ❚❍➱❖❘➮▼❊ ❉❊ ❋❆❈❚❖❘■❙❆❚■❖◆ ✷✵✸
▲❡♠♠❡ ✼✳✸✳✼ ✭❋♦rêts ✜♥✐❡s✮✳ ❙✐ F ❡st ✉♥❡ ❢♦rêt ✜♥✐❡✱ ❛❧♦rs ιF = idF ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ s✉r F ✱ ❡t ♣❛r ❧❡s ❧❡♠♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳
❆✐♥s✐✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r
✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❛rè♥❡✱ ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t r❡str❡✐♥t❡✳ ❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✐s❡r
ç❛ ❛✉① ❢♦rêts ✐♥✜♥✐❡s✱ ♣✉✐s ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❛✉① ❛rè♥❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✸✳✽ ✭❋♦rêts q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✮✳ ❙♦✐t F ✉♥❡ ❢♦rêt ✭♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡✮✱ ❛❧♦rs ιF =
idF ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t F ′ ✉♥❡ ❢♦rêt ♣ré✜①❡ ❞❡ F ✜♥✐❡✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s✱ ♦♥
❞✐s♣♦s❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡t ❞✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ projF ′ : F → F
′ ❡t injF ′ ✳ ▲❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥
❞❡ ι ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ projF ′ ❞♦♥♥❡ ✿
ιF ; projF ′ = projF ′ ; ιF ′
❖r F ′ ❡st ✉♥❡ ❢♦rêt ✜♥✐❡✱ ❞♦♥❝ ιF ′ = idF ′ ✳ ❉♦♥❝ ✿
ιF ; projF ′ = projF ′
❊♥ ♣ré❝♦♠♣♦s❛♥t ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r injF ′ ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
injF ′ ; ιF ; projF ′ = idF ′
❖r✱ ❧❛ str❛té❣✐❡ injF ′ ; ιF ; projF ′ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ιF à ❧❛ ❢♦rêt ✜♥✐❡ F
′✳ ❉♦♥❝
♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦rêt F ′ ✜♥✐❡ ♣ré✜①❡ ❞❡ F ✱ ♦♥ ❛ ιF ′ = idF ′ ✳ P❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ιF = idF ✳
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✸✳✾ ✭❚r✐✈✐❛❧✐té ♣♦✉r ❧✬✐❞❡♥t✐té✮✳ ❙♦✐t ι ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥❞♦✲
❢♦♥❝t❡✉r ✐❞❡♥t✐té ❞❛♥s ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❛rè♥❡s ❡t str❛té❣✐❡s ✐♥♥♦❝❡♥t❡s✳ ❆❧♦rs ι
❡st ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✐❞❡♥t✐té✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❞é♣❧✐❛❣❡ ❞❡ A ❡♥ ❢♦rêt é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡✱ ♥♦té γA : A→ A˜✳
▲❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ ι ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ s✉✐✈❛♥t ✿
A
γA //
ιA

A˜
ι eA

A γA
// A˜
❖r A˜ ❡st ✉♥❡ ❢♦rêt✱ ❞♦♥❝ ι eA = id eA✳ ❉♦♥❝✱ ♦♥ ❛ ✿
ιA; γA = γA
❖r γA ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ❞✬♦ù ♦♥ ❞é❞✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ✈♦✉❧✉✳
✷✵✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❋❖◆❈❚❊❯❘❙ ❖❯❱❊❘❚❙
✼✳✸✳✷ ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥
■❝✐✱ ♦♥ ✈❛ r❡❢❛✐r❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❢❛✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬✐❞❡♥t✐té✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ♦ù S ❡t T s♦♥t ❞✐st✐♥❝ts ❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r ✐❞❡♥t✐té✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ✜①❡
❞❡✉① ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts S ❡t T ✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ (ηA) : S
•
→ T ✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✐❧
❡st s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ q✉❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞♦♥♥é ✐❝✐ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❧✉s t❛r❞ ❛✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s
❡♥tr❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts à ❣❛✐♥ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❥❡✉① à ❣❛✐♥ ❡t str❛té❣✐❡s ❣❛❣♥❛♥t❡s q✉✐
s❡r✈✐r❛ à ♠♦❞é❧✐s❡r µLJ ✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬❛✉t♦r✐s❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡s str❛té❣✐❡s
q✉✐ s❡r♦♥t ♣❧✉s t❛r❞ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❣❛❣♥❛♥t❡s ✭❜✐❡♥ sûr✱ ♦♥ r❡✈✐❡♥❞r❛ s✉r ❝❡ ♣♦✐♥t✮✳ Prés❡♥t♦♥s
❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù S ❡t T s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts ❝♦✈❛r✐❛♥ts✱ ❝♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡
❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✸✳✶✵✳ ▲❛ str❛té❣✐❡ ηX ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✈❛ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ♥♦t❡r q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ η⊤✱ ♣♦✉r ❧✬❛rè♥❡ ⊤ ❝♦♠♣♦✲
sé❡ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ q✉❡st✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ré♣♦♥s❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡
❝♦♠♠✉t❛t✐❢ s✉✐✈❛♥t✱ ♣♦✉r ❧✬✉♥✐q✉❡ σ : ⊤ → 1✳
S⊤
η⊤ //
Sσ

T⊤
Tσ

S1 η1
// T1
▲✬é❣❛❧✐té ❞❡s ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ❡①t❡r♥❡s ♠♦♥tr❡ q✉❡ η⊤ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ η1 s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡❧❧❡ ♥❡ s❛✉t❡ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ à ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❛r❣✉♠❡♥t✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ q✉❡ ❝❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❛rè♥❡
A✳ ❖❜s❡r✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❡ s❡❝♦♥❞ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✿
S0
η0 //
Sσ

T0
Tσ

S⊤ η⊤
// T⊤
❙✐ σ ré♣♦♥❞ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t à ❞r♦✐t❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬❖♣♣♦s❛♥t✱ ❝❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡
η⊤ ❞♦✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ré♣♦♥❞r❡ é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❙✐ η⊤ ré♣♦♥❞ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t à ❞r♦✐t❡✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡
à ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t σ str✐❝t❡ q✉✐ ✈❛ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ✐♥t❡rr♦❣❡r ❧❡ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ s✉r 0✱
❛✐♥s✐ η⊤ ❡st str✐❝t❡ s✉r s❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❊①❛♠✐♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✱
♣♦✉r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ σ : X → ⊤ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳
SX
ηX //
Sσ

TX
Tσ

S⊤ η⊤
// T⊤
❈❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ηX ❞♦✐t ❝♦ï♥❝✐❞❡r ❛✈❡❝ η⊤ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t❡✉r✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ ré♣♦♥❞r❡ à t♦✉t ❝♦✉♣ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t❡✉r ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦✉♣ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❢♦♥❝t❡✉r✳ ▼❛✐s ♣✉✐sq✉❡ η⊤ ❡st ✓str✐❝t❡✔ ❡♥ ⊤✱ ♦♥ ♣❡✉t ✜①❡r σ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ str❛té❣✐❡ q✉✐ ✈❛
✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ✐♥t❡rr♦❣❡r s♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✿ ❝❡❧❛ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ηX ❞♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ✓str✐❝t❡✔
❡♥ X ✱ ❡t ❝✬❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳
✼✳✸✳ ❚❍➱❖❘➮▼❊ ❉❊ ❋❆❈❚❖❘■❙❆❚■❖◆ ✷✵✺
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ η = ηX ✱ q✉✐ s❡r❛ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡ (η) : S
•
→ T ✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✸✳✶✶ ✭❈❛s ❞❡s ✉♥✐tés✮✳ ❖♥ ❛ η0 = η[id0] ❡t η1 = η[id1]✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ é❣❛❧✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✼✳✸✳✶✵ ✭à r❡♥♦♠♠❛❣❡
❞❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ ❝♦✉♣ ❞❛♥s 0 ♣rès✮✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ é❣❛❧✐té s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t✱ ❡t ❧✬✉♥✐q✉❡ str❛té❣✐❡ σ : 0→ 1✳
S0
η0 //
Sσ

T0
Tσ

S1 η1
// T1
❖r✱ η0 = η[id0] ♣❛r ❧✬é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ◆♦t♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ η1 s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡ Sσ; η1✱
❡♥ ❡✛❡t ❧❡s ❞❡✉① str❛té❣✐❡s r❡st❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s
❞❡ Sσ s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té✳ ▼❛✐s Sσ; η1 = η0;Tσ = η[σ] = η[ǫ] = η[id1]✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ❧❛
❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡s♣éré❡✳
❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é♠♦♥tr❡r ❞❡s ❧❡♠♠❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳ ◆♦t♦♥s
q✉✬♦♥ ✈❛ s✬❛♣♣✉②❡r s✉r ❧❡s ▲❡♠♠❡s ✼✳✷✳✼ ❡t ✼✳✷✳✾✱ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡s ❞✐❛✲
❣r❛♠♠❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s ❡♥ ❧❡✉r ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ❡t ❧❡✉r ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳ P♦✉r
♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✸✳✶✷✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❛rè♥❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡✱ ❛❧♦rs ηA ❡st str✐❝t❡ s✉r s❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ A à ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ A✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✉✣t ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ s✉✐✈❛♥t✱ ♣♦✉r σ : A ⇒ ⊤ q✉✐
♣♦s❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ s✉r A✱ ♣✉✐s ré♣♦♥❞ s✉r ⊤ ❞ès q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳
SA
ηA //
Sσ

TA
Tσ

S⊤ η⊤
// T⊤
❈♦♠♠❡ ♦♥ s❛✐t q✉❡ η⊤ ❡st str✐❝t❡ ❡♥ s❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ T (σ) ❡t S(σ)✱ ❝❡ ❞♦✐t
êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡ ηA✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✸✳✶✸ ✭❈❛s ❞✉ ♣r♦❞✉✐t✮✳ P♦✉r t♦✉t❡s ❛rè♥❡s A ❡t B ♥♦♥ ✈✐❞❡s✱ s✐ ηA = η[idA] ❡t
ηB = η[idB]✱ ❛❧♦rs ηA×B ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❡t ηA×B = η[idA×B]✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❞✐❛❣r❛♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
S(A×B)
ηA×B //
S(π1)

T (A×B)
T (π1)

S(A) ηA
// T (A)
S(A×B)
ηA×B //
S(π2)

T (A×B)
T (π2)

S(B) ηB
// T (B)
❈❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ t♦✉t❡ P ✲✈✉❡ ❞❡ ηA = η[idA] ❡t t♦✉t❡ P ✲✈✉❡ ❞❡ ηB = η[idB]
s♦♥t ❛✉ss✐ ❞❡s P ✲✈✉❡s ❞❡ ηA×B✳ ▲✬✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ηA ⊎ ηB ❡st ❛❧♦rs t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ str❛té❣✐❡
❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ❡t ❡st t♦t❛❧❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ηA×B = η[idA] ⊎ η[idB]
♣✉✐sq✉❡ ηA×B ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❉♦♥❝ ηA×B = η[idA] ⊎ η[idB] = η[idA × idB] = η[idA×B]✳
✷✵✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❋❖◆❈❚❊❯❘❙ ❖❯❱❊❘❚❙
▲❡♠♠❡ ✼✳✸✳✶✹ ✭❈❛s ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ❛rè♥❡s A1, . . . , Ap t❡❧❧❡s
q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i✱ ηAi = η[idAi ]✳ ❆❧♦rs ✿
η‘
1≤i≤p Ai
= η[id‘
1≤i≤p Ai
]
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ Pr❡✉✈❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❡①❛♠✐♥❡r ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s
❞❡ ♥❛t✉r❛❧✐té ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s✳
S(
∐
1≤i≤pAi)
η(
‘
1≤i≤p Ai) // T (
∐
1≤i≤pAi)
S(Ai) ηAi
//
S(ini)
OO
T (Ai)
T (ini)
OO
P♦s♦♥s C =
∐
1≤i≤pAi✳ ❏✉st✐✜♦♥s q✉❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ηC ❡st ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ s❡s
♣❛rt✐❡s O✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s ❡st ❞❛♥s ❧✬✉♥❡ ❞❡s S(ini); ηC ✱ ❞♦♥❝ ❡❧❧❡ ❡st ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ t♦✉t❡s ❝❡s str❛té❣✐❡s s♦♥t ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s✳ ❖r✱ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡r♠❡t ❧❡
❝❛❧❝✉❧ s✉✐✈❛♥t ✿
S(ini); ηC = ηAi ;T (ini)
= η[idAi ];T (ini)
= η[ini]
❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ str❛té❣✐❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞♦♥❝ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳ ❚♦✉t❡s
❧❡s str❛té❣✐❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ s♦♥t ❞♦♥❝ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s✱ ❛✐♥s✐ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ♣r♦✲
❥❡t❡r s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ s❡s tr❛♥❝❤❡s✳ ❖r ❧❡s tr❛♥❝❤❡s ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡
s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ηC ✱ ♣✉✐sq✉❡ S(ini) s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ à ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ s✉r
❝❤❛q✉❡ tr❛♥❝❤❡ t✱ ♦♥ ❛ ✿
(ηC)↾tC⇒C = idC⇒C
❆✐♥s✐ ηC ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❡t ❡st ❜✐❡♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✸✳✶✺ ✭❈❛s ❞❡ ❧❛ ✢è❝❤❡✮✳ ❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡✉① ❛rè♥❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ηA = η[idA] ❡t
ηB = η[idB]✱ ❛❧♦rs
ηA⇒B = η[idA⇒B]
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♥❛t✉r❛❧✐té s✉✐✈❛♥t ✿
S(A× (A⇒ B))
ηA×(A⇒B) //
S(ev)

T (A× (A⇒ B))
T (ev)

S(B) ηB
// T (B)
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❥✉st✐✜❡r q✉❡ ηA×(A⇒B) ❡st ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ q✉✬✐❧ ② ❛✐t ✉♥❡
♣❛rt✐❡ s ∈ ηA×(A⇒B) O✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ♠❛✐s ♥♦♥ ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ q✉✬✐❧
✼✳✸✳ ❚❍➱❖❘➮▼❊ ❉❊ ❋❆❈❚❖❘■❙❆❚■❖◆ ✷✵✼
❡①✐st❡ ✉♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t s❛✉t ❏♦✉❡✉r s′ab ⊑P s✳ ▲✬❛r❣✉♠❡♥t r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ P ✲✈✉❡ ps′abq
♣❡✉t êtr❡ r❡❥♦✉é❡ ❞❛♥s u ∈ ηA×(A⇒B) ||T (ev)✱ ❝ré❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ s❛✉t ❞❛♥s ηA×(A⇒B);T (ev) ❝❡
q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r
✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ s✉r ps′abq✳ ❈❡❧❛ ✐♥t❡r❞✐t q✉❡ b s♦✐t ✉♥ s❛✉t ❞❡ t②♣❡ 1✱ 2 ♦✉ 3 ✿ ✉♥ t❡❧ s❛✉t
s❡r❛✐t t♦✉❥♦✉rs ✈✐s✐❜❧❡ ❞❛♥s ps′abq✳ ❏✉st✐✜♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ s❛✉ts ❞❡ t②♣❡ 4✱
s✉♣♣♦s♦♥s ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ q✉✬✐❧ ② ❡♥ ❛✐t ✉♥✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ s′′a′′b′′ ⊑P s′a′b′ ⊑P s t❡❧s
q✉❡ b′′ ❡t b′ s♦✐❡♥t ❞❡✉① ♦✉✈❡rt✉r❡s ❞✬✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ A×(A⇒ B) s✉r S(A×(A⇒ B))✱ ♠❛✐s
❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦✐♥t❡✉rs ❡t ❛❞r❡ss❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❛❧♦rs ❧❡s ❞❡✉① P ✲✈✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s
ps′′a′′b′′q ❡t ps′a′b′q✳ ❈♦♠♠❡ ❛✉ ❞❡ss✉s✱ ❝❡s ❞❡✉① P ✲✈✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡❥♦✉é❡s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❛♥s u ∈
ηA×(A⇒B) ||T (ev)✱ ♠❛✐s ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✉♥ s❛✉t ❞❡ t②♣❡ 4 ❞❛♥s ηA×(A⇒B);T (ev) = S(ev); η[idB]✱ ❝❡
q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❡st ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳ ❆✐♥s✐ ηA×(A⇒B) ❡st ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝
♣r♦❥❡t❡r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♥❛t✉r❛❧✐té ❝✐✲❞❡ss✉s s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡
q✉❡ (ηA×(A⇒B))↾S⇒T = η✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ♣r♦❥❡t❡r s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ tr❛♥❝❤❡ ❞❡ ηA×(A⇒B);T (ev)✱ q✉✐ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❧❡s tr❛♥❝❤❡s t ❞❡ ηA×(A⇒B)✱ ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ s✉✐✈❛♥t ✿
A× (A⇒ B)
(ηA×(A⇒B))↾tA⇒B//
ev

A× (A⇒ B)
ev

B
idB
// B
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ η ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❞❡✉① ❞✐❛❣r❛♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
S(A× (A⇒ B))
ηA×(A⇒B)//
S(π1)

T (A× (A⇒ B))
T (π1)

S(A)
ηA=η[idA]
// T (A)
S(A× (A⇒ B))
ηA×(A⇒B)//
S(π2)

T (A× (A⇒ B))
T (π2)

S(A⇒ B) ηA⇒B
// T (A⇒ B)
❈♦♠♠❡ ♦♥ s❛✐t ❞é❥à q✉❡ ηA×(A⇒B) ❡st ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦❥❡t❡r ❝❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s s✉r ❧❛
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tr❛♥❝❤❡ t ❞❡ ηA×(A⇒B)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✿
(ηA×(A×B))↾tA⇒B = (ηA×(A×B))↾tA⇒B; 〈π1, π2〉
= 〈(ηA×(A×B))↾tA⇒B;π1, (ηA×(A×B))↾tA⇒B;π2〉
= 〈π1, π2; (ηA⇒B)↾tA⇒B〉
■❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s q✉✬à ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉✐✈❛♥t✱ ❛✈❡❝ ❧✬é❣❛❧✐té ❝✐✲❞❡ss✉s ❡t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✬❛✉♣❛r❛✲
✈❛♥t ✿
(ηA⇒B)↾tA⇒B = Λ(〈π1, π2; (ηA⇒B)↾tA⇒B〉; ev)
= Λ((ηA×(A×B))↾tA⇒B; ev)
= Λ(ev)
= idA⇒B
▲❡♠♠❡ ✼✳✸✳✶✻ ✭❋♦rêts ✜♥✐❡s✮✳ ❙♦✐t F ✉♥❡ ❢♦rêt ✜♥✐❡✱ ❛❧♦rs ηF = η[idF ]✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❛rè♥❡s✳
✷✵✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❋❖◆❈❚❊❯❘❙ ❖❯❱❊❘❚❙
▲❡♠♠❡ ✼✳✸✳✶✼ ✭❋♦rêts q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✮✳ ❙✐ F ❡st ✉♥❡ ❢♦rêt é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡✱ ❛❧♦rs ηF =
η[idF ]✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ ❢♦rêts ✜♥✐❡s ♣ré✜①❡s ❞❡ F ✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❛ ❝❤❛î♥❡ F1 E F2 E F3 E . . . ❞❡s ♣ré✜①❡s ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r n✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿
+∞⊔
i=1
Fi = F
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❝♦♠♠✉t❡ ♣❛r ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ η✳
S(F )
ηF //
S(proji)

T (F )
T (proji)

S(Fi) ηFi
// T (Fi)
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✸✳✶✻✱ ❝❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s❡ réé❝r✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
S(F )
ηF //
S(proji)

T (F )
T (proji)

S(Fi)
η[idFi ]
// T (Fi)
▼❛✐♥t❡♥❛♥t r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s S(proji)✱ T (proji) ❡t η[idFi ] s♦♥t ❞❡s ❝❤❛î♥❡s
str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡s✱ ♦r ♦♥ s❛✐t q✉❡ Inn ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❡♥r✐❝❤✐❡ ❞✬♦r❞r❡s ❝♦♠♣❧❡ts✱ ❞♦♥❝
❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♠♠✉t❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❝❡✉①
❝✐✲❞❡ss✉s✱ q✉✐ ❡st ✿
S(F )
ηF //
idS(F )

T (F )
idT (F )

S(F )
η[idF ]
// T (F )
❈❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧✬❛r❣✉♠❡♥t✳
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✸✳✶✽ ✭❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✮✳ ❙♦✐t η : S
•
→ T ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r
t♦✉t❡ ❛rè♥❡ A✱ ♦♥ ❛ ηA = η[idA]✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ❧❡ ❞é♣❧✐❛❣❡ A˜ ❞❡ A ❡t ❧✬✐s♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ γA : A→ A˜ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r η✱ ♦♥ ❛ ✿
ηA = ηA;T (γA);T (γ
−1
A )
= S(γA); η eA;T (γ
−1
A )
= S(γA); η[id eA];T (γ
−1
A )
= η[γA; γ
−1
A ]
= η[idA]
❉♦♥❝✱ t♦✉t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
♥❛t✉r❡❧❧❡ ♦✉✈❡rt❡✳
✼✳✹✳ ❚❘❆◆❙❋❖❘▼❆❚■❖◆❙ ❉■◆❆❚❯❘❊▲▲❊❙ ❖❯❱❊❘❚❊❙ ✷✵✾
✼✳✹ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐♥❛t✉r❡❧❧❡s ♦✉✈❡rt❡s
✼✳✹✳✶ ➱❝❤❛♥❣❡ ❞✐♥❛t✉r❡❧
➚ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✶✱ ♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❧❡s str❛té❣✐❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s s✉r ❧❡s ❛rè♥❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ S ⇒ T ✱
♦ù S ❡t T s♦♥t ❞❡✉① ❛rè♥❡s ♦✉✈❡rt❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✜①❡✱ ❞♦♥♥❡♥t ❧✐❡✉ à ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
♥❛t✉r❡❧❧❡s✳ ▼❛✐s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❛✉r❛ ♥♦té q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❛ été ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥❡ ❛rè♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ S[B,A]⇒ T [A,B] ♦ù ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡
s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ S ❡t T ✳ ❉ès ❧♦rs✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡
s✉r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛rè♥❡ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts à
✈❛r✐❛♥❝❡ ♠✐①t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ✈❛ ❧❡ ✈♦✐r ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❝✬❡st ❜✐❡♥ ❧❡ ❝❛s✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✹✳✶ ✭➱❝❤❛♥❣❡ ❞✐♥❛t✉r❡❧✮✳ ❙♦✐t η : S ⇒ T ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❡t s♦✐❡♥t σ : A⇒
B✱ δ : B ⇒ C ❡t τ : C ⇒ D ❞❡s str❛té❣✐❡s ✐♥♥♦❝❡♥t❡s✳ ❆❧♦rs ✿
η[σ; δ; τ ] = S(τ, σ); η[δ];T (σ, τ)
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▼♦♥tr♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ✐♥❝❧✉s✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s✳ ❙♦✐t s ∈ η[σ; δ; τ ]✱
♦♥ ✈❛ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ té♠♦✐♥ ♣♦✉r s ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ I(S(D,A), S(C,B), T (B,C), T (A,D))✳
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é❝♦♠♣♦s❡r s ❡♥ s1 = s↾S⇒T ∈ η ❡t s2 = s↾A⇒D ∈ σ; δ; τ ✳ ▼❛✐s ♦♥ ❛
é❣❛❧❡♠❡♥t s ∈ idS ; η; idT ✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s q✉❛t❡r♥❛✐r❡s u1 ∈ idS || η || idT ❡t
u2 ∈ σ || δ || τ ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r s1 ❡t s2✳ ❙✐ s r❡st❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ u1
❝♦♥✈✐❡♥t✳ ❙✐♥♦♥✱ q✉❡❧❧❡s q✉❡ s♦✐❡♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✈✐s✐té❡s ❞❡ A,B,C,D ❞❛♥s u2✱ ❝♦♠♠❡ η✱
idS ✱ idT ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬❛rr❛♥❣❡r u1 ❡♥ u′1 ♣♦✉r q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ X ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡ ❧❛
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❛♥s u2✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ u′1 ✜♥✐t ♣❛r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ X ✱
❝❤❛❝✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣❛r♠✐ A,B,C,D✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs u ❡♥ ❝♦♥❝❛✲
té♥❛♥t u′1 ❡t u
′
2 ❛♣rès ❛✈♦✐r ❡♥❧❡✈é ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡✱ ❡t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ♣♦✐♥t❡r ❧❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡ u2
❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ X ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ❯♥❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ♠♦♥tr❡
q✉✬♦♥ ❛ ❜✐❡♥ u ∈ S(τ ;σ) || η[δ] ||T (σ, τ) ❡t q✉❡ ❝✬❡st ✉♥ té♠♦✐♥ ♣♦✉r s✳
❉❛♥s ❧✬❛✉tr❡ s❡♥s✱ s♦✐t s ∈ S(τ ;σ); η[δ];T (σ, τ)✳ ❙♦✐t u ∈ S(τ ;σ) || η[δ] ||T (σ, τ) s♦♥ té♠♦✐♥✳
❈♦♠♠❡ s ét❛✐t ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✱ u ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ u1u2 ❛✈❡❝ u1 ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦✲
s❛♥t❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ❡t u2 ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✹✱ t♦✉s ❧❡s ❝♦✉♣s
✐♥✐t✐❛✉① ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ X ∈ {A,B,C,D} ♣♦✐♥t❡♥t ✈❡rs ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦✉♣ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ❡t ♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣ré✜①❡ ❞✬❛❞r❡ss❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs u′1 ❝♦♠♠❡ u1 s✉✐✈✐ ❞✬♦❝✲
❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ X ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉① r❡♥❝♦♥trés ❞❡ D,C,B,A ✭❞❛♥s ❝❡t ♦r❞r❡✮✱
❛✈❡❝ ❧❡s ♣♦✐♥t❡✉rs ❡t ❛❞r❡ss❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ u′1 ∈ idS || η || idT
❡t u′1 té♠♦✐♥ ♣♦✉r s↾S⇒T ✱ ❞♦♥❝ s↾S⇒T ∈ η✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✾✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡
❢❛ç♦♥ ❞❡ ré❛rr❛♥❣❡r ❧❡s ♣♦✐♥t❡✉rs ❞❡ u2 ❡♥ u′2 ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡
s✉r I(A,B,C,D)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❧é❣❛❧❡✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ♣❛r
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ u′2 ∈ σ || δ || τ ✱ ❡t u
′
2 ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ té♠♦✐♥ ♣♦✉r s↾A⇒D✱ ❞♦♥❝ s↾A⇒D ∈ σ; δ; τ ✱ ❝❡ q✉✐
❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳
❉❡ ❝❡t é❝❤❛♥❣❡ ❞✐♥❛t✉r❡❧✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été r❡q✉✐s❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✹✳✷✳ ❙♦✐t η ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ s✉r S ⇒ T ✳ ❆❧♦rs✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ηA = η[idA]
❡st ❞✐♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ A✳
✷✶✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❋❖◆❈❚❊❯❘❙ ❖❯❱❊❘❚❙
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞✐♥❛t✉r❡❧✱ ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❝❤❛q✉❡
❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐♥❛t✉r❛❧✐té ❛✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❡♥tr❛❧✳
S(A,A)
η[idA] // T (A,A)
T (A,σ)
%%LL
LL
LL
LL
LL
S(B,A)
S(σ,A)
99rrrrrrrrrr
η[σ] //
S(B,σ) %%LL
LL
LL
LL
LL
T (A,B)
S(B,B)
η[idB ]
// T (B,B)
T (σ,B)
99rrrrrrrrrr
✼✳✹✳✷ ❙t❛❜✐❧✐té ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
▲❡s str❛té❣✐❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❞♦♥♥❛♥t ❧✐❡✉ à ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❡❧❧❡s
s✉r ✉♥❡ ❛rè♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ S ⇒ T ✱ ♦ù S ❡t T s♦♥t à ✈❛r✐❛♥❝❡ ✜①❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡✱ s♦♥t st❛❜❧❡s ♣❛r
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈✬❡st é✈✐❞❡♥t✱ ❝❛r s✐ η : S ⇒ T ❡t ǫ : T ⇒ U s♦♥t ❞❡✉① str❛té❣✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡s✱ ❛❧♦rs
❝❤❛❝✉♥❡ ✓❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❝ôté✔ à ❝❤❛q✉❡ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ X ✿ ❝❡ s❡r❛ ❞♦♥❝ ❛✉ss✐
❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♠♣♦sé❡ η; ǫ q✉✐ s❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ s✐ S
❡t T ♥✬♦♥t ♣❛s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ r❡str❡✐♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s ❡✛❡ts s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧✉✐
❝❛✉s❛♥t ❧❡s r✉♣t✉r❡s ❞❡ t♦t❛❧✐té ❞❛♥s ❧❛ P❛rt✐❡ ■ ✿ η ❡t ǫ ♣❡✉✈❡♥t s✬é❝❤❛♥❣❡r ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡
X s✉r ❧✬❛rè♥❡ ❝❡♥tr❛❧❡ à ❧✬✐♥✜♥✐✱ s❛♥s q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♥✬❛rr✐✈❡ ✉♥ ❥♦✉r s✉r ❧❡s ❛rè♥❡s
✓❡①t❡r♥❡s✔ S ♦✉ U ✱ ❜r✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♥❛t✉r❛❧✐té ♣♦✉r η; ǫ✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ♥✬❡st q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠❡ r❡str❡✐♥t❡ ❞❡s ❛rè♥❡s
♦✉✈❡rt❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ✭❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s tr♦✉s ♥❡ ❥✉st✐✜❡♥t ♣❡rs♦♥♥❡✮✱ η ❡t ǫ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❡♥ ❢❛✐t
s✬é❝❤❛♥❣❡r ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞✉ tr♦✉ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❢♦✐s✱ ❡t ❧❡✉r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡r❛ ❜✐❡♥
♥❛t✉r❡❧❧❡✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✹✳✸✳ ❙♦✐❡♥t T ✉♥❡ ❛rè♥❡ ♦✉✈❡rt❡✱ ❡t s♦✐t s ∈ LT ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡ ✭j < i ❡st s♦♥
✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ✈✐s✐❜✐❧✐té✮ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡ s✐ si = X ✱ ❛❧♦rs t♦✉s ❧❡s ❝♦✉♣s s✉✐✈❛♥ts
s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s tr♦✉s✳ ❆❧♦rs✱ s✐ s ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ X ✱ s ❡st ✜♥✐❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
s ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ✓✜♥✐r✔ ♣❛r ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ X ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ si = X ✭♦♥ ♥♦t❡r❛ ✐❝✐ si = iX ♣♦✉r ❧❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r
❞✬❛✉tr❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ X✮ ❞❛♥s s✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
sj iX
▼❛✐s ♣❧✉s ♣❡rs♦♥♥❡ ♥❡ ♣♦✐♥t❡r❛ ❥❛♠❛✐s ♣❧✉s s✉r X ♣❛r ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡s ❛rè♥❡s ♦✉✈❡rt❡s ❡t s
❡st ✈✐s✐❜❧❡✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✶✺ à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡✱
❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥❢♦r♠❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ♥❡ ♣♦✐♥t❡r❛ ♣❧✉s ❥❛♠❛✐s ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
[sj , . . . ,X ]✳ ❙✐ si ❡st ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ❞❡ s✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ♠♦♥tré✳ ❙✐♥♦♥✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❝✬❡st
❢♦r❝é♠❡♥t ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ X ✳ ▼❛✐s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡
s❡r❛ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
sk sj iX 
i+1
X
❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✐tér❡r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s ♦♥ ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t k < j✱ ❞♦♥❝ s s❡ t❡r♠✐♥❡
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❡♥ ♠♦✐♥s ❞❡ k ét❛♣❡s✳
✼✳✹✳ ❚❘❆◆❙❋❖❘▼❆❚■❖◆❙ ❉■◆❆❚❯❘❊▲▲❊❙ ❖❯❱❊❘❚❊❙ ✷✶✶
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❙✐ ♦♥ ❛✈❛✐t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡s tr♦✉s ❥✉st✐✲
✜❛♥t ❞✬❛✉tr❡s ❝♦✉♣s✱ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ♣❡r❞r❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐té✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛❧♦rs ❢♦rt
❜✐❡♥ ✐♠❛❣✐♥❡r ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s s✬é❝❤❛♥❣❡❛♥t ❞❡s tr♦✉s ❥✉sq✉✬à ❧✬✐♥✜♥✐ ✿ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st à ♠❡ttr❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❡♥ rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐♥❛✲
t✉r❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s st❛❜❧❡s ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ■❧ s❡r❛✐t ❛❧♦rs t♦✉t à ❢❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s❡ r❡str❡✐♥❞r❡
à ❞❡s str❛té❣✐❡s η : S ⇒ T ♥❛t✉r❡❧❧❡s q✉✐ s♦✐❡♥t ❡♥ ♣❧✉s ✜♥✐❡s✱ ❜♦r♥é❡s ♦✉ ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡s ✿ ❧❡s
t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ P❛rt✐❡ ■ ✐♥t❡r❞✐r❛✐❡♥t ❛❧♦rs ❝❡tt❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❡t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐♥❛t✉r❡❧❧❡s ♦✉✈❡rt❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ s❡r❛✐t st❛❜❧❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t
❧é❣✐t✐♠❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✉ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❋✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✹✳✹✳ ▲❡s str❛té❣✐❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s s♦♥t st❛❜❧❡s ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t η : S ⇒ T ❡t ǫ : T ⇒ U ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s✱ ❡t s♦✐t sab ∈ η;σ✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ té♠♦✐♥ uau′b ∈ η || ǫ ♣♦✉r sab✳ ❙✐ a = X ♦✉ b = X ✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥
✐♠♠é❞✐❛t❡ s✉r u′ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦✉♣s ❞❡ u′ s♦♥t ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ X ❡t q✉❡ a ❡t b ❡♥ s♦♥t
t♦✉s ❞❡✉①✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ s ∈ η; ǫ ❡t s✐ a ❡st ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ X t❡❧❧❡ q✉❡ sa ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡
❧é❣❛❧❡✱ ❛❧♦rs s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s b t❡❧❧❡ q✉❡ sab ∈ η; ǫ✱ ♦♥ ♣❡✉t ❣é♥ér❡r ♣❛r ♥❛t✉r❛❧✐té ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
u ✐♥✜♥✐❡ ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡ té♠♦✐♥ ♣♦✉r sa ❞❛♥s η || ǫ✱ q✉✐ ❞❡✈r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t s❡ t❡r♠✐♥❡r
♣❛r ✉♥❡ q✉❡✉❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ X ♣❛r ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ η ❡t ǫ✳ ❆❧♦rs✱ s❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à T
✈✐♦❧❡r❛✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✹✳✸✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✹✳✺ ✭❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ❙♦✐❡♥t η : S ⇒ T ❡t ǫ : T ⇒ U ❞❡✉①
str❛té❣✐❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛rè♥❡ A✱
(η; ǫ)[idA] = η[idA]; ǫ[idA]
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▼ê♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱
s❛✉❢ q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s à ❧✬❛✈❛♥❝❡ ❝♦♠❜✐❡♥ ❞❡ ❢♦✐s η ❡t ǫ ✈♦♥t s❡ ✓r❡♥✈♦②❡r ❧❛ ❜❛❧❧❡✔
s✉r A✳ P♦✉r ❣ér❡r ❝❡tt❡ s✉❜t✐❧✐té✱ ♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ n✲❛✐r❡✳ ❙✐ n > 2✱ ♦♥ ♥♦t❡
In(A) ❧❡s ♣❛rt✐❡s u s✉r n ❝♦♣✐❡s ❞❡ A ♥♦té❡s A1, . . . , An t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
✕ ∀i ∈ {1, . . . , n− 1}, su↾Ai,Ai+1 ∈ LA⇒A
✕ s↾A1⇒An ∈ LA⇒A
P❛ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐t❡✳ ❈♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡✱ ♠♦♥tr♦♥s ❧❛
❞♦✉❜❧❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ s ∈ (η; ǫ)[idA] ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳ ❙♦✐t
s ♥✬❛tt❡✐♥t ♣❛s A✱ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s ✐❧ ♥✬② ❛ r✐❡♥ à ♠♦♥tr❡r✱ s♦✐t s ❛tt❡✐♥t A✱ ❡t ❛tt❡✐♥t ❞❛♥s ❝❡
❝❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♣♦s❡ s1 = s↾S⇒U ∈ η; ǫ q✉✐ ✜♥✐t
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡✉① ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ X ✱ ❡t s2 = s↾A⇒A ∈ idA✳ ❈♦♠♠❡ s1 ∈ η; ǫ✱ s1
❛❞♠❡t ✉♥ té♠♦✐♥ u1 ∈ η || ǫ ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧ s✉r t♦✉t❡s s❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ ❈♦♠♠❡ s1 ✜♥✐t ♣❛r
❞❡✉① ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ X ✱ u1 ✜♥✐t ❧✉✐ ♣❛r n > 2 ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ X ✳ ▼❛✐s ❛❧♦rs✱ s2 ∈ idA
❣é♥èr❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ u2 ∈ In(A)✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡
u = u′1u
′
2✱ ♦ù u
′
1 ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ X ❞❡ u1 ❡t u
′
2 ❡st ♦❜t❡♥✉
❡♥ ❢❛✐s❛♥t ♣♦✐♥t❡r ❧❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡ A ❞❛♥s u2 ❧à ♦ù ♣♦✐♥t❛✐❡♥t ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ X ✱
❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉① ❛✉① ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ X ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ❜✐❡♥ ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ u ∈ I(S[A,A], T [A,A], U [A,A])✳ ❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
q✉❡ u ∈ η[idA] || ǫ[idA]✱ ❡t q✉❡ u ❡st ✉♥ té♠♦✐♥ ♣♦✉r s✳
❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s ∈ η[idA]; ǫ[idA] ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳ ❙♦✐t u ∈ η[idA] || ǫ[idA] ✉♥ té♠♦✐♥ ♣♦✉r
s✳ P❛r ❜✐✲❢♦♥❝t♦r✐❛❧✐té✱ u ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ u1u2✱ ❛✈❡❝ u1 ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ❡t u2
✷✶✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❋❖◆❈❚❊❯❘❙ ❖❯❱❊❘❚❙
❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs u′1 ❡♥ ❝♦♥❝❛té♥❛♥t à u1 ❞❡s ❝♦♣✐❡s ❞❡ X ✱ ✉♥❡
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡ A tr❛✈❡rsé❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣♦✐♥t❡✉r ❝♦♠♠✉♥ ❞❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉① s✉r ❝❡tt❡ ❝♦♣✐❡
✭❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉① ❛✐❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r ❝♦♠♠✉♥ ❡st ❛ss✉ré ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✹✮✳ ❖♥ ❛
❛❧♦rs u′1 ∈ η || ǫ✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ u
′
1S[A,A],U [A,A] = s↾S⇒U ✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡
u2 ♠♦♥tr❡ q✉❡ s↾A⇒A = idA✱ ❝♦♠♠❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡①t❡r♥❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ n✲❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❝♦♣✐❡s
❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉r A✳
◆♦t♦♥s q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❞✐♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣❡r♠❡tt❛♥t
❡♥ ❡✛❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐♥❛t✉✲
r❡❧❧❡s ♦✉✈❡rt❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥❛t✉r❡❧✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❝♦✉✈r❡ ❡♥ ✉♥ s❡✉❧ ❝♦✉♣ ❝❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❝❛s ❞✐♥❛t✉r❡❧ r❡♥❞ ❞é❧✐❝❛t❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❧❡♠♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝❡s ❞❡✉① ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ♣❛r❝❡ q✉✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ σ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❛
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ✓r❡♥✈♦②é❡✔ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ✭♠❛✐s ✜♥✐✮ ❞❡ ❢♦✐s ❡♥tr❡ η ❡t
ǫ✱ ❛✈❛♥t ❞❡ r❡ss♦rt✐r à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
✼✳✹✳✸ ❙✉r ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✳
▼❡♥t✐♦♥♥♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ✉♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✐♠♠é❞✐❛t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✿
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✼✳✹✳✻✳ ▲❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐♥❛t✉r❡❧❧❡s ♦✉✈❡rt❡s s♦♥t st❛❜❧❡s ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s ▲❡♠♠❡s ✼✳✹✳✹ ❡t ✼✳✹✳✺✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✐❝✐ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts q✉✐ ❡st
st❛❜❧❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❛ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts ét❛✐❡♥t ❡♥ ❢❛✐t ♦❜t❡♥✉❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ✐❧ ❡st
❞♦♥❝ ❧é❣✐t✐♠❡ ❞❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐♥❛✲
t✉r❡❧❧❡s✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠❡✳
▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s tr❛✐té❡ ✐❝✐✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥
♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❥❡t q✉✐ ♥♦✉s ♦❝❝✉♣❡✱ ❡t s❡♠❜❧❡ s✬❛✈ér❡r t❡❝❤♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❧✉s
❞✐✣❝✐❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s✳
✼✳✺ ❚②♣❡s ❋♦rts
▲❡s ♦✉t✐❧s ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ✈♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉és ♣♦✉r
éq✉✐♣❡r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Inn ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡s ❢♦rts✳ ❈♦♠♠❡ r❡q✉✐s✱ ♦♥ ❛ ❞é❥à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡
❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ✉s✉❡❧s✱ ❡t st❛❜❧❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ♣❛r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✿
❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts✳ ■❧ ❢❛✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❢♦r❝❡ à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❀ ♦♥
❧❡s ❝♦♥str✉✐r❛ ❝♦♠♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭❞✐✮♥❛t✉r❡❧❧❡s ♦✉✈❡rt❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱
♦♥ ❞♦♥♥❡r❛ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❡t ❝♦♥tr❛❢♦r❝❡s✳ ❊❧❧❡s s❡r♦♥t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✭❞✐✮♥❛t✉r❡❧❧❡s
♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ♠♦♥tr❡r q✉✬❡❧❧❡s ✈ér✐✜❡♥t ❜✐❡♥ ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡
♥é❝❡ss❛✐r❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡r❛ q✉✬❡❧❧❡s ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡s
❢♦rts✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳
✼✳✺✳✶ ❋♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts ❡t ❢♦r❝❡s
❋♦♥❝t❡✉rs ❝♦✈❛r✐❛♥ts✳ ▲❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts ❝♦✈❛r✐❛♥ts s♦♥t ❢♦rts✳
✼✳✺✳ ❚❨P❊❙ ❋❖❘❚❙ ✷✶✸
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✺✳✶✳ ❙♦✐t T : Inn → Inn ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt ❝♦✈❛r✐❛♥t✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ str❛té❣✐❡
θT : X × T (Y )→ T (X ×Y ) ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ X ❡t Y ♣❛r ✿
θT = {s ∈ LX×T (Y )⇒T (X×Y ) | ∀s
′ ⊑P s, s′↾L ≃ s
′
↾R}
P❛r s ≃ s′✱ ♦♥ ❡♥t❡♥❞ ✐❝✐ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t✱ ❛✉ ♣♦✐♥t❡✉r ❞✬é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s
❞❡ X ♣rès✳ ❈✬❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ s❛♥s ♠é♠♦✐r❡✱ ❞♦♥❝ ✐♥♥♦❝❡♥t❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✺✳✷✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦r❝❡ θTΓ,A : Γ × T (A) → T (Γ × A) ❞❡ T ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
✈❡rt✐❝❛❧❡ ✿
θTΓ,A = θ
T [idΓ/X, idA/Y ]
P❛r ❧❛ ❧♦✐ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✱ ❝✬❡st ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ Γ ❡t ❡♥ A✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✺✳✶✳ ❙✐ T : Inn → Inn ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt ❛❧♦rs θTΓ,A ❡st ✉♥❡ ❢♦r❝❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ✉♥✐tés ❡st tr✐✈✐❛❧❡✱ ♠♦♥tr♦♥s ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ✈✐s✲à✲✈✐s
❞❡ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té✳ ❆♣♣❧✐q✉♦♥s ❝❡ q✉✬♦♥ s❛✐t s✉r ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ♦✉✈❡rt❡s✳ ❖♥
❞é❝♦♠♣♦s❡✱ ❡♥ s❡ s❡r✈❛♥t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❝♦♥♥✉❡s s✉r ❧❡s tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ♦✉✈❡rt❡s ❡t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s✳
θTA×B,C = θ
T [idA×B/X, idC/Z]
= θT [idX×Y [idA/X, idB/Y ]/X, idX/Z]
= (θT [X ×Y /X])[idA/X, idB/Y, idC/Z]
αA,B,C = α[idA/X, idB/Y, idC/Z]
αA,B,T (C) = α[idA/X, idB/Y, idT (C)/Z]
= α[T (Z)/Z][idA/X, idB/Y, idC/Z]
❊t s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❡✉ ♠♦✐♥s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ✿
idA × θ
T
B,C = (idX × θ
T [Y /X,Z/Y ])[idA/X, idB/Y, idC/Z]
θTA,B×C = (θ[Y ×Z/Y ])[idA/X, idB/Y, idC/Z]
❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❡♥ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡
♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡t ❞❡s ✐❞❡♥t✐tés s✉r A,B ❡t C✳ P❛r ❧❛ ❧♦✐ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡
♣♦✉r t♦✉s A,B ❡t C ❡st ❛❧♦rs ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ♣♦✉r A = X ✱ B = Y ❡t C = Z ✳ ❖r✱
❝❡s ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ❞♦♥♥❡♥t ❝❤❛❝✉♥ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ s✉r
(X ×Y )× T (Z)⇒ T (X × (Y ×Z))
❡t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ θ ❡t α ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s s♦♥t
❧✬✐❞❡♥t✐té s✉r T ✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡ s♦♥t ❞❡s str❛té❣✐❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s✱ ✐❧s ❞♦✐✈❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐❡r
❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞✬✉♥ tr♦✉ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✱ ❞✬♦ù ❧❡✉r é❣❛❧✐té✳
✷✶✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❋❖◆❈❚❊❯❘❙ ❖❯❱❊❘❚❙
❋♦♥❝t❡✉rs ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥ts✳ ▲❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥ts s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❢♦rts✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✺✳✸✳ ❙♦✐t N : Innop → Inn ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡
str❛té❣✐❡ ρN : X ×N(X ×Y )→ N(Y ) ♣❛r ✿
ρN = idN(Y ) ∪ {sXX ∈ LX×N(X×Y )→N(Y ) | s ∈ idN(Y )}
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ρN s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉r N ✱ ♣✉✐s ❛ss♦❝✐❡ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❖♣♣♦s❛♥t ❞❡
❝❤❛q✉❡ tr♦✉ à s♦♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❏♦✉❡✉r✳ ❈✬❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ s❛♥s ♠é♠♦✐r❡✱ ❞♦♥❝ ✐♥♥♦❝❡♥t❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✺✳✹✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❝♦♥tr❛❢♦r❝❡ ρNΓ,A : Γ × N(Γ × A) → N(A) ❞❡ N ♣❛r ❧❛
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
ρNΓ,A = ρ
N [idΓ/X, idA/Y ]
P❛r ❧❡s ❧♦✐s ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ♥❛t✉r❡❧ ❡t ❞✐♥❛t✉r❡❧✱ ❝✬❡st ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ A ❡t ❞✐♥❛t✉✲
r❡❧❧❡ ❡♥ Γ✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✺✳✷✳ ❙✐ N : Innop → Inn ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt✱ ❛❧♦rs ρNΓ,A ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✲
❢♦r❝❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ✭✉♥✐tés✮ ❡st tr✐✈✐❛❧✳ P♦✉r
❧❡ s❡❝♦♥❞ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❝♦♠♠✉t❡ ♣♦✉r A = X ✱ B = Y ✱ C = Z ✿ ❝✬❡st
s✐♠♣❧❡ ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s str❛té❣✐❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✱ q✉✐ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t
t♦✉t❡s ❝♦♠♠❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉r N ❡t ❛ss♦❝✐❡♥t ❝❤❛q✉❡ tr♦✉ ❖♣♣♦s❛♥t ❛✉ tr♦✉ ❏♦✉❡✉r ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t✳ P✉✐s✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ♣❛r ❧❡s ❧♦✐s ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❡t ❧❡s ❞✐✈❡rs❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡✳
✼✳✺✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡s ❢♦rts
❆✐♥s✐ t♦✉s ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts✱ q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t ❝♦✈❛r✐❛♥ts ♦✉ ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥ts✱ s♦♥t éq✉✐♣és
❞✬✉♥❡ ❢♦r❝❡✳ ■❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡s ❢♦r❝❡s s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t
✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡s ❢♦rts✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ❢♦r❝❡s ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✺✳ ❱ér✐✜♦♥s✲❧❡s ✉♥❡ à ✉♥❡✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✺✳✸✳ ▲❡s ❢❛♠✐❧❧❡s θTΓ,A ❡t ρ
N
Γ,A s♦♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ T ❡t N ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ♠♦♥tr♦♥s✲❧❡ ♣♦✉r θ✳ ❙♦✐t ηA : T1A → T2A ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ T1 ✈❡rs T2✳ ■❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s Γ, A✱ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t
❝♦♠♠✉t❡ ✿
Γ× T1(A)
θ
T1
Γ,A //
Γ×ηA

T1(Γ×A)
ηΓ×A

Γ× T2(A)
θ
T2
Γ,A
// T2(Γ×A)
P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ηA = η[idA]✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉
❝❛s ♦ù Γ = X ❡t A = Y ✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ♣❛r ❧❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡✳ ❖r ❧✬é❣❛❧✐té ❡st ❞✐r❡❝t❡ ♣♦✉r ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s
❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ❞♦♥♥❛♥t ❧❛ str❛té❣✐❡ q✉✐ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ η s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡
❡t ❛ss♦❝✐❡ ❝❤❛q✉❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❖♣♣♦s❛♥t ❞✬✉♥ tr♦✉ à ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❏♦✉❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ▲❛
♣r❡✉✈❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t✳
✼✳✺✳ ❚❨P❊❙ ❋❖❘❚❙ ✷✶✺
▲❡♠♠❡ ✼✳✺✳✹✳ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ θ ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❝♦♥st❛♥ts ✿
θ−Γ,A = idΓ×A
θBΓ,A = π2
ρBΓ,A = π2
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❚r✐✈✐❛❧ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ θ✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✺✳✺✳ ▲❡s ✭❝♦♥tr❛✮❢♦r❝❡s θ ❡t ρ s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
✕ ❙✐ F ❡t G s♦♥t ❝♦✈❛r✐❛♥ts ✿
θFGΓ,A = θ
F
Γ,G(A);F (θ
G
Γ,A)
✕ ❙✐ F ❡st ❝♦✈❛r✐❛♥t ❡t G ❡st ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t ✿
ρFGΓ,A = θ
F
Γ,G(Γ×A);F (ρ
G
Γ,A)
✕ ❙✐ F ❡st ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t ❡t G ❡st ❝♦✈❛r✐❛♥t ✿
ρFGΓ,A = Γ× F (θ
G
Γ,A); ρ
F
Γ,G(A)
✕ ❙✐ F ❡t G s♦♥t ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥ts ✿
θFGΓ,A = Γ× F (ρ
G
Γ,A); ρ
F
Γ,G(Γ×A)
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s q✉❛tr❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
❖♥ ♠♦♥tr❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣♦✉r Γ = X ❡t A = Y ✱ q✉✐ s♦♥t s✐♠♣❧❡s ❝❛r ❧❡s ❢♦r❝❡s ❡t ❝♦♥tr❛❢♦r❝❡s
s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉r F ❡t G ❡t ❛ss♦❝✐❡♥t à ❝❤❛q✉❡ tr♦✉ ❧✬✉♥✐q✉❡ ❛✉tr❡ tr♦✉ ❞❡
♠ê♠❡ ♥♦♠ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t s✬❡♥ ❞é❞✉✐t ♣❛r ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs
♦✉✈❡rts✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡s ❢♦rts✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✹✳✺✱ q✉✐ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣✉✐sq✉✬♦♥ r❛✐s♦♥♥❡ s✉r ❞❡s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s
❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐♥❛t✉r❡❧❧❡s ♦✉✈❡rt❡s✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✺✳✻✳ θ ❡t ρ s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ♣❛r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ♣♦✉r P ❝♦✈❛r✐❛♥t ❡t N
❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t ✿
θ
P (−,−)
Γ,A = 〈π1, θ
P (−,A)
Γ,A 〉; θ
P (Γ×A,−)
Γ,A
ρ
N(−,−)
Γ,A = 〈π1, ρ
N(−,Γ×A)〉; ρ
N(A,−)
Γ,A
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▼ê♠❡ ✐❞é❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ P♦✉r ❝❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ❞❡✉① ❝ôtés ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s Γ = X ❡t A = Y ✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✺✳✼✳ θ ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s s♦♠♠❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
θ−+−Γ,A = γΓ,A,A
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
♥❛t✉r❡❧❧❡s ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❧❛ ♠♦♥tr❡r ❛✈❡❝ Γ = X ❡t A = Y ✱ ♠❛✐s ❝✬❡st ❞✐r❡❝t✳
✷✶✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❋❖◆❈❚❊❯❘❙ ❖❯❱❊❘❚❙
▲❡♠♠❡ ✼✳✺✳✽✳ θ ❡t ρ s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
ρ−⇒CΓ,A = Λ(〈〈π2;π1, π1〉, π2;π2〉; ev)
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♣❛r♦♥s ♣❧✉tôt ❧❡✉rs ❢♦r♠❡s ❝✉rr②✜é❡s Λ(ρ−⇒CΓ,A ) : (Γ × A) ⇒ C → Γ ⇒
(A ⇒ C) ❡t Λ(Λ(〈〈π2;π1, π1〉, π2;π2〉; ev)) : (Γ × A) ⇒ C → Γ ⇒ (A ⇒ C)✳ ❯♥ ❝❛❧❝✉❧
❞✐r❡❝t s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡ ❞❡ Inn ❡t ❧❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ ρ ❡♥ Γ ❡t A ♠♦♥tr❡ q✉❡
❝❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t ♥❛t✉r❡❧s ❡♥ Γ ❡t A✱ ❞♦♥❝ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧✬é❣❛❧✐té✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❧❛
♠♦♥tr❡r ♣♦✉r Γ = X ❡t A = Y ✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝✉rr②✜❝❛t✐♦♥✱ ✐❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r
❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é✱ s❛♥s ❧❛ ❝✉rr②✜❝❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ♣♦✉r Γ = X ❡t A = Y ✳ ❖r ✉♥❡
❛♥❛❧②s❡ ❞✐r❡❝t❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡s str❛té❣✐❡s ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣❛rt✐❡s✱ q✉✐ s✐♠✉❧❡♥t ❧✬✐❞❡♥t✐té
s✉r C ❡t q✉✐✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tr♦✉✱ ❛ss♦❝✐❡♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❏♦✉❡✉r à ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡
❖♣♣♦s❛♥t✳
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✺✳✾✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Inn ❛ ❧❡s t②♣❡s ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❢♦rts✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡st ❢♦r♠é❡ ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts✳ ❖♥ ❛
♠♦♥tré ❝✐✲❞❡ss✉s q✉✬✐❧s ét❛✐❡♥t ❢♦rts✱ ❡t q✉❡ ❧❡✉rs ❢♦r❝❡s ✈ér✐✜❛✐❡♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳
✼✳✺✳✸ ❋♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rts ❡t t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❜rè✈❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs
♦✉✈❡rts ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ E ✿ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉✬✐❧s s♦♥t ❝r♦✐ss❛♥ts ❡t ❝♦♥t✐♥✉s✱ ❡t q✉✬✐❧s ♣ré✲
s❡r✈❡♥t ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❝❡s ❢♦♥❝t❡✉rs s♦♥t ❢♦rts
✭❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ▼❝❈✉s❦❡r ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ❢❡r♠és✮✱ ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts ✈ér✐✲
✜❡♥t ❜✐❡♥ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s✱ ❛ss✉r❛♥t q✉❡ ❧❡✉r ✐tér❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ❡st
❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❡t q✉✬❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♠✐♥✐♠❛✉①✳ ❈❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ♥✬❛✉r❛ q✉❡ ♣❡✉ ❞✬✐♠✲
♣♦rt❛♥❝❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts✱ ❛✉ss✐ ♦♥ s❡ r❡str❡✐♥❞r❛ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r
❛✉ ❝❛s ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts T : Inn → Inn✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✺✳✶✵✳ ❙♦✐t T : Inn → Inn ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt✱ ❛❧♦rs T ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡
✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ E✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■♠♠é❞✐❛t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✬❛rè♥❡s✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✺✳✶✶✳ ❙♦✐t T : Inn → Inn ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt✱ ❛❧♦rs T ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t
♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳ P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t s✐ AEB✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
injAEB : A→ B ❡t projAEB : B → A✱ ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té r❡str❡✐♥t❡ à ❝❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❡t
❝♦❞♦♠❛✐♥❡s r❡s♣❡❝t✐❢s✳ ❖♥ ❛ ✿
T (injAEB) = injT (A)ET (B)
T (projAEB) = projT (A)ET (B)
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▼♦♥tr♦♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ é❣❛❧✐té✱ ❧✬❛✉tr❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ❙♦✐t s ∈ T (injAEB)✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s ∈ T (idA) = idT (A)✱ ❞♦♥❝ s ∈ injT (A)ET (B)✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ s ∈ injT (A)ET (B)✱ ♦♥ ❛
s ∈ idT (A) = T (idA) ❞♦♥❝ s ∈ T (injAEB)✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✺✳✶✷✳ ❙♦✐t T : Inn → Inn✱ ❛❧♦rs T ❡st ❢❡r♠é ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▼❝❈✉s❦❡r ✭✈♦✐r ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥
✷✳✹✳✶✮✳
✼✳✺✳ ❚❨P❊❙ ❋❖❘❚❙ ✷✶✼
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r t♦✉t❡s ❛rè♥❡s A,B ♦♥ ❞é✜♥✐t ✿
fTA,B = Λ(〈π2, π1〉; θ
T
A⇒B,A;T (〈π2, π1〉; ev))
❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡ ❡t ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ♥❛t✉r❛❧✐té ❡t ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ T ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ♠♦♥tr❡r ‘σ′; fTA,B = ‘T (σ)
′✱ ❝♦♠♠❡ r❡q✉✐s✳ ▲❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡
fTA,B s✬♦❜t✐❡♥t ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ♣❛r ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡✉t êtr❡ rés✉♠é ♣❛r ❧✬é♥♦♥❝é tr♦✉❜❧❛♥t ✿ ✓t♦✉t ❢♦♥❝t❡✉r
♦✉✈❡rt ❡st ❢❡r♠é✔✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✼✳✺✳✶✸✳ ❙♦✐t T : Inn → Inn ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✺✳✶✵ ❡t ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ E✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✿
Tω =
∞⊔
i=0
T i(1)
Tω ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r T ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❧❡♠♠❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ❛ss✉r❡♥t q✉❡ T ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
▼❝❈✉s❦❡r ✿ ✐❧ ❡st ❢❡r♠é✱ ❝♦♥t✐♥✉✱ ❡t ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ❡t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳
✷✶✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❋❖◆❈❚❊❯❘❙ ❖❯❱❊❘❚❙
❈❤❛♣✐tr❡ ✽
▼♦❞è❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s
❙♦♠♠❛✐r❡
✽✳✶ ❏❡✉① à ❣❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✵
✽✳✶✳✶ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✜❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✵
✽✳✶✳✷ ❏❡✉① à ❣❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✶
✽✳✶✳✸ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Gain ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✸
✽✳✶✳✹ ❘❡❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❛ P❛rt✐❡ ■ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✺
✽✳✷ P♦✐♥ts ✜①❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✼
✽✳✷✳✶ ❋♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts à ❣❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✼
✽✳✷✳✷ ❚②♣❡s ❢♦rts ♣♦✉r ❧❡ ❣❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✽
✽✳✷✳✸ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✾
✽✳✷✳✹ ❯♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ µ✲❢❡r♠é❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✸
✽✳✸ ❙✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✻
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ✈❛ ❛❝❤❡✈❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ µLJ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ µ✲❢❡r♠é❡ ❝♦♥❝rèt❡ ❞❡ ❥❡✉① ❡t str❛té❣✐❡s t♦t❛❧❡s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡✉①
✐♥❣ré❞✐❡♥ts✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡s ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❢♦rts s✉r Par✱ q✉❡ ❧✬♦♥
✈✐❡♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❡st ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ st❛♥❞❛r❞ ❡♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉① ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡
❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ str❛té❣✐❡s t♦t❛❧❡s ✿ ❧❡ ❣❛✐♥✳ ❈✬❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ❢réq✉❡♥t ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉①✱ ✐❧ ❡st ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ µ✲❝❛❧❝✉❧ ♣❛r ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ♣❛r✐té ❬❆◆✵✶❪✳ ➚ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❞❡ ❧✬❛✉t❡✉r✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉① r❡♠♦♥t❡ ❛✉
♠♦❞è❧❡ ❞✬❆❜r❛♠s❦② ❡t ❏❛❣❛❞❡❡s❛♥ ❞❡ ▼▲▲ ❛✈❡❝ ▼■❳ ❬❆❏✾✹❪✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❡♥ tr♦✉✈❡r
✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐✈❡ ❞❛♥s ❬❍②❧✾✼❪✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st s✐♠♣❧❡ ✿ ♦♥ éq✉✐♣❡ ❝❤❛q✉❡ ❥❡✉ ❞✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ❣❛✐♥✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥ ❣❛❣♥❛♥t ❡t ✉♥ ♣❡r❞❛♥t ♣❛r♠✐ ❏♦✉❡✉r ❡t ❖♣♣♦s❛♥t✳
▲❡ ❝❛s ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ✐♥✜♥✐❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
♣❛rt✐❡ ❝❡ s♦♥t ❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s ❞❡s ❡♥t♦rs❡s à ❧❛ t♦t❛❧✐té ❣é♥éré❡s ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❡ ✐♥✜♥✐❡✱ ✐❧ ❞❡✈r❛ ❡♥ ❡✛❡t ② ❛✈♦✐r ✉♥ ♣❡r❞❛♥t ✿ ❧✬❛❜s✉r❞✐té ❛♣♣❛r❛îtr❛ ❛❧♦rs
❞✉ ❢❛✐t q✉✬♦♥ ❛✉r❛ s✉♣♣♦sé ♥♦s str❛té❣✐❡s ❣❛❣♥❛♥t❡s ✕ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥❞r♦♥t q✉❡
❞❡s ♣❛rt✐❡s ❣❛❣♥❛♥t❡s✳
❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ✈❛ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❥❡✉① Gain ❞✬❛rè♥❡s à ❣❛✐♥ ❡t
❞❡ str❛té❣✐❡s ❣❛❣♥❛♥t❡s✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡r❛ q✉❡ ♣❛r♠✐s ❝❡s str❛té❣✐❡s ❣❛❣♥❛♥t❡s✱ ❧❡s t♦t❛❧❡s s♦♥t
st❛❜❧❡s ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ➚ ❝❡ ♣♦✐♥t✱ ♦♥ ❢❡r❛ ❧❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❧❛
P❛rt✐❡ ■ ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉✬♦♥ ② ❞♦♥♥❡ s✉r ❧❡s
str❛té❣✐❡s ✭✜♥✐❡s✱ ❜♦r♥é❡s✱ ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡s✮ ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❣❛✐♥ s✉r Gain✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡
✷✶✾
✷✷✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✽✳ ▼❖❉➮▲❊ ❉❊❙ P❖■◆❚❙ ❋■❳❊❙
s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❛✈❛♥❝❡r❛ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐t ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❝❡tt❡
❝❛té❣♦r✐❡ Gain ❤ér✐t❡ ❞❡ Par ✭❞♦♥t ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡✮ s❛ str✉❝t✉r❡
❞❡ t②♣❡s ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❢♦rts✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt s❡r❛ ❛❞❛♣té❡
❞❛♥s Gain ❡♥ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt à ❣❛✐♥✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡r❛ ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t❡✉r
♦✉✈❡rt à ❣❛✐♥ ❡st ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐♣é ❞✬✉♥ ❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦❛❧❣è❜r❡ t❡r♠✐♥❛❧❡✱
r❡♥❞❛♥t ❛✐♥s✐ t♦t❛❧❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ µLJ ✱ ❡t ❛❝❤❡✈❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡
µ✲❢❡r♠é❡✳
✽✳✶ ❏❡✉① à ❣❛✐♥
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s✱ ♦♥ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡s Par s❛♥s ✐♠♣♦s❡r ❛✉① ♣❛rt✐❡s
❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✈✐s✐❜✐❧✐té ♦✉ ❞❡ ♣❛r❡♥t❤és❛❣❡ ✿ ❡❧❧❡s ét❛✐❡♥t ♣rés❡♥té❡s à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡s
♣r♦♣r✐étés s✉r ❧❡s str❛té❣✐❡s✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❥❡✉①✱ s✉✐✈✐❡
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬▼❝❈✵✵❪✱ ❝♦♥s✐st❡ à ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❧é❣❛❧❡s ✈✐s✐❜❧❡s ❡t ❜✐❡♥
♣❛r❡♥t❤ésé❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ✈r❛✐♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡
✕ s❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s ❛rè♥❡s ❡t s❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❧❡s str❛té❣✐❡s ✐♥♥♦❝❡♥t❡s ❡t ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥t❤ésé❡s✳
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❛♥s r✐❡♥ ❝❤❛♥❣❡r à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❜✐❛♥t❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❧é❣❛❧❡s à ❝❡❧❧❡s
q✉✐ s♦♥t ✈✐s✐❜❧❡s ❡t ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥t❤ésé❡s✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ✈❛ ❢❛✐r❡ ❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❞❛♥s ❧❛
♠❡s✉r❡ ♦ù ç❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s✳
✽✳✶✳✶ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✜❧s
❊♥ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❥❡✉① à ❣❛✐♥✱ ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❝❤❛q✉❡
♣❛rt✐❡ ❧é❣❛❧❡ s✉r ✉♥❡ ❛rè♥❡ A ❡♥ ✜❧s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✜❧s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ s✉r A ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
à ❞❡s ♣❛rt✐❡s s✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♣✐❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✿ ♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡r❛ q✉❡ ❥♦✉❡✉r✱ ♣♦✉r ❣❛❣♥❡r s✉r
✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣❛rt✐❡ ❞♦✐✈❡ ❣❛❣♥❡r ✐♥❞é♣❡♥❞❡♠♠❡♥t s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♣✐❡✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❞é❝♦✉❧❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❣❛✐♥ s✉r ❧❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❛♥s ❬❍②❧✾✼❪✱ ♦ù ♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡ q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡
s✉r !A s♦✐t ❣❛❣♥❛♥t❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s❛ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♣✐❡ ❡st ❣❛❣♥❛♥t❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✶✳✶✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❛rè♥❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ LωA ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❧é❣❛❧❡s ❞❡ A é✈❡♥t✉❡❧✲
❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡s✱ ♦♥ ♥♦t❡ L∞A ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❧é❣❛❧❡s ✐♥✜♥✐❡s ❞❡ A✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♠ê♠❡s
♥♦t❛t✐♦♥s ThA✱ ThωA ❡t Th
∞
A ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ✜❧s s✉r A✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❧é❣❛❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥
s❡✉❧ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✶✳✷ ✭❘❡str✐❝t✐♦♥ s✉r ✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧✮✳ ❙♦✐t s ∈ LωA✱ ❡t i t❡❧ q✉❡ si ❡st ✉♥ ❝♦✉♣
✐♥✐t✐❛❧ s✉r A✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ s à i ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡ s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s
❝♦✉♣s ❤éré❞✐t❛✐r❡♠❡♥t ❥✉st✐✜és ♣❛r si✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦✐♥t❡✉rs✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✶✳✸ ✭❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✜❧s✮✳ ❙♦✐t s ∈ LωA✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✜❧s
❞❡ s✱ ♥♦tés VsW✱ ♣❛r ✿ VsW = {s↾i | si ❡st ✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧}
▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✜❧s✳
▲❡♠♠❡ ✽✳✶✳✶✳ ❙♦✐t s ∈ LωA✱ ❛❧♦rs ✿
✕ s ❡st ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣❛✐r❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t t ∈ VsW✱ t ❡st ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣❛✐r❡ ❀
✕ s ❡st ✐♥✜♥✐❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t t ∈ VsW✱ t ❡st s♦✐t ✐♥✜♥✐✱ s♦✐t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
♣❛✐r❡✳
✽✳✶✳ ❏❊❯❳ ➚ ●❆■◆ ✷✷✶
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❘❡♠❡rq✉♦♥s q✉❡ ❏♦✉❡✉r ❥♦✉❡ t♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❧❡ ✜❧ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ❞✬❖♣♣♦s❛♥t✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛r ✈✐s✐❜✐❧✐té ❏♦✉❡✉r ❞♦✐t ♣♦✐♥t❡r ❞❛♥s s❛ P ✲✈✉❡✱ ♦r s❛ P ✲✈✉❡ ❡st ✐♥❝❧✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ✜❧ ❞✉
❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ❖♣♣♦s❛♥t✳ ❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r é♥♦♥❝é ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥
✐♠♠é❞✐❛t❡ s✉r s✳ ❙✐ s ❡st ✐♥✜♥✐❡✱ VsW ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ✜❧s ✜♥✐s✱ ❡t ❞❡s ✜❧s ✐♥✜♥✐s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs
✉♥ ♣ré✜①❡ ✜♥✐ s′ ⊑P s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣❛✐r❡ t❡❧ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ✜❧s ✜♥✐s ❞❡ s s♦✐❡♥t ❞é❥à ❝♦♠♣❧❡ts
❞❛♥s s′✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ s′ ❡st ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣❛✐r❡ ❞♦♥❝ t♦✉s ❝❡s ✜❧s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
♣❛✐r❡✳
✽✳✶✳✷ ❏❡✉① à ❣❛✐♥
❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ✈❛ ❞♦♥♥❡r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡s ❥❡✉① à ❣❛✐♥✱ ❥✉sq✉✬à ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Gain✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✶✳✹✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❛rè♥❡✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ s✉r A ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
G : LωA → {W,L}
❞ét❡r♠✐♥❛♥t s✐ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ s ❡st ✉♥ ❣❛✐♥ ♣♦✉r ❏♦✉❡✉r✱ ❡t ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✭✶✮ ∀s ∈ LωA, G(s) = W ⇔ ∀t ∈ VsW, G(t) = W ❀
✭✷✮ ❙✐ s ❡st ✜♥✐❡ ❡t s ❡st ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣❛✐r❡✱ ❛❧♦rs G(s) = W ❀
✭✸✮ ❙✐ s ❡st ✜♥✐❡ ❡t s ❡st ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♠♣❛✐r❡✱ ❛❧♦rs G(s) = L✳
❯♥ ❥❡✉ à ❣❛✐♥ A ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (A,GA) ♦ù A ❡st ✉♥❡ ❛rè♥❡✱ ❡t GA ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥
s✉r A✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❡ ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ s ❡t s❡s ✜❧s✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡st
❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ❡t ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r s❛ ✈❛❧❡✉r s✉r ❧❡s ✜❧s ✐♥✜♥✐s✳ ■❧ s✉✣r❛ ❞♦♥❝ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡
❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❣❛✐♥s s✉r ❧❡s ✜❧s ✐♥✜♥✐s✳
▲❡♠♠❡ ✽✳✶✳✷✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❛rè♥❡✱ ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s Th∞A ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✜❧s ✐♥✜♥✐s s✉r A✳ ❙♦✐t
G : Th∞A → {W,L} ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ GA
❝♦ï♥❝✐❞❛♥t ❛✈❡❝ G s✉r Th∞A ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t GA ❞✬❛❜♦r❞ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✜❧s ✜♥✐s✱ ♣❛r GA(t) = W s✐ |t| ≡2 0
❡t GA(t) = L s✐ |t| 6≡2 0✳ P✉✐s✱ ♦♥ ét❡♥❞ GA à LωA ♣❛r GA(s) = W s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ q✉❡❧ q✉❡
s♦✐t t ∈ VsW✱ GA(s) = W ✳ ❱ér✐✜♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ GA ✈ér✐✜❡ ❧❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
❣❛✐♥ ✿
✕ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ GA s✉r ❧❡s ♣❛rt✐❡s à
♣❧✉s✐❡✉rs ✜❧s ❀
✕ ▲❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✽✳✶✳✶✳ ❊♥
❡✛❡t✱ s✐ s ❡st ✜♥✐❡ ❡t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣❛✐r❡✱ ❝✬❡st q✉❡ t♦✉s s❡s ✜❧s s♦♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣❛✐r❡✱
❛✉q✉❡❧ ❝❛s ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ GA(s) = W ✳
✕ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ s ❡st ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♠♣❛✐r❡✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ❧✬✉♥ ❞❡ s❡s ✜❧s ❡st ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♠♣❛✐r❡
❡t ♣❡r❞❛♥t✱ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s s ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❡r❞❛♥t❡✳
GA ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳ ❈✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ s❡✉❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ✿ ❡♥
❡✛❡t✱ s❛ ✈❛❧❡✉r ❡st ❢♦r❝é❡ s✉r ❧❡s ♣❛rt✐❡s à ♣❧✉s✐❡✉rs ✜❧s ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✮✱ ❡t s✉r ❧❡s ✜❧s ✜♥✐s
♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✮✳
❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t ét❡♥❞r❡ ❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s ❞✬❛rè♥❡s ♣rés❡♥té❡s
❞❛♥s ❧❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❛✉① ❥❡✉① à ❣❛✐♥✳
✷✷✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✽✳ ▼❖❉➮▲❊ ❉❊❙ P❖■◆❚❙ ❋■❳❊❙
▲❡♠♠❡ ✽✳✶✳✸ ✭❯♥✐tés✮✳ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ s✉r ❧❡s ❛rè♥❡s 0 ❡t 1✱ r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♥♦té❡ G0 ❡t G1✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs 0 = (0, G0) ❡t 1 = (1, G1)✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ s✉r 0 ❡t 1 ❡st tr✐✈✐❛❧❡ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✽✳✶✳✷✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❧é❣❛❧❡s s✉r ❝❡s ❛rè♥❡s ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ♣❛s ❞❡ ✜❧ ✐♥✜♥✐✳
▲❡♠♠❡ ✽✳✶✳✹✳ ❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡✉① ❛rè♥❡s✳ ❖♥ ❛ ✿
Th∞A×B ≃ Th
∞
A + Th
∞
B
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■♠♠é❞✐❛t✱ ♣✉✐sq✉✬✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ s✉r A×B ❡st s♦✐t ✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ s✉r A✱ s♦✐t
✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ s✉r B✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✶✳✺✳ ▲❡ ▲❡♠♠❡ ✽✳✶✳✹ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r GA×B ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✽✳✶✳✷ ❝♦♠♠❡
❧✬✉♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❝♦ï♥❝✐❞❛♥t ❛✈❡❝ GA s✉r Th∞A ❡t GB s✉r Th
∞
B ✳ ❖♥ ♥♦t❡ A × B =
(A×B,GA×B)✳
▲❡♠♠❡ ✽✳✶✳✺✳ ❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡✉① ❛rè♥❡s✱ ♦♥ ❛ à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès ✿
Th∞A+B ≃ Th
∞
A + Th
∞
B
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ➱❧❛❜♦r♦♥s ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❙♦✐t t ∈ Th∞A+B✳ P❛r
❜♦♥ ♣❛r❡♥t❤és❛❣❡✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ré♣♦♥s❡ ❞❛♥s t à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ q✱ q✉✐ ❡st s♦✐t L✱ s♦✐t R ✿
s❡❧♦♥ ❝❡tt❡ ré♣♦♥s❡✱ ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ s❡r❛ s♦✐t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✐♥❝❧✉ ❞❛♥s A✱ s♦✐t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t
✐♥❝❧✉s ❞❛♥s B✳ ❖♥ ❛✉r❛ ❞♦♥❝ s♦✐t t↾A = ǫ✱ s♦✐t t↾B = ǫ✳ ◆♦t♦♥s q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛✈♦✐r ❧❡s
❞❡✉①✱ ♣✉✐sq✉❡ t ❡st s✉♣♣♦sé ✐♥✜♥✐✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ à ♣❛rt✐r ❞❡ t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Th∞A + Th
∞
B ✳
❉❛♥s ❧✬❛✉tr❡ s❡♥s✱ s✐ t ∈ Th∞A +Th
∞
B ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ in1(tA)✱ ❛❧♦rs qLtA ∈ Th
∞
A+B✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱
s✐ t ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ in2(tB)✱ qRtB ∈ Th∞A+B✳ ■❧ ❡st tr✐✈✐❛❧ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
s♦♥t ✐♥✈❡rs❡s✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❖♥ ❛ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞é❝♦♥❝❡rt❛♥t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Th∞A×B ≃ Th
∞
A + Th
∞
B
≃ Th∞A+B
➚ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✱ A × B ❡t A + B ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ✜❧s ✐♥✜♥✐s✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t ♣❛r❛îtr❡ ❝♦♥tr❡✲
✐♥t✉✐t✐❢✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ♣ré❝✐s❡r ç❛ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♣♦✉r A×B✱ ❝✬❡st ❖♣♣♦s❛♥t q✉✐ ❝❤♦✐s✐t ❞❛♥s
q✉❡❧❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♦♥ ✈❛ ❥♦✉❡r✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r A+B ❝✬❡st ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❏♦✉❡✉r✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✶✳✻✳ ❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡✉① ❥❡✉① à ❣❛✐♥✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✽✳✶✳✺ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r
GA+B ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✽✳✶✳✷ ❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❝♦ï♥❝✐❞❛♥t ❛✈❡❝ GA s✉r
Th∞A ❡t ❛✈❡❝ GB s✉r Th
∞
B ✳ ❖♥ ♥♦t❡ A+ B = (A+B,GA+B)✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✶✳✼✳ ❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡✉① ❥❡✉① à ❣❛✐♥✳ ❆✈❡❝ ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✽✳✶✳✷✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t
GA⇒B ❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ s✉r A⇒ B ❛②❛♥t ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉r s✉r ❧❡s ✜❧s ✐♥✜♥✐s ✿
GA⇒B(t) = W ⇔ (GA(t↾A) = W ⇒ GB(t↾B) = W )
✽✳✶✳ ❏❊❯❳ ➚ ●❆■◆ ✷✷✸
▲❡♠♠❡ ✽✳✶✳✻✳ ❙♦✐t s ∈ L∞A⇒B✱ ♦ù A ❡t B s♦♥t ❧❡s ❛rè♥❡s s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡s ❞❡ ❥❡✉① à ❣❛✐♥ A
❡t B✱ s✉♣♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ s ❡st ❣❛❣♥❛♥t❡ ♣♦✉r GA⇒B✳ ❆❧♦rs s✐ GA(s↾A) = W ✱ ♦♥ ❛
GB(s↾B) = W ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t t ∈ Vs↾BW✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ i t❡❧ q✉❡ t = (s↾B)↾i✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ i′
t❡❧ q✉❡ ❝❡ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ (s↾B)i ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝♦✉♣ si′ ✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♦♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té (s↾B)↾i =
(s↾i′)↾B✳ ❆❧♦rs✱ V(s↾i′)↾AW ⊂ Vs↾AW ⊂ G−1A ({W})
▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st ✈r❛✐❡ ❝❛r s ❡st s✉♣♣♦sé❡ ❣❛❣♥❛♥t❡ s✉r A✳ ❖r✱ s↾i′ ❡st ❣❛❣♥❛♥t❡ ❝❛r
❝✬❡st ✉♥ ✜❧ ❞❡ s ❞♦♥❝ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❣❛✐♥ s✉r A ⇒ B✱ (s↾i′)↾B = (s↾B)↾i = t ❡st ❣❛❣♥❛♥t❡✳
✽✳✶✳✸ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Gain
❈♦♠♠❡ ♦♥ s✬❡♥ ❞♦✉t❡✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Gain s❡r♦♥t ❧❡s ❥❡✉① à ❣❛✐♥✳ ■❧ r❡st❡✱ ♣❛r
❝♦♥tr❡✱ à ❞é✜♥✐r ❧❡s str❛té❣✐❡s ❡t à ♠♦♥tr❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✶✳✽✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❛rè♥❡ ❡t σ : A ✉♥❡ str❛té❣✐❡ s✉r A✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♣❛rt✐❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡s ❞❡ σ ♣❛r ✿
σω = {s ∈ LωA | ∀s
′ ⊑P s, s′ ∈ σ}
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✶✳✾✳ ❙♦✐t A ✉♥ ❥❡✉ à ❣❛✐♥✳ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ σ : A ❡st ❞✐t❡ ❣❛❣♥❛♥t❡ s✉r A s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t s ∈ σω, GA(s) = W ✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✶✳✼✳ ❙♦✐❡♥t A,B ❡t C ❞❡s ❥❡✉① à ❣❛✐♥✳ ❙✐ σ : A ⇒ B ❡t τ : B ⇒ C s♦♥t ❞❡✉①
str❛té❣✐❡s ❣❛❣♥❛♥t❡s✱ ❛❧♦rs σ; τ : A ⇒ C ❡st ❣❛❣♥❛♥t❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♠♠♦❞✐té✱ ♦♥ ✈❛ s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉① ✜❧s t ❞❡ σ; τ ✳ ❙♦✐t t ∈ (σ; τ)ω✳ ❙✐ t ❡st
✜♥✐✱ t ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣❛✐r❡ ❡t GA⇒C(t) = W ✳ ❙✐ t ❡st ✐♥✜♥✐✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣ré✜①❡
t′ ♣❛✐r ❞❡ t ✉♥ té♠♦✐♥ u ∈ σ || τ ✱ ♦r ❝❡s té♠♦✐♥s ❢♦r♠❡♥t ❡✉① ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ♣ré✜①❡s ♣❛r
❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❞❡ σ ❡t τ ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ❛ ✉♥ té♠♦✐♥ ✐♥✜♥✐ u ∈ σ || τ ♣♦✉r t✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ GA⇒C ✱ ✐❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ GA(t↾A) = W ✱ ❛❧♦rs GC(t↾C) = W ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡
GA(t↾A) = W ✱ ♦✉ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t q✉❡ GA(u↾A) = W ✳ ▼❛✐s σ ❡st ❣❛❣♥❛♥t❡✱ ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡
▲❡♠♠❡ ✽✳✶✳✻✱ ♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t GB(u↾B) = W ✳ ❊t ❡♥❝♦r❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✽✳✶✳✻ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
τ ❡st ❣❛❣♥❛♥t❡✱ ♦♥ ❛ GC(u↾C) = W ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ GC(t↾C) = W ✱ ❡t ❝✬❡st ✜♥✐✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✶✳✽✳ ❙♦✐❡♥t A,B ❡t C ❞❡s ❥❡✉① à ❣❛✐♥✳ ❙✐ σ : A ⇒ B ❡t τ : B ⇒ C s♦♥t ❞❡✉①
str❛té❣✐❡s ❣❛❣♥❛♥t❡s ❡t t♦t❛❧❡s✱ ❛❧♦rs σ; τ : A ⇒ C ❡st t♦t❛❧❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ P❛rt✐❡ ■✱ ❧❛ ♣❛rt✐❛❧✐té ❞❡ σ; τ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ u ∈ σ || τ ✜♥✐❡ ❞❛♥s A ❡t C✱ ❡t ✐♥✜♥✐❡ ❞❛♥s B✳ ❈❤❛q✉❡ r❡str✐❝t✐♦♥ u↾A, u↾B ❡t
u↾C ❡st s♦✐t ❣❛❣♥❛♥t❡✱ s♦✐t ♣❡r❞❛♥t❡✳ ❯♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✐r❡❝t❡ ♠♦♥tr❡ q✉✬♦♥ ❛ ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
u↾A ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣❛✐r❡ ❡t u↾C ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♠♣❛✐r❡✱ ❞♦♥❝ GA(u↾A) = W ❡t GC(u↾C) = L✳ ❖♥
✉t✐❧✐s❡ ❛❧♦rs ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ σ ❡st ❣❛❣♥❛♥t❡✱ ❞♦♥❝ GA⇒B(u↾A⇒B) = W ✱ ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✽✳✶✳✻✱
❝♦♠♠❡ GA(u↾A) = W ✱ ♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t GB(u↾B) = W ✳ ▼❛✐s τ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❣❛❣♥❛♥t❡✱ ❞♦♥❝
GB⇒C(u↾B⇒C) = W ✱ ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✽✳✶✳✻✱ ♦♥ ❛ GC(u↾C) = W ✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛❜s✉r❞❡✳
❉♦♥❝ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❡①✐st❡r ❞❡ t❡❧❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✱ ❞♦♥❝ σ; τ ❡st t♦t❛❧❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✶✳✾✳ ❙♦✐t A ✉♥ ❥❡✉ à ❣❛✐♥✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ idA : A ⇒ A✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té
❡st ❣❛❣♥❛♥t❡✳
✷✷✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✽✳ ▼❖❉➮▲❊ ❉❊❙ P❖■◆❚❙ ❋■❳❊❙
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s Al ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ A✱ ❡t Ar ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✳ ❙♦✐t t
✉♥ ✜❧ ❞❡ idA✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ GA(t↾Al) = W ✳ ▼❛✐s ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡
❧✬✐❞❡♥t✐té✱ ♦♥ ❛ t↾Al = t↾Ar ✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t GA(t↾Ar) = W ❡t t ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❣❛❣♥❛♥t❡
s✉r A ⇒ A✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✶✳✶✵ ✭❈❛té❣♦r✐❡ Gain✮✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ Gain s♦♥t ❧❡s ❥❡✉① à ❣❛✐♥ ❡t ❧❡s ♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s s♦♥t ❧❡s str❛té❣✐❡s ✐♥♥♦❝❡♥t❡s✱ ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥t❤ésé❡s✱ t♦t❛❧❡s ❡t ❣❛❣♥❛♥t❡s✳
◆♦t♦♥s q✉✬♦♥ ❛ ♠♦♥tré ❛✉ ❞❡ss✉s q✉❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s ét❛✐t st❛❜❧❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱
❡t q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥t❡♥❛✐t ❧❡s ✐❞❡♥t✐tés✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ sûr ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ❧❛
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❡♥tr❡ str❛té❣✐❡s✳ ▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ Gain ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡
Inn ❡t Par✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① s♦♥t ❣❛❣♥❛♥ts✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✶✳✶✵✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Gain ❡st ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡✱ ❡t éq✉✐♣é❡ ❞❡ ❝♦♣r♦❞✉✐ts
❢❛✐❜❧❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧s✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ s♦♥t
❣❛❣♥❛♥ts✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧s ✈ér✐✜❡r♦♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s éq✉❛t✐♦♥s✳ P❛ss♦♥s ❡♥ r❡✈✉❡ ❧❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ Gain ✿
✕ Pr♦❞✉✐ts✳ ▲❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s π1 : A × B → A ❡t π2 : A × B → B s♦♥t ❣❛❣♥❛♥t❡s✳ ❈✬❡st
é✈✐❞❡♥t ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❣❛✐♥ s✉r A ⇒ B ❡t A×B✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ σ : C → A
❡t τ : C → B s♦♥t ❣❛❣♥❛♥t❡s✱ 〈σ, τ〉 ❡st ❣❛❣♥❛♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ✜❧ ❞❡ 〈σ, τ〉 ❡st s♦✐t ✉♥ ✜❧
❞❡ σ s♦✐t ✉♥ ✜❧ ❞❡ τ ✱ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❣❛❣♥❛♥t s✐ σ ❡t τ s♦♥t ❣❛❣♥❛♥t❡s✳ ❉♦♥❝ Gain ❡st
❝❛rtés✐❡♥♥❡✳
✕ ❈♦♣r♦❞✉✐ts✳ ▲❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s in1 : A → A + B ❡t in2 : B → A + B s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
❣❛❣♥❛♥t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ✜❧ ❞❡ in1 ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ qLs✱ ♦ù ✭❛✉ ♣♦✐♥t❡✉r ❞❡s ❝♦✉♣s ✐♥✐t✐❛✉①
à ❣❛✉❝❤❡ ♣rès✮ s ∈ idA✳ ❖r✱ idA ❡st ❣❛❣♥❛♥t❡✳ ❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❣❛✐♥ s✉r
A + B ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✽✳✶✳✻✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❛ GA(qLs↾Al) = GA(s↾Al) = W ✱ ♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t
GA(s↾Ar) = GA(qLs↾Ar) = W ✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦✉r in2✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
q✉❡ σ : A → C ❡t τ : B → C s♦♥t ❣❛❣♥❛♥t❡s✱ ❡t s♦✐t t ∈ [σ|τ ]✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s t↾A+B ❣❛❣♥❛♥t❡✳
P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ [σ|τ ]✱ t ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭à ré♦r❞♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs
♣rès✮ qCq+Lt′ ❛✈❡❝ qCt′ ✉♥ ✜❧ ❞❡ σ✱ ♦✉ qCq+Rt′ ❛✈❡❝ qCt′ ✉♥ ✜❧ ❞❡ τ ✳ ❉♦♥❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
t↾A+B ❣❛❣♥❛♥t❡ ❞❡ ✈✐❡♥t✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❣❛✐♥ s✉r A+ B✱ s♦✐t (qCt′)↾A ❣❛❣♥❛♥t❡✱ s♦✐t
(qCt
′)↾B ❣❛❣♥❛♥t❡✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ σ ♦✉ τ ✱ ❞✬♦ù ♦♥ ❞é❞✉✐t
q✉❡ (qCt′)↾C = t↾C ❡st ❣❛❣♥❛♥t❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t✳
✕ ❋❡r♠❡t✉r❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ s✐ σ : A × B → C✱ σ ❡st ❣❛❣♥❛♥t❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ Λ(σ) : B → A ⇒ C ❡st ❣❛❣♥❛♥t❡ ✿ ✐❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❣❛✐♥ s✉r × ❡t
⇒✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❣❛✐♥ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t✳ ❉♦♥❝ ♣✉✐sq✉❡ Λ(ev) = idA⇒B✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
ev ❡st ❣❛❣♥❛♥t❡✳ ❈♦♠♠❡ ev ❡t Λ s❛t✐s❢♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉❡ ❞❛♥s Inn✱ Gain ❡st
❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡✳
◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ❞✐r❡❝t ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❝✐✲❞❡ss✉s à ✉♥❡ s♦♠♠❡
❞✬❛r✐té q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ❛✉r❛ s♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣♦✉r ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t♦✲
r✐s❛t✐♦♥ ❛✉① ❥❡✉① à ❣❛✐♥✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❣❛❣♥❛♥t ❞❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s
❞❡s s♦♠♠❡s n✲❛✐r❡s✳
✽✳✶✳ ❏❊❯❳ ➚ ●❆■◆ ✷✷✺
✽✳✶✳✹ ❘❡❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❛ P❛rt✐❡ ■
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ à ❝❡ ♣♦✐♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❛✈❡❝ s♦♠♠❡s✱ ♠❛✐s ❝✬ét❛✐t
❞é❥à ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Par✳ ❙✉rt♦✉t✱ ❝✬❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♦ù ❧❡s str❛té❣✐❡s r❡st❡♥t t♦t❛❧❡s✱ ❝❡
q✉✐ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ LJ ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ ✭✈♦✐r ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✽✳✷✳✶✺ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s
s✉r ❝❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✮✱ ♠❛✐s ♣❡r♠❡t s✉rt♦✉t ❞❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
♦♥ ❛✈❛✐t ❝♦♥str✉✐t ❞❛♥s ❧❛ P❛rt✐❡ ■ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝❛té❣♦r✐❡s s❡♠❜❧❛❜❧❡s ❞❡ ❥❡✉① ❡t str❛té❣✐❡s
t♦t❛❧❡s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r LJ ✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ s✬✐♥t❡rr♦❣❡r s✉r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡
❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✿ ❡st✲❝❡ q✉✬❡❧❧❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❄
❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r ✐❝✐ q✉❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ♦✉✐✳ ❍②❧❛♥❞ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬❍②❧✾✼❪ ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❥✉st✐❝❡
❝♦♥s✐st❛♥t à ✐♠♣♦s❡r ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❣❛✐♥ q✉✬❡❧❧❡s ❢❛ss❡♥t ♣❡r❞r❡ t♦✉t ❥♦✉❡✉r q✉✐✱ ❞❛♥s ✉♥❡
♣❛rt✐❡ ✐♥✜♥✐❡✱ ♣r♦❞✉✐r❛✐t ✉♥❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❥✉st✐❝❡
q✉✐ ❢❡r❛ ❧❡ ♣♦♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✶✳✶✶✳ ❙♦✐t A ✉♥ ❥❡✉ à ❣❛✐♥✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ A s❛t✐s❢❛✐t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❥✉st✐❝❡ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t♦✉t ❥♦✉❡✉r ❝❛✉s❛♥t ✉♥❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡ ❡st ♣❡r❞❛♥t ♣♦✉r A✳ ❆✉tr❡♠❡♥t
❞✐t✱ ♦♥ ❛ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿
✕ ❙♦✐t s ✉♥❡ ♣❛rt✐❡✱ ❛❧♦rs s✐ ❏♦✉❡✉r ❛ ✉♥❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❛♥s s✱ ✐❧ ❞♦✐t ♣❡r❞r❡✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ GA(s) = L✳
✕ ❙♦✐t s ✉♥ ✜❧✱ ❛❧♦rs s✐ ❖♣♣♦s❛♥t ❛ ✉♥❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❛♥s s✱ ✐❧ ❞♦✐t ♣❡r❞r❡✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ GA(s) = W ✳
▲❡♠♠❡ ✽✳✶✳✶✶✳ ❙♦✐t A ✉♥ ❥❡✉ à ❣❛✐♥ t❡❧ q✉❡ ❧✬❛rè♥❡ A ❛ ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡✳ ❆❧♦rs A
s❛t✐s❢❛✐t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❥✉st✐❝❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬é♥♦♥❝é s✉✐✈❛♥t ❡st ✈ér✐✜é ✿ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛rt✐❡
✐♥✜♥✐❡ s s✉r A✱ GA(s) = W s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❏♦✉❡✉r ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡
❞❛♥s s✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉rr❛✐t ♣❛r❛îtr❡ tr✐✈✐❛❧✱ ♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉t ❡♥ ❢❛✐t ✉t✐❧✐s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦✲
r♦❧❧❛✐r❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ ❢♦rt❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠♦♥tr❡r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st ❢❛✉① s✐ ♦♥ r❡❧❛❝❤❡
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❢♦♥❞❛t✐♦♥ ♣♦✉r A✳ ▼♦♥tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❡t s✉♣✲
♣♦s♦♥s q✉❡ A s❛t✐s❢❛✐t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❥✉st✐❝❡✳ ❆❧♦rs✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ GA(s) = W ✳ ❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱
❏♦✉❡✉r ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛✈♦✐r ❞❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡ s✉r s✱ s✐♥♦♥ ♦♥ ❛✉r❛✐t GA(s) = L ♣❛r
❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❥✉st✐❝❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❏♦✉❡✉r ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡
s✉r s✳ s ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✐♥✜♥✐❡✱ ❡t A ❛ ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡✱ ❞♦♥❝ ❖♣♣♦s❛♥t ❞♦✐t ❛✈♦✐r
✉♥❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✷✳✶✽✱ ❞✬♦ù GA(s) = W ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉
♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❥✉st✐❝❡✳
▼♦♥tr♦♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s ❧✬é♥♦♥❝é ❝✐✲❞❡ss✉s s❛t✐s❢❛✐t✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r
q✉❡ A s❛t✐s❢❛✐t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❥✉st✐❝❡✱ ❞❡✉① é♥♦♥❝és à ♠♦♥tr❡r ✿
✕ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❏♦✉❡✉r ❛✐t ✉♥❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❛♥s s✳ P❛r ❧✬é♥♦♥❝é s✉♣♣♦sé✱
♦♥ ❛ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t GA(s) = L✳
✕ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❖♣♣♦s❛♥t ❛✐t ✉♥❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❛♥s s✱ ♦♥ ❞♦✐t ♠♦♥tr❡r ❛❧♦rs
q✉❡ GA(s) = W ✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❏♦✉❡✉r ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❛♥s s✳
▼❛✐s ♣✉✐sq✉❡ A ❡st à ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✷ ✿ ✐❧
❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❥♦✉❡✉rs ❛✐❡♥t t♦✉s ❞❡✉① ✉♥❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡✱ ❞♦♥❝
❏♦✉❡✉r ♥✬❡♥ ❛ ♣❛s✱ ❞♦♥❝ GA(s) = W ✳
▲❡♠♠❡ ✽✳✶✳✶✷✳ ❙♦✐t A ✉♥ ❥❡✉ à ❣❛✐♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❥✉st✐❝❡✱ s✉r ✉♥❡ ❛rè♥❡ A ❜✐❡♥
❢♦♥❞é❡✳ ❆❧♦rs ❧❡s str❛té❣✐❡s ❣❛❣♥❛♥t❡s s✉r A s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s str❛té❣✐❡s ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡s s✉r
A✳
✷✷✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✽✳ ▼❖❉➮▲❊ ❉❊❙ P❖■◆❚❙ ❋■❳❊❙
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ s✉r ❞❛♥s ✉♥❡ ❛rè♥❡ ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡✱ ❧❡s str❛té❣✐❡s ♥÷t❤é✲
r✐❡♥♥❡s s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡s q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❛❧♦rs
tr✐✈✐❛❧❡ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✽✳✶✳✶✶✳
◆♦t♦♥s ❡♥ ♣❛ss❛♥t q✉❡ s✐ ♦♥ ♦♠❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❢♦♥❞❛t✐♦♥ ❞❡ A✱ ♦♥ ❣❛r❞❡ ✉♥ ❞❡s
s❡♥s ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳
▲❡♠♠❡ ✽✳✶✳✶✸✳ ❙♦✐t A ✉♥ ❥❡✉ à ❣❛✐♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❥✉st✐❝❡✳ ❆❧♦rs s✐ σ : A ❡st
♥÷t❤ér✐❡♥♥❡ ❡t ✐♥♥♦❝❡♥t❡✱ ❡❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❣❛❣♥❛♥t❡ s✉r A✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t s ∈ σω✳ ❙✐ s ❡st ✜♥✐❡✱ s ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❣❛❣♥❛♥t❡ ❝❛r ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣❛✐r❡✳
❙✐♥♦♥ s ❡st ✐♥✜♥✐❡✱ ♠❛✐s s ❡st t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ à ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡ ❡t s❛♥s ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡
❞❡ ❏♦✉❡✉r✱ ♣✉✐sq✉❡ σ ❡st ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡✳ ❉♦♥❝ ♣❛r ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✷✳✶✽✱ s ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❢♦✉r❝❤❡
❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞✬❖♣♣♦s❛♥t ❡t GA(s) = W ✳
▲❡♠♠❡ ✽✳✶✳✶✹✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❛rè♥❡ ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❥❡✉ à ❣❛✐♥ A ❞✬❛rè♥❡
s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ A s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❥✉st✐❝❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ GA ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
✕ ❙✐ s ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ✜❧s✱ ❛❧♦rs GA(s) = W ⇔ ∀t ∈ VsW, GA(t) = W ❀
✕ ❙✐ t ❡st ✉♥ ✜❧ ✜♥✐✱ ❛❧♦rs GA(t) = W s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t ❡st ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣❛✐r❡ ❀
✕ ❙✐ t ❡st ✉♥ ✜❧ ✐♥✜♥✐✱ ❛❧♦rs GA(t) = W s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❏♦✉❡✉r ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❢♦✉r❝❤❡
❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❛♥s ϕt✳
■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥✳ ❊❧❧❡ s❛t✐s❢❛✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❥✉st✐❝❡✱
♣✉✐sq✉❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡❧❧❡ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✽✳✶✳✶✶✳ ❈✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛
s❡✉❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❥✉st✐❝❡ ✿ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥✱ ❡t ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ❞♦✐t
s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❥✉st✐❝❡✳ ❖r✱ ❝❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t GA✳
◆♦t♦♥s q✉❡ s✐ ✉♥❡ ❛rè♥❡A ♥✬❛ ♣❛s ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ s✉r A s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❥✉st✐❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ ✈✉ ❡♥ ❋✐❣✉r❡
✹✳✺ q✉✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ❛✈♦✐r ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❥♦✉❡✉r✳ ▼❛✐s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ q✉❡❧ ❣❛❣♥❛♥t ❝❤♦✐s✐r ❄ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❥✉st✐❝❡ ✐♠♣♦s❡ q✉❡ ❏♦✉❡✉r s♦✐t
❣❛❣♥❛♥t ♣✉✐sq✉❡ ❖♣♣♦s❛♥t ❛ ✉♥❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ✐♠♣♦s❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ❏♦✉❡✉r
s♦✐t ♣❡r❞❛♥t✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✶✳✶✺✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Noeth ❞❡s ❛rè♥❡s ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡s ❡t str❛té❣✐❡s ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡s
❡t t♦t❛❧❡s ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Just ❞❡s ❥❡✉① à ❣❛✐♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❥✉st✐❝❡
s✉r ❞❡s ❛rè♥❡s ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡s ❡t ❞❡s str❛té❣✐❡s ❣❛❣♥❛♥t❡s ❡t t♦t❛❧❡s✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t F : Noeth → Just ♣❛r ✿
✕ ❙✉r ❧❡s ❛rè♥❡s✱ F (A) = A ♦ù A ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ❥❡✉ à ❣❛✐♥ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✽✳✶✳✶✹✳
✕ ❙✉r ❧❡s str❛té❣✐❡s✱ F (σ) = σ✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✽✳✶✳✶✺✱ σ ❡st ❜✐❡♥ ❣❛❣♥❛♥t❡ s✉r F (A)✳
❖♥ ❝♦♥str✉✐t G : Just → Noeth ♣❛r ✿
✕ ❙✉r ❧❡s ❥❡✉①✱ G(A,G) = A ❀
✕ ❙✉r ❧❡s str❛té❣✐❡s✱ G(σ) = σ✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✽✳✶✳✶✺✱ σ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡✳
■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ GF = Id✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ FG = Id s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ▲❡♠♠❡
✽✳✶✳✶✹ ✿ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ G r❡❝♦♠♣♦sé❡ ❡st ❢♦r❝é♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐
❡st ✉♥✐q✉❡✳
✽✳✷✳ P❖■◆❚❙ ❋■❳❊❙ ✷✷✼
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ✉♥✐tés s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ♣❛r ❞❡s ❛rè♥❡s ❜✐❡♥
❢♦♥❞é❡s✳ ❙✐ ❧❡s é✈❡♥t✉❡❧s ❛t♦♠❡s s♦♥t ✐♥t❡r♣rétés ♣❛r ❞❡s ❛rè♥❡s ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡s✱ ❝❡ s❡r❛ ♣rés❡r✈é
♣❛r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✱ ❡t t♦✉t❡s ❧❡s ❛rè♥❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ✐♥✲
t❡r♣rét❡r LJ s❡r♦♥t ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥ ❢❛✐t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛
❧♦❣✐q✉❡✱ q✉✬♦♥ ♣❛ss❡ ♣❛r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥t❡r♥❡s s✉r ❧❡s str❛té❣✐❡s ✭str❛té❣✐❡s ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡s✮
♦✉ ♣❛r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡①t❡r♥❡ ❞❡ ❣❛✐♥✳ P♦✉rq✉♦✐ ❛❧♦rs ♣❛ss❡r ♣❛r ❧❡ ❣❛✐♥✱ q✉✐ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣❧✉s
❞❡ tr❛✈❛✐❧ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s str❛té❣✐❡s ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡s ❄ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ❡st q✉❡
s✐ ❧❡s ❛rè♥❡s ✜♥✐❡s✱ ❛ ❢♦rt✐♦r✐ ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡s s✉✣s❡♥t à ✐♥t❡r♣rét❡r ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ✜♥✐t❛✐r❡✱ ❡❧❧❡s ♥❡
s✉✣s❡♥t ♣❧✉s ♣♦✉r µLJ ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❛rè♥❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♥❡ s❡r♦♥t ♣❧✉s ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡s à ❝❛✉s❡ ❞❡
❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s str❛té❣✐❡s ❣❛❣♥❛♥t❡s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s
♥❡ s❡r♦♥t ♣❧✉s ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡s ✿ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡♠❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ✐❞❡♥t✐té s✉r
❧❡s ❡♥t✐❡rs ♣❛r❡ss❡✉①✳
❘é❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t r❡❧❡✈❡r ✉♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♣ré❝✐s ❡♥tr❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥
♣r♦♣r❡ à ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉① ❡t ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✱ ❢réq✉❡♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡
❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✿ ♦♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ✈♦✐r à ❧✬÷✉✈r❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱
♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ✉♥❛✐r❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝❛s✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡
❣❛✐♥ s✉r ❧❡s ♣❛rt✐❡s✱ ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡s t❡r♠❡s✴str❛té❣✐❡s✱ ♠❛✐s
❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳ P✉✐s✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ♣❛r
✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s t❡r♠❡s q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s t②♣és✴❧❡s ♣r❡✉✈❡s s✬✐♥t❡r♣rèt❡♥t ❝♦♠♠❡
❞❡s str❛té❣✐❡s ❣❛❣♥❛♥t❡s ♦✉ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ré❛❧✐s❛t❡✉rs✳
✽✳✷ P♦✐♥ts ✜①❡s
▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬♦♥ ❛ ❞é❝r✐t ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ s❡r✈❛♥t ❞❡ ❝❛♥❡✈❛s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s✱
♣❛ss♦♥s à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ µ✲❢❡r♠é❡ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐t❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤♦s❡ à ❢❛✐r❡
❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡s ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❢♦rts ❞❡ Par s❡ tr❛♥s♣♦rt❡ s✉r
Gain✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❡♥r✐❝❤✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt ♣❛r ❧❡ ❣❛✐♥✱ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ❢♦r❝❡s
s♦♥t ❞❡s str❛té❣✐❡s ❣❛❣♥❛♥t❡s✱ ❡t q✉✬❡❧❧❡s ❣❛r❞❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♥❛t✉r❛❧✐té ✿ ❝❡ s❡r❛
❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✳ P✉✐s✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts à ❣❛✐♥
❛❞♠❡tt❡♥t ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❞❡s ❝♦❛❧❣è❜r❡s t❡r♠✐♥❛❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉r❛ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ µ✲❢❡r♠é❡ ✿ ♦♥ ❛✉r❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ µLJ ✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❡①♣❧♦r❡r❛ ❞❛♥s ✉♥❡
❞❡r♥✐èr❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳
✽✳✷✳✶ ❋♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts à ❣❛✐♥
❉♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt ♣♦✉r Gain✱ ❡t ❡①♣❧♦r♦♥s s❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱
❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts à ❣❛✐♥ ❞❡✈r♦♥t s❡ ❝♦♠♣♦rt❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
✓❛rè♥❡✔ ❞❡s ❥❡✉① à ❣❛✐♥✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧s ❞❡✈r♦♥t êtr❡ ❢♦rts✳ ❖♥ ❝♦♥♥❛ît ❞é❥à ❧❡✉rs ❢♦r❝❡s ✿
❝❡ s♦♥t ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛ ❞♦♥❝
❛ss✉r❡r q✉❡ ❝❡s ❢♦r❝❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❣❛❣♥❛♥t❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✷✳✶✳ ❯♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt à ❣❛✐♥ ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r
T : (Gainop ×Gain)n → Gain
❞♦♥t ❧✬❛❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❛rè♥❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt ❡t q✉✐ ❡st ❢♦rt ❡♥ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ s❡s
❛r❣✉♠❡♥ts✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ (Gainop×Gain)n = C×D ♦ù C = Gain
✷✷✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✽✳ ▼❖❉➮▲❊ ❉❊❙ P❖■◆❚❙ ❋■❳❊❙
♦✉ C = Gainop✱ ❡t ♦ù D ❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♣✐❡s ❞❡ Gain ❡t Gainop✱ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t D ❞❡
D✱ ❧❛ ❢♦r❝❡ θT (−,D)Γ,A ✭♦✉ ρ
T (−,D)
Γ,A ✱ s✐ C = Gain
op✮ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡s ♣s❡✉❞♦✲
♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❢♦rts ❞❡ Par ❡st ❣❛❣♥❛♥t❡ ♣♦✉r t♦✉s Γ ❡t A ❞❡ Gain✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✷✳✶✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts à ❣❛✐♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❝♦♥st❛♥ts✱
❧✬✐❞❡♥t✐té✱ ❧❛ s♦♠♠❡✱ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❡t ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥ − ⇒ A ♣♦✉r t♦✉t ❥❡✉ à ❣❛✐♥ A✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❡❧❧❡ ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ♣❛r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❢♦r❝❡s ❡t ❝♦♥tr❛❢♦r❝❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡s ♣s❡✉❞♦✲
♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❢♦rts ❞❡ Par✳ P♦✉r ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✱ ❧✬✐❞❡♥t✐té✱ ❧❡s s♦♠♠❡s✱ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❡t ❧✬❡①✲
♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥✱ ❝❡s ❢♦r❝❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡ ❡t ❧❡s ❝♦♣r♦❞✉✐ts
❢❛✐❜❧❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧s ❞♦♥❝ s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❣❛❣♥❛♥t❡s✳ ▲❡s ❢♦r❝❡s ❡t ❝♦♥tr❛❢♦r❝❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦✲
sé❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ s♦♥t é❣❛❧❡s ✭❡♥❝♦r❡ ♣❛r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡s
♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❢♦rts✮ à ❞❡s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r❝❡s ❡t ❝♦♥tr❛❢♦r❝❡s ❞é❥à s✉♣♣♦sé❡s ❣❛✲
❣♥❛♥t❡s✱ ❞♦♥❝ t♦✉❥♦✉rs ❣❛❣♥❛♥t❡s✳
❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ❢♦rts ♣♦✉r Gain✱ ❛ss❡③ ❣r❛♥❞❡ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ str✉❝✲
t✉r❡ ❞❡ t②♣❡s ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❢♦rts✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡s ❢♦r❝❡s s♦♥t é❣❛❧❡s à ❝❡❧❧❡s q✉✬♦♥
❛✈❛✐t ♣♦✉r Par✱ ❡❧❧❡s ✈ér✐✜❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s éq✉❛t✐♦♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡
✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡s ❢♦r❝❡s ❡t ❝♦♥tr❛❢♦r❝❡s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡♥ ❧❡✉r ♣❛r❛♠ètr❡ ❢♦♥❝t❡✉r ✿ ♦♥
s❛✐t q✉❡ ❝❡s ❢♦r❝❡s ❡t ❝♦♥tr❛❢♦r❝❡s s♦♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡♥ T ❞❛♥s Par✱ ❞♦♥❝ q✉✬❡❧❧❡s ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝
t♦✉t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts ❞❡ Par ❀ ♠❛✐s ✐❧ ② ❛ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡✲
♠❡♥t ♣❧✉s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts ❞❛♥s Gain q✉❡ ❞❛♥s Par✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts à ❣❛✐♥ ♥❡ ❞♦✐t ❝♦♠♠✉t❡r q✉✬❛✈❡❝
❧❡s str❛té❣✐❡s ❣❛❣♥❛♥t❡s✱ ❛❧♦rs q✉✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts ❞❛♥s
Par ❞♦✐t ❝♦♠♠✉t❡r ❛✈❡❝ t♦✉t❡s ❧❡s str❛té❣✐❡s ✐♥♥♦❝❡♥t❡s ❡t ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥t❤ésé❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥
✈❛ ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ q✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ✿ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡
❡♥tr❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts à ❣❛✐♥ s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs
♦✉✈❡rts s♦✉s✲❥❛❝❡♥ts✱ ❞♦♥❝ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♦✉✈❡rt❡✳
✽✳✷✳✷ ❚②♣❡s ❢♦rts ♣♦✉r ❧❡ ❣❛✐♥
P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡s ❢♦r❝❡s ❡t ❝♦♥tr❛❢♦r❝❡s ❡♥ ❧❡✉r ♣❛r❛♠ètr❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧✱ ♦♥ ✈❛
ét❡♥❞r❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts
❛✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts à ❣❛✐♥✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣r❡♥❞r❡ ❞❡✉①
❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts à ❣❛✐♥ S ❡t T ✱ ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ η : S
•
→ T ✳ ❊♥
♦✉❜❧✐❛♥t ❧❡ ❣❛✐♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❥❡✉ A ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ηA : SA→ TA✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s
❡♥ t✐r❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ s✉r Par✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ηA ❝♦♠♠✉t❡
❛✈❡❝ t♦✉t❡s ❧❡s str❛té❣✐❡s ❣❛❣♥❛♥t❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡r❛ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ s✉✣s❛♠❡♥t ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s
♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✷✳ ❈❡rt❛✐♥s ❧❡♠♠❡s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r
♠♦♥tr❡r q✉✬♦♥ ❛ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ str❛té❣✐❡s ❣❛❣♥❛♥t❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✐❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t
❥❡✉ à ❣❛✐♥ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦①✐♠é ♣❛r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ ❥❡✉① à ❣❛✐♥ s✉r ❞❡s ❛rè♥❡s ✜♥✐❡s✱
❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ❡t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s s♦✐❡♥t ❣❛❣♥❛♥t❡s✳
▲❡♠♠❡ ✽✳✷✳✷ ✭❉é♣❧✐❛❣❡✮✳ ❙♦✐t A ✉♥ ❥❡✉ à ❣❛✐♥✳ ▲❡ ❞é♣❧✐❛❣❡ A˜ ❞❡ ❧✬❛rè♥❡ A ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡
ét❡♥❞✉ ❡♥ ✉♥ ❥❡✉ à ❣❛✐♥ A˜ t❡❧ q✉❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ γA : A → A˜ ❡t s♦♥ ✐♥✈❡rs❡ s♦♥t ❣❛❣♥❛♥ts✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ A ❡t A˜ ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣❛rt✐❡s à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✱ ♦♥ éq✉✐♣❡ A˜ ❞❡
❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ q✉❡ s✉r A✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ❞✐r❡❝t q✉❡ γA ❡t γ
−1
A s♦♥t ❣❛❣♥❛♥t❡s✳
✽✳✷✳ P❖■◆❚❙ ❋■❳❊❙ ✷✷✾
▲❡♠♠❡ ✽✳✷✳✸ ✭❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮✳ ❙♦✐t F ✉♥ ❥❡✉ à ❣❛✐♥ ❞♦♥t ❧✬❛rè♥❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ F ❡st ✉♥❡ ❢♦rêt
✐♥✜♥✐❡✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ F1,F2, . . . ❞❡ ❥❡✉① à ❣❛✐♥s ❢♦r♠❛♥t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ str✐❝t❡♠❡♥t
❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r ❧❡s ❛rè♥❡s s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡s ✿
F1 E F2 E F3 E . . .
❊t t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i✱ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ proji : F → Fi ❡st ❣❛❣♥❛♥t s✉r F ⇒ Fi✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r i ✉♥ ❡♥t✐❡r✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t Fi ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦rêt ♣ré✜①❡ ❞❡ F ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r
2i + 1✳ P❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛❧t❡r♥❛♥❝❡ ❖♣♣♦s❛♥t✴❏♦✉❡✉r s✉r ❧❡s ❛rè♥❡s✱ ❧❡s ❞❡r♥✐❡rs ❝♦✉♣s ❞❡s
❜r❛♥❝❤❡s ❞❡ Fi s♦♥t ❖♣♣♦s❛♥t✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❡ Fi ❡st éq✉✐♣é ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥
GFi q✉✐ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à L
ω
Fi
❞❡ GF ✳ proji ❡st ❛❧♦rs ❣❛❣♥❛♥t❡ ✿ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ s❡s
♣❛rt✐❡s ❡st ❣❛❣♥❛♥t❡ ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té✱ ❡t ❡❧❧❡ ❡st t♦t❛❧❡ ❝❛r ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡
♣❛rt✐❡s ❞❡ idF tr♦♥q✉é❡s ❛♣rès ✉♥ ❝♦✉♣ ❏♦✉❡✉r✳
❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✷✳✹ ✭❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✮✳ ❙♦✐t η : S
•
→ T ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❢♦♥❝✲
t❡✉rs ♦✉✈❡rts à ❣❛✐♥✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ❥❡✉ à ❣❛✐♥ A✱ ♦♥ ❛ ηA = η[idA]✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s str❛té❣✐❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡s ▲❡♠♠❡s ✼✳✸✳✶✵✱ ✼✳✸✳✶✶ ❡t ✼✳✸✳✶✷ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❡♥t ❜✐❡♥ à ❞❡s str❛té❣✐❡s ❣❛❣♥❛♥t❡s✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♣❡✉ ✐♠♣♦rt❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ✉t✐❧✐sé❡ ✿
❝❡s str❛té❣✐❡s ♥✬♦♥t q✉❡ ❞❡s ✜❧s ✜♥✐s✱ ❡t ❞♦♥❝ s♦♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❣❛❣♥❛♥t❡s ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❣❛✐♥✳ ▲❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡s ▲❡♠♠❡s ✼✳✸✳✶✸✱ ✼✳✸✳✶✹ ❡t ✼✳✸✳✶✺
s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ✈❛❧✐❞❡s✱ ♣❛r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❢❡r♠é❡ ❛✈❡❝ ❝♦♣r♦❞✉✐ts ❢❛✐❜❧❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧s
❞❡ Gain✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s s✉r ❧❡s ❥❡✉① à ❣❛✐♥ ❞♦♥t
❧✬❛rè♥❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦rêt ✜♥✐❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡
♣❛ss❡r ❛✉① ❢♦rêts ✐♥✜♥✐❡s✱ ♣✉✐s ❛✉① ❛rè♥❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✽✳✷✳✺ ✭❚②♣❡s ❢♦rts ♣♦✉r Gain✮✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Gain ❛ ❧❡s t②♣❡s ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①
❢♦rts✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ ♠❛♥q✉❛✐t ❥✉st❡ ❧❛ ♥❛t✉r❛❧✐té ❞❡ θTΓ,A ❡t ❞❡ ρ
N
Γ,A ❡♥ T ❡t N ✳ ❈✬❡st ✉♥❡
❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✳
✽✳✷✳✸ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❡♥ ✈✐❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t à ✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝❧é ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✿ ❧❛ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s✱ t✐r❛♥t ♣❛rt✐ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛rè♥❡s ❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡
❞♦♥♥❡r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡ ❛✉① ♣♦✐♥ts ✜①❡s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ ▼❝✲
❈✉s❦❡r✳ ❖♥ ✈❛ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✐❝✐ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❛rè♥❡s ❡t ❧✬❡♥r✐❝❤✐r ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞❡ ❣❛✐♥✱ ❡t ♠♦♥tr❡r q✉✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ✉♥❡ ❝♦❛❧❣è❜r❡ t❡r♠✐♥❛❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt à ❣❛✐♥ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❡t ✉♥❛✐r❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✷✳✷ ✭❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡✮✳ ❙♦✐t T ✉♥❡ ❛rè♥❡ ♦✉✈❡rt❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥♦♠ X
t❡❧❧❡ q✉❡ T ❡st str✐❝t❡ ❡♥ X ✭❛✉❝✉♥ tr♦✉ X ♥✬❡st ✐♥✐t✐❛❧✮✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛rè♥❡ ♦✉✈❡rt❡
ρX.T ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
MρX.T = MT \X
λρX.T = λT ↾MρX.T
m ⊢ρX.T n ⇔ ∨
{
m ⊢T n
m ⊢T ξ ·X ∧ n ∈ IT
IρX.T = IT
✷✸✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✽✳ ▼❖❉➮▲❊ ❉❊❙ P❖■◆❚❙ ❋■❳❊❙
❋✐❣✳ ✽✳✶ ✕ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡✳
❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé q✉❡
X ♥✬❛♣❛r❛✐ss❛✐t ❥❛♠❛✐s à ❧❛ r❛❝✐♥❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ❝♦✉♣ m q✉✐ ❧❡ ❥✉st✐✜❡✱ ❞✉ ♠♦✐♥s ❞ès
q✉❡ X ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s T ✳ ❈❡❧❛ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❣é♥èr❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s
❧✬❛rè♥❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✷✳✸ ✭Pr♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❜♦✉❝❧❡✮✳ ❙♦✐t T ✉♥❡ ❛rè♥❡ ♦✉✈❡rt❡ str✐❝t❡ ❡t s ∈ LωρX.T ✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ sφ(1), sφ(2), . . . é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡
♣♦✉r t♦✉t i✱ sφ(i+1) ♣♦✐♥t❡ ✈❡rs sφ(i) ❞❛♥s s✳ ▲❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ s✱ ♦✉ ❥✉st❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r
❞❡ s s✐ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡st ❝❧❛✐r✱ ❡st ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ✭❞❛♥s N ∪ {+∞}✮ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s q✉❡
t♦✉t ❝❤❡♠✐♥ sφ(1), sφ(2), . . . ❞❡ s ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❡①t❡r♥❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✷✳✻✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❛rè♥❡ T str✐❝t❡✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ φ ✭✈♦✐r
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✮ ❡♥tr❡ ❧✬❛rè♥❡ ρX.T ❡t ❧✬❛rè♥❡ Tω ♦❜t❡♥✉❡ à ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✺✳✸ ♣❛r ✐tér❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡
❞❡ T ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ρX.T ❡t Tω ✿ ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s
s♦♥t ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ s✐ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s Tω ❡st ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ❝♦✉♣ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥
❞❛♥s ρX.T ✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ Tω ❡t ρX.T ✱ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ♦♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ s✉❝❝❡ss❡✉rs
✐s♦♠♦r♣❤❡s✱ ❡t t♦✉❥♦✉rs ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥✳
❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✽✳✷✳✼✳ ❙♦✐t T ✉♥❡ ❛rè♥❡ ♦✉✈❡rt str✐❝t❡✱ ❛❧♦rs ❧✬❛rè♥❡ ρX.T ❡st ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠✐♥✐♠❛❧
♣♦✉r ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt T ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛rè♥❡s s♦♥t r❡❧✐é❡s ♣❛r ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s✳
P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛✉r❡♥t ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✮✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ✐s♦♠♦r♣❤❡s ❞❛♥s Par✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
♦♥ s❛✐t ♣❛r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✺✳✸ q✉❡ Tω ❡st ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦✉r T ✱ ❞♦♥❝
❝✬❡st ❛✉ss✐ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ρX.T ✳
❆✐♥s✐✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡ à ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t
♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦✉r T ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❝❈✉s❦❡r✳ ▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡♥t ❧✬❡♥r✐❝❤✐r
❛✈❡❝ ❞✉ ❣❛✐♥✳ ➱t❛♥t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s✱ φT ❣é♥èr❡ ❧✐❜r❡♠❡♥t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
♣❛rt✐❡s φT : LωρX.T → L
ω
Tω ❞♦♥t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣ré✜①❡ ❡t ❛✈❡❝ ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✉
♣ré✜①❡ ❥✉st✐✜❝❛t❡✉r✳ ➚ tr❛✈❡rs ❝❡t ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r t♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ ❞❛♥s LωρX.T ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❛♥s LωTω ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ❡t ❝❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡✳
✽✳✷✳ P❖■◆❚❙ ❋■❳❊❙ ✷✸✶
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✷✳✽✳ ❙♦✐t s ∈ LωρX.T ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r n✳ ❆❧♦rs φ(s) ∈ L
ω
Tn(1) ♠❛✐s φ(s) 6∈
LωTn−1(1)✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✱ ❝✬❡st ❝❧❛✐r q✉❡ φ(s) ∈ LωTn(1)✳ ▼❛✐s s✐ ♦♥
❛✈❛✐t ❛✉ss✐ φ(s) ∈ LωTn−1(1)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛✉r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❢♦r❝é♠❡♥t s ❞❡ ♣r♦❞♦♥❞❡✉r str✐❝t❡♠❡♥t
✐♥❢ér✐❡✉r❡ à n✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛❜s✉r❞❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✷✳✹ ✭P❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐♥t ✜①❡✮✳ ❙♦✐t T : Gain → Gain ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt à ❣❛✐♥
t❡❧ q✉❡ ❧✬❛rè♥❡ ♦✉✈❡rt❡ T ❡st str✐❝t❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ❥❡✉ à ❣❛✐♥ µX.T ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❙♦♥ ❛rè♥❡
s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❡st ρX.T ✱ ❡t s✐ s ∈ LωρX.T ✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ G ♣❛r ✿
✕ ❙✐ s ❡st ❞❡ ♣r♦♥❢♦♥❞❡✉r ✐♥✜♥✐❡✱ G(s) = L✳
✕ ❙✐♥♦♥✱ s♦✐t n ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ s✱ ♦♥ ♣♦s❡ G(s) = GT n(1)(φ(s))✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✷✳✺ ✭P❧✉s ❣r❛♥❞ ♣♦✐♥t ✜①❡✮✳ ❙♦✐t T : Gain → Gain ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt à ❣❛✐♥
t❡❧ q✉❡ ❧✬❛rè♥❡ ♦✉✈❡rt❡ T ❡st str✐❝t❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ❥❡✉ à ❣❛✐♥ νX.T ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❙♦♥ ❛rè♥❡
s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❡st ρX.T ✱ ❡t s✐ s ∈ LωρX.T ✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ G ♣❛r ✿
✕ ❙✐ s ❡st ❞❡ ♣r♦♥❢♦♥❞❡✉r ✐♥✜♥✐❡✱ G(s) = W ✳
✕ ❙✐♥♦♥✱ s♦✐t n ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ s✱ ♦♥ ♣♦s❡ G(s) = GT n(1)(φ(s))✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✷✳✾✳ ❙♦✐t T ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt à ❣❛✐♥ ❞✬❛rè♥❡ ♦✉✈❡rt❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ str✐❝t❡✳
❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s é✈✐❞❡♥t ❡♥tr❡ ρX.T ❡t T (ρX.T )✱ q✉✐ ❣é♥èr❡ ✉♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ χT : T (µX.T )→ T ✳ ❆❧♦rs ✿
✕ χT : T (µX.T )→ µX.T ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❣❛❣♥❛♥t❡ ❀
✕ χ−1T : νX.T → T (νX.T ) ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❣❛❣♥❛♥t❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❣❛✐♥ s✉r µX.T ❡t νX.T ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞❡ ❣❛✐♥ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t à ❣❛✉❝❤❡ ❡t à ❞r♦✐t❡✱ ❞♦♥❝ χT ❡t χ
−1
T s♦♥t ❜✐❡♥ ❣❛❣♥❛♥t❡s✳
❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✷✳✶✵✳ ❙♦✐t T ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt à ❣❛✐♥ ❞✬❛rè♥❡ ♦✉✈❡rt❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ str✐❝t❡✱
❛❧♦rs (µX.T , χT ) ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣♦✉r T ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t (A, σ) ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ T ✳ ■❧ ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡
str❛té❣✐❡ ❣❛❣♥❛♥t❡ σ† : µX.T ⇒ B t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❝♦♠♠✉t❡✳
T (µX.T )
T (σ†) //
iT 
T (B)
σ

µX.T
σ†
// B
■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ♦♥ ✈❡✉t ❥✉st❡ ✐tér❡r σ ✿
. . .
T 3(σ)// T 3(B)
T 2(σ) // T 2(B)
T (σ) // T (B)
σ // B
❊t ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❛✉❝✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ Gain ♥✬❛ss✉r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t q✉❡
❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡ ❡①✐st❡✳ ❖♥ ✈❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✈♦✐r q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❧❛ ❝♦♥str✉✐r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡♥r✐❝❤✐ss❡♠❡♥t
❡♥ ♦r❞r❡s ♣❛rt✐❡❧s ❝♦♠♣❧❡ts ❞❡ Par✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❡s ✐téré❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ σ ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿
σ(1) = σ
σ(n+1) = T n(σ);σ(n)
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❖♥ ❛ ♣❛s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ σ(n) ⊆ σ(n+1)✱ ❝❡ q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♦♥ ❛
❜✐❡♥ ♣♦✉r t♦✉t n ✿
σ
(n)
↾Tµ⇒B ⊆ σ
(n+1)
↾Tµ⇒B
❊t t♦✉t❡s ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❤❛î♥❡ s♦♥t ❞❡s str❛té❣✐❡s ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛rt✐❡❧❧❡s✮ s✉r
Tω ⇒ B✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r✱ ♣❛r ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ s✉r ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❛♥s Par ✿
σ(ω) =
⋃
i∈N∗
σ(i)
❈✬❡st ❜✐❡♥ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ σ(ω) q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✱ ♠❛✐s ❡♥❝♦r❡ ❢❛✉t✲✐❧ ❧❛ r❛♣♣♦rt❡r à ❧✬❛rè♥❡
ρX.T ⇒ B✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s φ : LωρX.T → L
ω
Tω ❣é♥èr❡✱ ❡♥ ❧✬ét❡♥❞❛♥t ♣❛r
❧✬✐❞❡♥t✐té s✉r B✱ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s φ′ : LωρX.T⇒B → L
ω
Tω⇒B✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs σ
† =
φ′−1(σ(ω))✳ ❇✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ σ† ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ✐♥♥♦❝❡♥t❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❡st ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡
❞✐r❡❝t❡ ❛✈❡❝ σ(ω)✱ ♦❜t❡♥✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s ✐♥♥♦❝❡♥t❡s✳
▲❛ str❛té❣✐❡ σ† ❡st t♦t❛❧❡✳ ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡r ♣♦✉r σ(ω)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ q✉❡ s ∈ σ(ω) ❡t q✉❡ sa ♥✬❛✐t ♣❛s ❞❡ ré♣♦♥s❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ n t❡❧ q✉❡
s ∈ σ(n)✳ ❆❧♦rs✱ ❝✬❡st q✉❡ σ(n) ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ré♣♦♥s❡ à sa ❞❛♥s ρX.T ⇒ B✳ ▼❛✐s ♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t
s ∈ σ(n+1)✱ q✉✐ ❡st t♦t❛❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡s t♦t❛❧❡s✳ ❖r
❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞❡ σ(n+1) à a ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s Tω ✿ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞❡ σ à ✉♥ ❝♦✉♣ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ B
♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s B à ❣❛✉❝❤❡✱ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s tr♦✉s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s
❛♣♣❛r❛îtr❡ à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡s ❛rè♥❡s ♦✉✈❡rt❡s✳ ❉♦♥❝✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❜✐❡♥ ✉♥ ❝♦✉♣ b t❡❧ q✉❡ sab ∈ σ(n+1)
❡t sab ∈ LTω⇒B✱ ❞♦♥❝ sab ∈ σ(ω)✳
▼♦♥tr♦♥s q✉❡ σ† ❡st ❣❛❣♥❛♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡ ❞❛♥s σ†✱ t❡❧❧❡ q✉❡
s′ = s↾ρX.T ❡st ❣❛❣♥❛♥t❡ s✉r µX.T ✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❣❛✐♥ s✉r µX.T ✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s′ ❛ ✉♥❡
♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✜♥✐❡ n✱ ❡t q✉❡ φ(s′) ❡st ❣❛❣♥❛♥t❡ s✉r T n(1)✳ ▼❛✐s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛ ❡♥ ❢❛✐t φ′(s) ∈
σ(n)✱ ❛✉tr❡♠❡♥t s′ s❡r❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s à ♣r♦❢♦♥❞❡✉r n + 1✳ ❖r σ(n) ❡st ❣❛❣♥❛♥t❡
♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡s ❣❛❣♥❛♥t❡s✱ ❞♦♥❝ φ′(s)↾B = s↾B ❡st
❜✐❡♥ ❣❛❣♥❛♥t❡ s✉r B✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛✉tr❡ str❛té❣✐❡ f : µX.T ⇒ B ❢❛✐s❛♥t ❝♦♠♠✉✲
t❡r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❧❡ ❝❛s✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs T (f);σ = χT ; f ♣✉✐sq✉❡
f ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ✿
f = χ−1T ; T (f);σ
P❛r ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♥♦t♦♥s φ : Tω → ρX.T ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❛♥s Par ❣é♥éré ♣❛r ❧✬✐s♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s φ✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿
φ; f = φ;χ−1T ; T (f);σ
= T (φ; f);σ
❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬é❣❛❧✐té φ;χ−1T = T (φ)✱ q✉✐ ❡st tr✐✈✐❛❧❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s str❛té❣✐❡s✳ ❆♣rès n
s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
φ; f = T n+1(φ; f); T n(σ); . . . ; T (σ);σ
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ ♦♥ ❛ ✿
T n+1(φ; f);σ(n) = φ; f
✽✳✷✳ P❖■◆❚❙ ❋■❳❊❙ ✷✸✸
▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♣r❡♥♦♥s s ∈ φ; f ✳ ❙♦✐t n ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ s↾Tω ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ n ♠❛①✐♠❛❧ t❡❧ q✉❡
s↾Tω ∈ LTn(1)✳ ❯♥ t❡❧ n ❡①✐st❡ ❜✐❡♥✱ ♣✉✐sq✉❡ s ❡st ✜♥✐❡✳ ❖♥ ❛ s ∈ T
n+1(φ; f);σ(n)✱ ♠❛✐s
s ❡st ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r n ❞♦♥❝ s ∈ σ(n)✱ ❞♦♥❝ s ∈ σ(ω)✳ ❖r φ; f ❡t σ(ω) s♦♥t ❞❡✉① str❛té❣✐❡s
t♦t❛❧❡s✱ ❞♦♥❝ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬✉♥❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧✬é❣❛❧✐té✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
f = φ−1;σ(ω) = σ†✳
❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✷✳✶✶✳ ❙♦✐t T ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt à ❣❛✐♥ ❞✬❛rè♥❡ ♦✉✈❡rt❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ str✐❝t❡✱
❛❧♦rs (νX.T , χ−1T ) ❡st ✉♥❡ ❝♦❛❧❣è❜r❡ t❡r♠✐♥❛❧❡ ❞❡ T ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t (A, σ) ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦❛❧❣è❜r❡ t❡r♠✐♥❛❧❡ ❞❡ T ✳ ■❧ ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
✉♥✐q✉❡ str❛té❣✐❡ ❣❛❣♥❛♥t❡ σ‡ : B ⇒ νX.T t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❝♦♠♠✉t❡✳
T (νX.T ) oo
T (σ‡)
OO
iT
T (B)
OO
σ
νX.T oo
σ‡
B
❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ σ(ω) ✿
σ(1) = σ
σ(n+1) = σ(n); T n(σ)
σ(ω) =
⋃
i∈N
σ
(n)
↾B⇒Tω
P✉✐s✱ s✐ ♦♥ ét❡♥❞ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s φ : LωρX.T → L
ω
Tω à B ⇒ ρX.T ♣❛r ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉r
❧❡s ❝♦✉♣s ❞❛♥s B✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✿
σ‡ = φ−1(σ(ω))
P♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s r❛✐s♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❜✐❡♥ ✉♥❡ str❛té❣✐❡
✐♥♥♦❝❡♥t❡ ❡t t♦t❛❧❡✳ ❉ét❛✐❧❧♦♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❣❛❣♥❛♥t❡✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱
♦♥ s✉r❝❤❛r❣❡r❛ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ φ ❡t φ ❞és✐❣♥❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ str❛té❣✐❡ s✉r ρX.T ⇒ Tω ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡ φ✳ ❙♦✐t s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡ ❞❛♥s σ‡✱ t❡❧❧❡ q✉❡ s↾B ❡st ❣❛❣♥❛♥t❡
s✉r B✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❛❧♦rs s′ = s↾νX.T ✳ ❙♦✐t ❡❧❧❡ ❛ ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✐♥✜♥✐❡ ❡t s ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t
❣❛❣♥❛♥t❡✱ s♦✐t ❡❧❧❡ ❛ ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✜♥✐❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❛✈❡❝ n s❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✱ ♦♥ ❛ φ(s) ∈ σ(n)✱
♦r σ(n) ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡s ❣❛❣♥❛♥t❡s ❞♦♥❝ ❡st ❣❛❣♥❛♥t❡✱ ❞♦♥❝ φ(s) ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡
❣❛❣♥❛♥t❡ s✉r B ⇒ T n(1)✱ ❞♦♥❝ ❝✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡ s s✉r B ⇒ νX.T ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉
❣❛✐♥ s✉r νX.T ✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ σ‡ ❡st ❜✐❡♥ ❧❛ s❡✉❧❡ str❛té❣✐❡ ❣❛❣♥❛♥t❡ st❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❡❧❧❡ ♥❡ s❡r❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ré♣été❡✳
✽✳✷✳✹ ❯♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ µ✲❢❡r♠é❡
▲❛ str✉❝t✉r❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❥✉sq✉✬à ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❛♥s Par ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts
♠✐♥✐♠❛✉① ❛✉① ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ✴ ❝♦❛❧❣è❜r❡s ✜♥❛❧❡s ❞❛♥s
Gain ❛✉① ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts à ❣❛✐♥✳ ❈❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s
t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ♦✉ ❝♦✐♥❞✉❝t✐❢s ♥♦♥ ❡♥tr❡❧❛❝és✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t❡❧s q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❧✐❜r❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱
✷✸✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✽✳ ▼❖❉➮▲❊ ❉❊❙ P❖■◆❚❙ ❋■❳❊❙
♦♥ ✈❛ ❛♣♣♦rt❡r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣✐❡rr❡ à ❧❛ str✉❝t✉r❡ µ✲❢❡r♠é❡ ❞❡ Gain ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t ❝♦♠♠❡♥t ♦♥
♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts à ❣❛✐♥ ❛✉① ❛❧❣è❜r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♣❛r❛♠étrés ❡t
❝♦❛❧❣è❜r❡s t❡r♠✐♥❛❧❡s ♣❛r❛♠étré❡s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡
µLJ ✱ ♠ê♠❡ ❡♥tr❡❧❛❝é❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✷✳✶✷✳ ❙♦✐t T : Gain × D → Gain ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt à ❣❛✐♥✱ ♦ù D ❡st ✉♥
♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♣✐❡s ❞❡ Gain ❡t Gainop✳ ❆❧♦rs ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣❛r❛♠étré❡ ✿
T µ : D → Gain
❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt à ❣❛✐♥✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❘❛♣♣❡❧❧♦♥s q✉❡ T µ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞❛♥s D → Gain t❡❧
q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t D ♦❜❥❡t ❞❡ D ♦♥ ❛✐t T µ(D) = µX.T (X,D)✱ ❡t t❡❧ q✉❡ χD : T (T µ(D), D) →
T µ(D) s♦✐t ♥❛t✉r❡❧ ❡♥ D✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐ f : D1 → D2✱ T µ(f) ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡
❧✬✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ T (−, D1)✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ (T µ(D1), χD1) ✈❡rs ❧✬❛❧❣è❜r❡
(T µ(D2), T (T
µ(D2), f);χD2)✳ ❉❛♥s ❧❛ s②♥t❛①❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐té ❞❡ (µX.T , χT )✱
❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ ✿
T µ(f) = (T (T µ(D2), f);χD2)
†
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✐❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ T µ(f) s✉r ❧❡s str❛té❣✐❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥
❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt✱ ❞♦♥t ❧✬❛rè♥❡ ♦✉✈❡rt❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ s❡r❛ ρX.T ✳ ▼♦♥tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ t♦✉t❡ P ✲
✈✉❡ ❡st P ✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♣r♦❝é❞❡r ❛✉① r❡str✐❝t✐♦♥s ✈❡rt✐❝❛❧❡s✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ s ✉♥❡
P ✲✈✉❡ ❞❡ T µ(f)✱ ❞♦♥❝ ❞❡ (T (T µ(D2), f);χD2)
†✱ s♦✐t (T (T µ(D2), f);χD2)
(ω) à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❞❡ ♣❛rt✐❡s ♣rès ✭♦♥ ✈❛ ❣❛r❞❡r s✐❧❡♥❝✐❡✉① ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ ❝❡t ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣♦✉r ❝❧❛r✐✜❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡✮✳
❉♦♥❝✱ ✐❧ ❡①✐st❡ n ∈ N t❡❧ q✉❡ s ❡st ✉♥❡ P ✲✈✉❡ ❞❡ (T (T µ(D2), f);χD2)
(n)✳ ▼♦♥tr♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡
s ❡st P ✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r n✳ ❙✐ n = 0✱ ♦♥ ❛ s ∈ T (T µ(D2), f);χD2 ✱ ❞♦♥❝ ❡st
❜✐❡♥ P ✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ D ♣✉✐sq✉✬♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r
♦✉✈❡rt✱ ❞♦♥❝ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳ ❙✐♥♦♥✱ s✐ α = T (T µ(D2), f);χD2 ✱ ♦♥ ❛ s ∈ α
(n+1) =
T n(α,D1);α
(n) ❞♦♥❝ ❡st ✉♥❡ P ✲✈✉❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s ❡♥ t♦✉t❡s ❧❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ D✱ ❞♦♥❝ P ✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡✳ P❛r ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s r❡str❡✐♥t
à s❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ❡st ❞❛♥s idµX.T ✱ ❡t q✉❡ s❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
❛r❣✉♠❡♥t ❞❡D1 ⇒ D2 s♦♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ f ✳ ❈✬❡st tr✐✈✐❛❧ s✐ s ∈ α ♣✉✐sq✉❡
α ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡✳ ❙✐ s ∈ T n(α,D1);α(n)✱ ❛❧♦rs ❝✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt µX.T s♦♥t ❣❛❣♥❛♥t❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱
❞é❝♦♠♣♦s♦♥s D = C × D′✱ ♦ù C = Gain ♦✉ C = Gainop✱ ❡t s♦✐t D ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ D′✱ ✐❧ ❢❛✉t
♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s str❛té❣✐❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ❣❛❣♥❛♥t❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ C✳
θ
(µX.T )(−,D)
Γ,A : Γ× ((µX.T )(A, D)→ ((µX.T )(Γ×A, D)
ρ
(µX.T )(−,D)
Γ,A : Γ× ((µX.T )(Γ×A, D)→ ((µX.T )(A, D)
❙♦✐t s ∈ θ(µX.T )(−,D)Γ,A ✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ s ❡st ❣❛❣♥❛♥t❡ s✉r Γ× ((µX.T )(A, D)✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡
s↾Γ ❡st ❣❛❣♥❛♥t❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ s↾((µX.T )(A,D)✳ ❈❡tt❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞✉ ❣❛✐♥ s✉r µX.T )(A, D)✱ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ s ❡st ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r n✳ ▼❛✐s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ❝♦♥st❛t❡
✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ s ∈ θT
n(1,−,D) ✭à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s ♣rès✮✱ ❡t ❡st ❞♦♥❝ ❣❛❣♥❛♥t❡
♣✉✐sq✉❡ T n(1,−, D) ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt à ❣❛✐♥✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s♦✐t s ∈ ρ(µX.T )(−,D)Γ,A ✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡
❡st s✐♠✐❧❛✐r❡✳ P✉✐sq✉✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ s ❣❛❣♥❛♥t❡ à ❣❛✉❝❤❡✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❞♦✐t êtr❡ à ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✜♥✐❡ n✱
❡t ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✬✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt à ❣❛✐♥✱ ❞♦♥❝ ❣❛❣♥❛♥t❡✳
✽✳✷✳ P❖■◆❚❙ ❋■❳❊❙ ✷✸✺
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✷✳✶✸✳ ❙♦✐t T : Gain × D → Gain ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt à ❣❛✐♥✱ ♦ù D ❡st ✉♥
♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♣✐❡s ❞❡ Gain ❡t Gainop✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❝♦❛❧❣è❜r❡ t❡r♠✐♥❛❧❡ ♣❛r❛♠étré❡ ✿
T ν : D → Gain
❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt à ❣❛✐♥✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ s②♥t❛①❡✱ ❝❡tt❡ ❝♦❛❧❣è❜r❡
t❡r♠✐♥❛❧❡ ♣❛r❛♠étré❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r✱ s✐ f : D1 → D2 ✿
T ν(f) = (χ−1D1 ; T (T
ν(D1), f))
‡
❊♥ ♣❛ss❛♥t s♦✉s s✐❧❡♥❝❡ ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s✱ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ T ν(f) s♦♥t
❞♦♥❝ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ (χ−1D1 ; T (T
ν(D1), f))
(ω) ❞♦♥❝ ✭♣♦✉r n ∈ N✮ ❞❡ (χ−1D1 ; T (T
ν(D1), f))
(n)✳ ❖♥
♠♦♥tr❡ ❞♦♥❝ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r n q✉❡ s✐ s ❡st ✉♥❡ t❡❧❧❡ P ✲✈✉❡✱ s ❡st ❜✐❡♥ P ✲❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ❡♥
t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ D✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❝✬❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ (ρX.T )(f)✳
■❧ ❢❛✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ ♦♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ D = C×D′✱ ♦ù C ❡st Gain ♦ù Gainop✱ ❡t
s✐ D ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ D′✱ q✉❡ ❧❡s ❢♦r❝❡s ✭s❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ C ✿
θ
(νX.T )(−,D)
Γ,A : Γ× ((νX.T )(A, D)→ ((νX.T )(Γ×A, D)
ρ
(νX.T )(−,D)
Γ,A : Γ× ((νX.T )(Γ×A, D)→ ((νX.T )(A, D)
s♦♥t ❣❛❣♥❛♥t❡s✳ ▼❛✐s s✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡ ❞❛♥s θ(νX.T )(−,D)Γ,A ✱ ❛❧♦rs s♦✐t s ❡st
❣❛❣♥❛♥t❡ à ❞r♦✐t❡ ❡t ✐❧ ♥✬② ❛ r✐❡♥ à ♠♦♥tr❡r✱ s♦✐t ❡❧❧❡ ❡st ♣❡r❞❛♥t❡ à ❞r♦✐t❡✳ ▼❛✐s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱
♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❣❛✐♥ s✉r ((νX.T )(Γ×A, D)✱ ❝✬❡st q✉✬❡❧❧❡ ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r
✜♥✐❡ n✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❝✬❡st à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s ♣rès ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ θT
n(1,−,D)✱ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s
❡❧❧❡ ❡st ❜✐❡♥ ❣❛❣♥❛♥t❡ ♣✉✐sq✉❡ T ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt à ❣❛✐♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ ♣♦✉r
ρ✳
P✉✐sq✉✬♦♥ s❛✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♣❛r❛♠étré❡s ❡t ❧❡s ❝♦❛❧❣è❜r❡s t❡r♠✐♥❛❧❡s
♣❛r❛♠étré❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts à ❣❛✐♥✱ ♦♥ ♣❡✉t é♥♦♥❝❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡
❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✷✳✶✹✳ Gain ❡st µ✲❢❡r♠é❡ ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s str✐❝ts ❡t ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①✱ ❡t ❞♦♥❝
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❢r❛❣♠❡♥t str✐❝t ❡t ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡ µLJ ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❚r✐✈✐❛❧✱ ♣❛r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♣ré❝é❞❡♥ts ❡t ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✹✳✷✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✽✳✷✳✶✺✳ ▲❡ ❢r❛❣♠❡♥t str✐❝t ❡t ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡ µLJ ❡st ❝♦❤ér❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ 0✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ 0 ❡st ✐♥t❡r♣rété❡ ♣❛r ❧❡ ❥❡✉ à ❣❛✐♥ 0 ❞♦♥t ❧✬❛rè♥❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ♥✬❛
q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❝♦✉♣ ◦✱ ❞❡ ♣♦❧❛r✐té ❖♣♣♦s❛♥t✳ ❏♦✉❡✉r ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦ss✐❜❧❡ à ❝❡ ❝♦✉♣✱ ♣❛r
❝♦♥séq✉❡♥t ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ❞❡ str❛té❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❥❡✉ 0✳ ❖r ♦♥ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ t♦✉t❡ ♣r❡✉✈❡
❞❡ µLJ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ 0 s✬✐♥t❡r♣rèt❡r❛✐t ❞❛♥s ✉♥❡ str❛té❣✐❡ t♦t❛❧❡ ✭❡t ♠ê♠❡ ❣❛❣♥❛♥t❡✮ s✉r ❧❡
❥❡✉ 0✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ t❡❧❧❡ ♣r❡✉✈❡✳
➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✷✳✶✹ ❡st ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ s♦♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✿ ❞✬❛❜♦r❞ ♣❛r❝❡
q✉✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❡s ❧✐♠✐t❡s q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❤é♦rè♠❡ ❞✬✐♥❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ●ö❞❡❧ ♣♦s❡ à ❞❡ t❡❧s
é♥♦♥❝és✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣❛r❝❡ q✉❡ µLJ s❡ ✈❡✉t ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♥ç✉❡ ♣♦✉r ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✿ ❡♥
❝❡ s❡♥s✱ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦✉ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s s❡r❛✐t ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t
q✉✬✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡✳ ❈✬❡st ❝❡ ♣♦✐♥t q✉✐ ✈❛ êtr❡ ❞✐s❝✉té ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥✳
✷✸✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✽✳ ▼❖❉➮▲❊ ❉❊❙ P❖■◆❚❙ ❋■❳❊❙
✽✳✸ ❙✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡
▲❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉① s✬❡st ❞✐st✐♥❣✉é❡ ❞❡♣✉✐s ❞❡✉① ❞❡❝❡♥♥✐❡s ♣❛r s❛ ♣r♦♣❡♥s✐♦♥ à ❢♦✉r✲
♥✐r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡ts ❬❆❏✾✹❪ ✭♦ù ❝❤❛q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
♣r❡✉✈❡✮ ✈♦✐r❡ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ❛❜str❛✐ts ✭❝❤❛q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ♣r❡✉✈❡
à éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣rès✮✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧✱ ❛♣rès ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱
❞❡ s✬✐♥t❡rr♦❣❡r s✉r s❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ✿ ❛✲t✲♦♥ tr♦✉✈é ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❛✐s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡
✈♦✐r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ µLJ ✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❛✲t✲♦♥ ré❝✉♣éré ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡s ✓♣r❡✉✈❡s✔ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❄
▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ré♣♦♥s❡ ❡st ❧❛ ❜♦♥♥❡ ✿ s✐ Γ ⊢ A ❡st ✉♥ séq✉❡♥t✱ ✐❧ ② ❛ ♣♦t❡♥✲
t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞❡ str❛té❣✐❡s ❣❛❣♥❛♥t❡s ❡t t♦t❛❧❡s ❞❛♥s JΓK → JAK q✉❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❞❡
Γ ⊢ A✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s str❛té❣✐❡s t♦t❛❧❡s ❣❛❣♥❛♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ✐♥✜♥✐s s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❡ ré❝✉rs✐✈✐té ✿
✕ ❈❡rt❛✐♥❡s str❛té❣✐❡s t♦t❛❧❡s ❣❛❣♥❛♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦♥ ré❝✉rs✐✈❡s✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ κ : nat ⇒ bool q✉✐ ❞é❝✐❞❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛rrêt ♣♦✉r ❧❛ n✲✐è♠❡
♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❚✉r✐♥❣ ✭♦ù n ❡st ❧✬❡♥t✐❡r ❞♦♥♥é ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t✮ ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❣❛❣♥❛♥t❡
❛❝❝❡♣té❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳
✕ ❈❡rt❛✐♥❡s str❛té❣✐❡s ♣❡✉✈❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s✱ ♠❛✐s êtr❡ ♥♦♥ ré❝✉rs✐✈❡s
❡♥ t❛♥t q✉✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s✳
P♦✉rt❛♥t✱ r✐❡♥ ♥✬❡♠♣ê❝❤❡ ❞❛♥s Gain ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✉s✉❡❧ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡s
à ♣❛rt✐r ❞❡ str❛té❣✐❡s ✐♥♥♦❝❡♥t❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✮✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ str❛té❣✐❡ σ✱ ♦♥ ré❝✉♣èr❡r❛ ❛✐♥s✐
✉♥❡ ✓♣r❡✉✈❡✔ π ❛♥té❝é❞❡♥t❡ ❞❡ σ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ♦♥ ♥❡ ♣♦✉rr❛ ♣❛s
❛ss✉r❡r ❧❛ ✜♥✐t✉❞❡ ❞❡ π✳ ❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❡♥ s❡r❛ q✉✬♦♥ ♣❡✉t é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦✉♣✉r❡s
❞❛♥s t♦✉t❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ µLJ ✱ ❛✉ ♣r✐① ❞✬✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐✳
Pr❡✉✈❡s ✐♥✜♥✐❡s✳ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ µLJω s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ µLJ ✱ ❡t ❧❡s
✓♣r❡✉✈❡s✔ s♦♥t ❧❡s ❛r❜r❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐s ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ✐❞❡♥t✐té ✭s❛♥s ❧❛
❝♦✉♣✉r❡✮✱ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❧♦❣✐q✉❡✱ ❡t ❞❡s rè❣❧❡s µr ❡t νl✳ ▲❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡ ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❛❥♦ût ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Γ ⊢ T (νX.T (X))
coνrΓ ⊢ νX.T (X)
❊❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❛♥s µLJ ❝♦♠♠❡ ❣❛r❛♥t✐ ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐✲
t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❝♦✉♣✉r❡✱ ❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡ s✬✐♥t❡r♣rèt❡ ❝♦♠♠❡ µr✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ✭à
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s ♣rès✮ ❞❛♥s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉①✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✸✳✶✳ ❙✐ π ❡st ✉♥❡ ✓♣r❡✉✈❡✔ ✐♥✜♥✐❡ ❞✬✉♥ séq✉❡♥t Γ ⊢ A✱ ❛❧♦rs JπK ❡st ✉♥❡
str❛té❣✐❡ ✐♥♥♦❝❡♥t❡✱ t♦t❛❧❡ ❡t ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥t❤ésé❡ s✉r JΓK ⇒ JAK✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r π ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s
♣❛rt✐❡❧❧❡s ♣ré✜①❡s ❞❡ π✳ ◆♦t♦♥s ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ π1, π2, . . . ✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ πi✱ JπiK ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡
✐♥♥♦❝❡♥t❡ ❡t ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥t❤ésé❡ t❡❧❧❡ q✉❡ JπiK ⊆ Jπi+1K✳ ❈❡tt❡ s✉✐t❡ JπiK ❡st ♥♦♥ st❛❣♥❛♥t❡✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡ ❝r♦ît str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐♠❡♥t s♦✉✈❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ µLJ ✭à ♣❛rt ❜✐❡♥
sûr ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡✮ q✉✐ ♥❡ ❢♦♥t ♣❛s ❝r♦îtr❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ s♦♥t ×l ❡t ⇒r✱ q✉✬♦♥ ♥❡
♣❡✉t ♣❛s r❡♥❝♦♥tr❡r ✐♥✜♥✐♠❡♥t s♦✉✈❡♥t ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s ❞é❝♦♠♣♦s❡♥t ❞❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ❡t q✉❡ ❧❡s
séq✉❡♥ts s♦♥t ✜♥✐s✳ ❆✐♥s✐ ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ JπiK ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ JπK✱ q✉✐ ❡st ✐♥✜♥✐❡
s✐ π ét❛✐t ✐♥✜♥✐❡ ❡t q✉✐ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ s✐♥♦♥✳
✽✳✸✳ ❙❯❘ ▲❆ ❈❖▼P▲➱❚❯❉❊ ✷✸✼
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♥❡ ❞é✜♥✐t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡s str❛té❣✐❡s ❣❛❣♥❛♥t❡s✱
✐❧ s✉✣t ♣♦✉r s✬❡♥ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✓♣r❡✉✈❡✔ ✐♥✜♥✐❡ ❞é✜♥✐❡
♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
π =
π
⊢ nat −→
+r⊢ 1 + nat
µr⊢ nat
■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬✓❡♥t✐❡r✔ ✐♥✜♥✐✱ q✉✐ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❧❡ s✉❝❝❡ss❡✉r ❞❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦✲
♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ JπK ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥♥♦❝❡♥t❡✱ ❜✐❡♥ ♣❛r❡♥t❤ésé❡ ❡t t♦t❛❧❡ s✉r ❧✬❛rè♥❡JnatK✱ ♠❛✐s q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♣❛s êtr❡ ❣❛❣♥❛♥t❡✳
❉é✜♥✐ss❛❜✐❧✐té✳ ❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t Γ ⊢ A ✉♥ séq✉❡♥t✱ ❡t σ : JΓK → JAK ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❣❛❣♥❛♥t❡✳
■❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é✜♥✐ss❛❜✐❧✐té ❛✉① ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ µLJ ✿ à ❝❤❛q✉❡
❢♦✐s q✉✬♦♥ ❞♦✐t ❞é✜♥✐r ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡ µX.T ♦✉ νX.T ✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ µr ♦✉ co − νr
❡t ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐ss❛❜✐❧✐té s✉r T (µX.T ) ♦✉ T (νX.T )✱ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ❧♦❣✐q✉❡✳ ▲❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ r❡✈✐❡♥t à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡
❞❡ ❞é✜♥✐ss❛❜✐❧✐té ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ❡❧❧❡ ♥❡ t❡r♠✐♥❡ ♣❛s ♠❛✐s ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥❡ ✓♣r❡✉✈❡✔
✐♥✜♥✐❡ σ• ❞❛♥s µLJω ❞✉ séq✉❡♥t Γ ⊢ A✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ✓♣r❡✉✈❡✔ ❛ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❧♦❣✐q✉❡
❛✉t❛♥t ❞❡ ✈❛❧❡✉r q✉✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ✉s✉❡❧❧❡ ❞❡ µLJ ✱ ♣✉✐sq✉❡ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s♦♥ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
❞❛♥s Gain ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❣❛❣♥❛♥t❡✳
❈♦♥séq✉❡♥❝❡s✳ ➱♥♦♥ç♦♥s ❧❡s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts✱ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡
❞é✜♥✐ss❛❜✐❧✐té✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r é♥♦♥❝❡ ✉♥❡ s♦rt❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s ❞❡ µLJ ✱ ❛✉ ♣r✐① ❞✉
♣❛ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛ s②♥t❛①❡ ✐♥✜♥✐♥✐❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s ♥❡ s❡ ❢❡r❛ q✉❡ ✈✐s
à ✈✐s ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❣é♥éré❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✿
π ≃Par π
′ ⇔ JπK = Jπ′K
❊t ♥♦♥ ♣❛s ✈✐s✲à ✈✐s ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❣é♥éré❡ ♣❛r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s✱ q✉✐ ❜✐❡♥ sûr ♥❡
♣♦✉rr❛✐t ❡♥ ❛✉❝✉♥ ❝❛s ♠❡ttr❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ✜♥✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ✐♥✜♥✐❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✸✳✷✳ ❙♦✐t π ❞✬✉♥ séq✉❡♥t Γ ⊢ A ❞❡ µLJ ✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✓♣r❡✉✈❡✔ π′ é✈❡♥✲
t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡✱ ❞✉ ♠ê♠❡ séq✉❡♥t Γ ⊢ A ❞❛♥s µLJω✱ t❡❧❧❡ q✉❡ π ≃Par π′✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t π′ = JπK•✳
❇✐❡♥ sûr✱ s✐ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ séq✉❡♥t ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥ts ✜①❡s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦✉♣✉r❡s t♦✉t ❡♥ r❡st❛♥t ❞❛♥s µLJ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✸✳✸✳ ❙♦✐t π ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s µLJ ❞✬✉♥ séq✉❡♥t Γ ⊢ A✱ t❡❧ q✉❡ ♥✐ A ♥✐ ✉♥❡
❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ Γ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ µ ♦✉ ν ✭♠ê♠❡ s✬✐❧ ② ❡♥ ❛ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❛♥s
π✱ ❡❧❧❡s ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ séq✉❡♥t ✜♥❛❧✮✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ π′ ❞❡ µLJ s❛♥s
❝♦✉♣✉r❡s t❡❧❧❡ q✉❡ π ≃Par π′✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t q✉❡ JΓK ⇒ JAK ❡st ✉♥ ❥❡✉ à ❣❛✐♥ ❞✬❛rè♥❡ ❜✐❡♥
❢♦♥❞é❡✱ ❡t r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❥✉st✐❝❡ ✭♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ✉♥✐tés ❧❡ r❡s♣❡❝t❡♥t✮✳ P❛r ❧❛ Pr♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✽✳✶✳✶✺✱ ❧❡s str❛té❣✐❡s ❣❛❣♥❛♥t❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ♥÷t❤ér✐❡♥♥❡s✳ ❖r ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡
s✉r Γ ❡t A ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧✬❛rè♥❡ ❛♠❜✐❛♥t❡ ❡st ✜♥✐❡✱ ❞♦♥❝ ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✻ ❧❡s str❛té❣✐❡s
❣❛❣♥❛♥t❡s s♦♥t ✜♥✐❡s✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é✜♥✐ss❛❜✐❧✐té t❡r♠✐♥❡ s✉r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ π′ ❞❡ µLJ ✳
P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ π′✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ π′ ≃Par π✳
✷✸✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✽✳ ▼❖❉➮▲❊ ❉❊❙ P❖■◆❚❙ ❋■❳❊❙
◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s✬ét❡♥❞ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✉① séq✉❡♥ts Γ ⊢ A t❡❧s q✉❡ µ
♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s Γ ❡t q✉❡ ν ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s A✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❡ ❣❛✐♥ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥✈❡rt✐r ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣rés❡♥t❡s ❞❡ µ ❡t ν ❡♥ ❞❡s ❞é♣❧✐❛❣❡s ✜♥✐s ❞❡
❢♦♥❝t❡✉rs✱ ❛✐♥s✐ ♦♥ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✳ ◆♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❝✬❡st ✉♥ ✈ér✐t❛❜❧❡
rés✉❧t❛t ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐❢ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ µLJ s❛♥s ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❛♥s ❧❡
t②♣❡ ❡①t❡r♥❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ P❛rt✐❡ ■ ❧❛✐ss❡♥t ❝r♦✐r❡ q✉✬✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡✳
❋✐❞é❧✐té✳ ▲♦rsq✉✬♦♥ ❛ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❥❡✉①✱ ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ s❡ ♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ s❛ ✜❞é❧✐té✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡st ✜❞è❧❡✳ P♦✉r ❝❡ s②stè♠❡✱ ❝❡ ♥✬❡st ♠❛❧✲
❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣❛s ❧❡ ❝❛s✳ ▲❛ s②♥t❛①❡ ❞❡ µLJ ét❛♥t ♣❡✉ ✐♥t✉✐t✐✈❡✱ ❞♦♥♥♦♥s ❧❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡
❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ à ❧❛ ❈❛♠❧✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
❧❡t r❡❝ ✐t❡r ❢ ♥ ❜ ❂
✐❢ ♥ ❂ ✵ t❤❡♥ ❜
❡❧s❡ ✐t❡r ❢ ✭♥✲✶✮ ✭❢ ❜✮
❧❡t r❡❝ ✐t❡r✬ ❢ ♥ ❜ ❂
✐❢ ♥ ❂ ✵ t❤❡♥ ❜
❡❧s❡ ♥♦t ✭✐t❡r✬ ❢ ✭♥✲✶✮ ✭❢ ✭♥♦t ❜✮✮✮
■❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t ❞❡ ✈♦✐r ✭♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r n✮ q✉❡ s✉r t♦✉t❡s ❡♥tré❡s ❢✱ ♥ ❡t ❜✱ ♥♦t ✭✐t❡r
❢ ♥ ✭♥♦t ❜✮✮ ❡t ✐t❡r✬ ❢ ♥ ❜ r❡♥✈♦✐❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ✭✈✉❡s
❝♦♠♠❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ µLJ✮ ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❞é♣❧✐❛❣❡ ✐♥✜♥✐ ❞❛♥s µLJω ✿ ❧❡ ❞é♣❧✐❛❣❡ ❞❡ ✐♥t❡r✬
❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ♥♦t ✭♥♦t ✭✲✮✮ q✉✐ s❡ s✐♠♣❧✐✜❡♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t✱ ♥♦t ét❛♥t
s♦♥ ♣r♦♣r❡ ✐♥✈❡rs❡✳ ❖r ❝❡ ❞é♣❧✐❛❣❡ ✐♥✜♥✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✱ ❞♦♥❝ ❝❡s
❞❡✉① t❡r♠❡s ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❛♥s Gain✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧s ♥❡ s♦♥t ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣❛s
ré❞✉❝t✐❜❧❡s ❧✬✉♥ à ❧✬❛✉tr❡ ✿ t♦✉t ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ❧❡t r❡❝ s❡r❛✐t ❡♥ µLJ ❞❡rr✐èr❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ µl✱
❡t t♦✉t❡s ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ♣rés❡r✈❡♥t ❧❡s ❜❧♦❝s µl✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥t❡r❡ss❛♥t s❡r❛✐t ❛❧♦rs ❞❡ s❛✈♦✐r
s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉r µLJ ❞♦♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❥❡✉①✱
♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉❞r❛ r❡♠❡ttr❡ ❝❡❧❛ à ♣❧✉s t❛r❞✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ♠❡♥t✐♦♥♥♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❧❡s q✉❡st✐♦♥s ♦✉✈❡rt❡s
❡t ❛①❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s s♦✉❧❡✈és✳
Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡
▼❛sq✉❛❣❡ ❡t β✲ré❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛❣❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷ ❞♦♥♥❡ s✉r ❧❡s
str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❛❞éq✉❛t❡ ❞❡ str❛té❣✐❡ ♥♦♥ β✲♥♦r♠❛❧❡✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ✐❧ s✬❛❣✐t
❞✬✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡①trê♠❡♠❡♥t r❡str❡✐♥t❡ ♦ù ♦♥ ♥✬❛ q✉❡ très ♣❡✉ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t ❞❡s str❛té❣✐❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬❛❣❡♥t ♣✉✐ss❡ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r
♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❤❛❜✐t✉❡❧✱ ♦ù ❧❡s str❛té❣✐❡s s♦♥t ✐♥♥♦❝❡♥t❡s ❡t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P ✲✈✉❡s✳ ❆✐♥s✐ q✉✬♦♥ ❧✬❛ ♠❡♥t✐♦♥♥é à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡r❛✐t q✉❡
❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣s ♦r♣❤❡❧✐♥s ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ ❛✐t
❛❧♦rs✱ s✉r ❝❡s ❛❣❡♥ts ❣é♥ér❛❧✐sés✱ ✉♥ ❡✛❡t r❡ss❡♠❜❧❛♥t à ✉♥❡ ❢♦r♠❡ r❡str❡✐♥t❡ ❞❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥✳
❈✬❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❝❛r ✐❧ s❡♠❜❧❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ♠❛sq✉❛❣❡ ✉s✉❡❧ ❡♥ sé♠❛♥t✐q✉❡
❞❡ ❥❡✉① ♣✉✐ss❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❡♥ ét❛♣❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣s
♦r♣❤❡❧✐♥s✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ❡s♣♦✐r ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s str❛té❣✐❡s ✐♥♥♦❝❡♥t❡s ❡♥ ✉♥❡
ét❛♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣s ♦r♣❤❡❧✐♥s à ✈♦✐r ❝♦♠♠❡
✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥s✳
▲♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡✳ ➚ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛✉t❡✉r✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ✭♣♦✉r ❞❡s t❡r♠❡s s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣és✮ ♥✬❛
❥❛♠❛✐s été tr❛✐té ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rt❛♥t ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥t❡✱ ❞❡ ♣❛r ❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ❡t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❜str❛✐t❡s✳ ❖♥ ❛ ♣rés❡♥té
❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬❡♥t✐❡rs ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ très ❢♦rt❡ ❛✈❡❝ ❧❡s
str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✱ ❞♦♥❝ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ têt❡ ❞❡ t❡r♠❡s
❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ❞é❜❛r❛ssé❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s
❛s♣❡❝ts ❧✐és à ❧❛ s②♥t❛①❡ ❡t ❛✉ t②♣❛❣❡✱ s✬❛♥♥♦♥❝❡ ♣r♦♠❡tt❡✉s❡ ♣♦✉r ❛tt❛q✉❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳
▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s
❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❛✈❛✐❡♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡
str❛té❣✐❡s t♦t❛❧❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❜❛s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ❡♥
❜♦♥♥❡ ✈♦✐❡✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧s ♥✬♦♥t ♣❛s ♣✉ êtr❡ ♣rés❡♥tés ✐❝✐ ❢❛✉t❡ ❞❡ t❡♠♣s✳
✷✸✾
✷✹✵ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙ ❊❚ P❊❘❙P❊❈❚■❱❊❙
❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡
❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s
ét❡♥❞✉❡s ✭✐✳❡✳ ❛✈❡❝ ❝♦♥t❡①t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❡t ❧❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s✮ ❞❡ µLJ ✐♠♣♦s❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❢♦r❝❡s ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❛ss✉r❛♥t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❧❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs s②♥t❛①✐q✉❡s
q✉❡ ❧✬✉♥✐❢♦r♠✐té ❞❡ ❝❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t✳ ❖♥ ❛✐♠❡r❛✐t ♣♦✉✈♦✐r s❡ ♣❛ss❡r ❞❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❡t ❧❡
♠❡✐❧❧❡✉r ♠♦②❡♥ ♣♦✉r ❝❡❧❛ s❡r❛✐t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✻✳✷✳✶✵✳ ❖♥ ♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r ♣❧✉s✐❡✉rs
♣✐st❡s✱ ♠❛✐s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s é❣❛❧✐tés à ♠♦♥tr❡r ❡t ❧❛ ré♣ét✐t✐✈✐té ❞❡s ♣r❡✉✈❡s r❡q✉✐s❡s ❧❛✐ss❡♥t
s✉♣♣♦s❡r q✉✬❡❧❧❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❛✉t♦♠❛t✐sé❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❛ss✐st❛♥t ❞❡
♣r❡✉✈❡s ❝♦♠♠❡ ❈♦q✳
❋♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts ❡t ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❖♥ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❢♦♥❝✲
t❡✉rs ♦✉✈❡rts✱ ❛✜♥ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s t②♣❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ❡st r✐❝❤❡
❡♥ ♣r♦♣r✐étés✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts ✈✐❡♥♥❡♥t ❛✈❡❝ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ❞❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ♦✉✈❡rt❡s ❡t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐♥❛t✉r❡❧❧❡s ♦✉✈❡rt❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✈❡❝
❞❡s ❧♦✐s ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❧❡s r❡❧✐❛♥t ❛✉① ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛ ♠♦♥tré ✭❚❤é♦rè♠❡
✼✳✸✳✶✽✮ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts ét❛✐❡♥t ❡♥ ❢❛✐t ❞❡s
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ♦✉✈❡rt❡s✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♣✉✐ss❛♥t ♣❡r♠❡ttr❛✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r
✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❞é✜♥✐ss❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❛rè♥❡s ♦✉✈❡rt❡s ✜♥✐❡s✳
❚♦✉t ❝❡❝✐ s❡♠❜❧❡ tr❛❝❡r ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞✬✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ très é❧é❣❛♥t❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❋ à ❧❛ ❈✉rr②✱
q✉✐ s❡♠❜❧❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❞❡ ❆❜r❛♠s❦②✱ ❍✉❣❤❡s ❡t ❉❡ ▲❛t❛✐❧❧❛❞❡ ❞♦♥t
❧❛ ❝✐❜❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ét❛✐t ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ à ❧❛ ❈❤✉r❝❤✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❝♦♠♠❡♥❝❡r
♣❛r ét❡♥❞r❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts ❡t
r❡❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✸✳✶✽ ♣♦✉r ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐♥❛t✉r❡❧❧❡s ♦✉✈❡rt❡s✳
▲✐❡♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ❥❡✉① s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s✳ ❖♥ s❡ tr♦✉✈❡ ✐❝✐ ❞❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦✉✱ ♠♦❞✉❧♦ ❧❡s
❞✐✣❝✉❧tés sé♠❛♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r s❡♥s à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉✈❡rt✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❣❛✐♥
✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ♣❛r✐té s✬✐♠♣♦rt❡♥t t♦✉t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡
❞❡ ❥❡✉①✳ ❖♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ❝❡tt❡ s✐t✉t❛t✐♦♥ ❡st ❣é♥ér❛❧❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❣❛✐♥s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s s✉r ❧❡s ♣❛rt✐❡s ✐♥✜♥✐❡s ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡
❣é♥èr❡♥t ❧✐❜r❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❣❛✐♥ s✉r ❧❡s ♣❛rt✐❡s à ♣♦✐♥t❡✉rs✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ s❡
❞❡♠❛♥❞❡r ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ t❡❧s ♣♦♥ts ♣♦✉rr❛✐❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬✐♠♣♦rt ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞❛♥s
❧❡s ❥❡✉① ✉t✐❧✐sés ❡♥ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❥✉sq✉✬❡♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉① ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✳
❈♦♠♣❧ét✉❞❡✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❝❤❡r❝❤❡r à r❛♣♣r♦❝❤❡r ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❥❡✉① ❞❡ ❧❛
s②♥t❛①❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛ç♦♥s✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡
❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❣❛❣♥❛♥t❡s ❡t t♦t❛❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡
♣r❡✉✈❡s ❞❡ µLJ ✿ ❡❧❧❡s s♦♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ré❝✉rs✐✈❡s✱ ♠❛✐s ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t tr♦✉✈❡r ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❥❡✉① ♥❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ♣❛s ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
❞❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❛ s②♥t❛①❡✳ ❉❡ ♥♦tr❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ❧❡ ❞é❢❛✉t ✐❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s ♥♦tr❡
sé♠❛♥t✐q✉❡✱ ♠❛✐s ♣❧✉tôt ❞❛♥s ❧❛ s②♥t❛①❡✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ❛✐♠❡r❛✐t ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❝✐❞❛♥t
❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✱ s✐ π ❡t π′ s♦♥t ❞❡✉① ♣r❡✉✈❡s ❞❡ µLJ ✱ s✐ ❧❡✉rs ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s s♦♥t é❣❛❧❡s✳ ❙✐
♦♥ ② ♣❛r✈✐❡♥t✱ ♦♥ ❛✐♠❡r❛✐t ❞❡ ♣❧✉s s❛✈♦✐r s✐ ❝❡tt❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡st ✐♥t❡r♥❛❧✐s❛❜❧❡ ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞❡
ré❞✉❝t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❛ s②♥t❛①❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s✳
❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙ ❊❚ P❊❘❙P❊❈❚■❱❊❙ ✷✹✶
■s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✳ ❉❛♥s ❬▲❛✉✵✺❪✱ ▲❛✉r❡♥t ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉① ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s
rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✮ ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡♥❣❡♥❞r❛♥t ❧❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s
❞❡ t②♣❡s ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❞é❝♦✉✈❡rts ♣❛r ❉✐ ❈♦s♠♦ ❬❈♦s✵✺❪✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été
❡♥s✉✐t❡ ét❡♥❞✉❡ ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ♣❛r ❉❡ ▲❛t❛✐❧❧❛❞❡ ❬▲❛t✵✽❪✳ ➚ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛✉t❡✉r✱ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ t②♣❡s ♥✬❛ ♣❛s été tr❛✐té ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❡t ❝♦✐♥❞✉❝t✐❢s✳
■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧ ❞✬❡s♣ér❡r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞é✈❡❧♦♣♣és ✐❝✐ à ❧❡✉r ét✉❞❡✳ ❯♥❡ q✉❡st✐♦♥
❛tt❡♥❛♥t❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❤✐ér❛r❝❤✐❡s ❞❡ t②♣❡s ❞❡ µLJ ✱ ❝♦♠♠❡ ét✉❞✐é❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
♣❛r ❇❡❧❦❤✐r ❡t ❙❛♥t♦❝❛♥❛❧❡ ❬❇❙✵✽❪ ♣♦✉r ❝❡ q✉✬♦♥ ❛ ❛♣♣❡❧é ✐❝✐ ❧❡ µ✲❝❛❧❝✉❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥
é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ µLJ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
♣rès ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡s ❞✬❛❧t❡r♥❛♥❝❡s ❡♥tr❡ µ ❡t ν ✭❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞✬❛❧t❡r♥❛♥❝❡✮ ♦✉ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s ♣❛r µ ♦✉ ν ✭❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ❡st ❜♦r♥é✳ ▲✬❡①trè♠❡ ♣ré❝✐s✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❡♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉① ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
▲❛✉r❡♥t ❧❛✐ss❡ ❝r♦✐r❡ q✉❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ r✐❡♥ ❛✉① rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s ♣♦✉r
❧❡ µ✲❝❛❧❝✉❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✱ ♠❛✐s ♦♥ ❧❛✐ss❡ ❝❡❧❛ ♣♦✉r ❞❡s tr❛✈❛✉① ✉❧tér✐❡✉rs✳
●❛✐♥ s✉r ❧❡s P ✲✈✉❡s✳ ❙✐ s ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✐♥✜♥✐❡ à ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✜♥✐❡✱ ♦♥ ❛ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ P❛rt✐❡
■ q✉✬❡❧❧❡ ❛❞♠❡tt❛✐t ♥❡❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥
❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ P ✲✈✉❡ ♦✉ ✉♥❡ O✲✈✉❡ ♣❡r❞❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❥✉st✐❝❡✳ ■❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞✬❡①❛♠✐♥❡r
❞❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ rés✉❧❛t ❛✉① ♣❛rt✐❡s à ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✐♥✜♥✐❡ ✿ s✐ s ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✐♥✜♥✐❡
♣❡r❞❛♥t❡ ♣♦✉r ✉♥ ❥❡✉ à ❣❛✐♥ A✱ ♣❡✉t✲♦♥ ❡①tr❛✐r❡ ❞❡ s ✉♥❡ P ✲✈✉❡ ✐♥✜♥✐❡ ♣❡r❞❛♥t❡ ❄ ❆✉tr❡♠❡♥t
❞✐t✱ s✉✣t✲✐❧ ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❧❡s P ✲✈✉❡s ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ σ : A ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❣❛❣♥❛♥t❡ ❄
❖✉tr❡ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❢♦rt ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥✱ ❡❧❧❡ s✬❛✈èr❡ ❝r✉❝✐❛❧❡ ♣♦✉r ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡ ♣rés❡♥t
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❥❡✉① à ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts t❡❧ q✉❡ ■❉✶ ❬❇❋P❙✽✶❪✱ ♦ù ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ✐♥✜♥✐❡s s♦♥t
❛✉t♦r✐sé❡s ♠❛✐s ❝♦♥tr♦❧é❡s ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ s✉r ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ✐♥✜♥✐❡s✱
❢♦rt s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ♥ôtr❡✳
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s②♥t❛①✐q✉❡ ✿ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ ✉♥❛✐r❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛
♠❛❝❤✐♥❡ à ♣♦✐♥t❡✉rs ✭P❆▼✮✳ ❖♥ ré❞✉✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦t❛❧✐té ♣❛r ❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ s✉r ❞❡s ♦❜❥❡ts ❛♣♣❡❧és str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡
tr♦✐s ♣r❡✉✈❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡ r❛♠è♥❡ ✈✐❛ ❧❛ P❆▼ à ❧❛
♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ✉♥❛✐r❡✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s✐♠♣❧❡
s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬❡♥t✐❡rs ❡t ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ s✬✐♥s♣✐r❡ ❞✬✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡ ❈♦q✉❛♥❞✳ ▲❛
s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ tr❛✐t❡ ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ séq✉❡♥ts µLJ éq✉✐♣é ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❡t ❝♦✐♥❞✉❝✲
t✐✈❡s✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ T ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s µ✲❢❡r♠é❡s✱
❢♦r♠❛♥t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ µLJ ✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❥❡✉① ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❛rè♥❡s ♦✉✈❡rt❡s✱
♠✉♥✐❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ❧✐❜r❡s✳ ➚ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❛rè♥❡s ♦✉✈❡rt❡s ❡st ❛ss♦❝✐é ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r
♦✉✈❡rt s✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ✐♥♥♦❝❡♥t❡s✳ ❖♥ ❞é❝r✐t ❡♥s✉✐t❡ s✉r ❧❡s ❛rè♥❡s ♦✉✈❡rt❡s ✉♥❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞♦♥t ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬❡❧❧❡ r❡❥♦✐♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❝❈✉s❦❡r ❞❡s t②♣❡s ré❝✉r✲
s✐❢s✳ ▲❡s ❜♦✉❝❧❡s s♦♥t ❛❧♦rs ❡♥r✐❝❤✐❡s ♣❛r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❣❛✐♥ ✐♥s♣✐ré❡s ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ♣❛r✐té✱ ❝❡
q✉✐ éq✉✐♣❡ ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉✈❡rts ❞✬❛❧❣è❜r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❝♦❛❧❣è❜r❡s t❡r♠✐♥❛❧❡s ❡t ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡
❝❛té❣♦r✐❡ µ✲❢❡r♠é❡✳ ❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ µLJ à ✉♥❡ s②♥t❛①❡ ✐♥✜♥✐❡✱ ♣♦✉r
❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t✳
▼♦ts ❝❧és ✿ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❏❡✉① ✕ λ✲❝❛❧❝✉❧ ✕ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✕ ■♥❞✉❝t✐♦♥ ✕ ❈♦✐♥❞✉❝t✐♦♥
❆❜str❛❝t
▲♦❣✐❝ ❛♥❞ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✿ ❛ ❙❡♠❛♥t✐❝ ❙t✉❞② ♦❢ ❚♦t❛❧✐t②
❚❤✐s t❤❡s✐s ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✉s✐♥❣ t♦t❛❧ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♦❢s✳
❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ✐s ❛❜♦✉t ✜♥✐t❛r② ❧♦❣✐❝✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤✐♥ ❛ s②♥t❛❝t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✿ ✇❡
❞❡✜♥❡ ❛ ✉♥❛r② str♦♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥t❡r ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡
✭P❆▼✮✳ ❲❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t♦t❛❧✐t② ❜② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❛ ✜♥✐t❡♥❡ss
t❤❡♦r❡♠ ♦♥ ♦❜❥❡❝ts ✇❡ ❝❛❧❧ ♣♦✐♥t❡r str✉❝t✉r❡s✳ ❲❡ ❣✐✈❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t✳
❚❤❡ ✜rst ✉s❡s ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❛r② λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✈✐❛ t❤❡ P❆▼✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❡①tr❛❝ts ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛ s✐♠♣❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ tr❡❡s ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ t❤✐r❞ ✉s❡s ❛
❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ❈♦q✉❛♥❞✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✐s ❛ st✉❞② ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s µLJ
✇✐t❤ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ●ö❞❡❧✬s s②st❡♠
T ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ µ✲❝❧♦s❡❞ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ µLJ ✳ ■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
♦❢ ❣❛♠❡s ✇❡ ❞❡✜♥❡ ♦♣❡♥ ❛r❡♥❛s ✭❛r❡♥❛s ✇✐t❤ ❢r❡❡ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳ ❚♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❛r❡♥❛s ✇❡
❛ss♦❝✐❛t❡ ❛♥ ♦♣❡♥ ❢✉♥❝t♦r ♦♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❛r❡♥❛s ❛♥❞ ✐♥♥♦❝❡♥t str❛t❡❣✐❡s✳ ❲❡ t❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡
♦♥ ♦♣❡♥ ❛r❡♥❛s ❛ ❧♦♦♣ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡❧❛t❡ t♦ ▼❝❈✉s❦❡r✬s ♠♦❞❡❧ ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡ t②♣❡s✳
▲♦♦♣s ❛r❡ ❡♥r✐❝❤❡❞ ✇✐t❤ ✇✐♥♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❡❞ ❢r♦♠ ♣❛r✐t② ❣❛♠❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥✐t✐❛❧
❛❧❣❡❜r❛s ❛♥❞ t❡r♠✐♥❛❧ ❝♦❛❧❣❡❜r❛s t♦ ♦♣❡♥ ❢✉♥❝t♦rs ❛♥❞ ❜✉✐❧❞s ❛ µ✲❝❧♦s❡❞ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❣❛♠❡s
❛♥❞ t♦t❛❧ ✐♥♥♦❝❡♥t str❛t❡❣✐❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ µLJ t♦ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s②♥t❛①✱ ❢♦r
✇❤✐❝❤ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ❢✉❧❧② ❝♦♠♣❧❡t❡✳
❑❡②✇♦r❞s ✿ ●❛♠❡ s❡♠❛♥t✐❝s ✕ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✕ Pr♦♦❢ t❤❡♦r② ✕ ■♥❞✉❝t✐♦♥ ✕ ❈♦✐♥❞✉❝t✐♦♥
